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1 Mechanikai hattér
1.1 Alapegyenletek

forma megnevezés
Lo—p=0 egyensulyi egyenletek
Lu=¢ geometriai egyenletek
o =D(e—¢gp) anyagegyenletek

1.2 Megoldasi modok:

1. alapegyenletek ->peremérték feladat (alkalmazva az
elmozdulds modszer alapelveit)

peremérték feladat altalanos alakja:

Lu = f|figyelembe véve a peremfeltételeket

2. Felhasznalva a potencialis energia stacionaritasi tételét:

n(u) = %j (Luw)TD(Lu)dV — f(Lu)TDsodV — f uTpdV = stac!
V |4 |4

1.3 Alapmodellek:

e pont modellek (tamaszok, tomegpont)

¢ vonal modellek (kézpontosan huzott-nyomott rud -racsrud-, gerenda
modellek -Euler-Bernoulli-féle, Timoshenko-féle)

o feliillet modellek (tarcsak -sikbeli fesziiltség allapot, sikbeli alakvaltozasi
allapot, lemezek -klasszikus (vékony) lemez, vastag (Mindlin- Reissner féle,
héjak)

e térfogat modellek

2 Kozpontosan huzott-nyomott rud modellje



Ha egy szerkezet esetén a geometridt leiré harom meéret kozil két méret sokkal kisseb, mint a
harmadik méret és a teher a tartdtengelyen hat, akkor a szerkezet kozpontosan huzott-nyomott
radként (racs) modellezhetd.
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1. Abra: Kozpontosan hiizott-nyomott rad.

du , do  p(x)
Geometriai egyenlet: €=——egyensulyi egyenlet: — =—
x dx A

b

anyagmodell egyenlete: &= E €. Peremfeltételek: u(O) = u(l) =0.

A fenti harom egyenlet az elmozduldsmddszer technikajanak segitségével (G €S € kikiiszobolésével)

osszevonhatd egyetlen egyenletté:

d’u de
—EA— = —-EA 9.
dx? p(x) { dx }

Itt az utolsé tag a kinematikai teherbdl szdrmazdé tag. A peremfeltételek mindegyike lényeges
peremfeltétel, mert a figgvények 0-adik derivaltja szerepel benniik, és 0<n=1 Ennél a feladatnal az
Lu=f altaldnos peremértékfeladat elemei:

L=—EA u=ux). f =p(x).
dx

A peremértékfeladat , parjaként” felirhatd varidcios feladat, vagyis a potencialis energia funkciondlja:



Lu = f—)F(u) =1<Lu,u>—<f,u> vagyF(u)=%<Ru,Ru>—<f,u>. Az  egyes

d’u
dx’

atalakithaté a homogén peremfeltételek és a parcidlis integralas (Ivuzvu—jvu')segitségével.

tagok szdmitdsa: < > Ip(x)u(x)dx (Lu,uy = J.( —E

ez azonban

du du
Legyen v = —EA— illetve u' = —, igy:
A dx

(Lu,u) :|: EA—u:| I( EA@@)CII IEA(Z,M) dx. Az els6 egyenléségjel
X

utan szogletes zardjelben szerepld tag értéke a homogén peremfeltételek miatt zérus.

d
A masik, (Ru,Ru) véltozatban F(u) alakja (felhasznalva az R = v EA d_ értéket):
X

EA¢(du ¢ du l
/:(W:TO(EJ dx — EA!(EJ% dx—_([p(x)u(x) dx,

ez pedig pontosan a potencidlis energia (adott szerkezethez tartozd) fiiggvénye. Erdemes bemutatni

du
ennek kapcsolatat az ,,altalanos” alakhoz. Mivel € = ——, és a keresztmetszet allando, igy

dx

1 tdu _du 1 1 1
F(u)= 5 '([ i dx — bfu p(x)dx 5 ls edV 'lfupdx 5 [J;SGdV 'lfupdx

Osszefoglalva:

= [px )], u=[u)], &€ =[gx (0)], &0 = [a AT; ], 0 = [N ()], D = [EA]

3 Gerenda modellek

Ha egy szerkezet esetén a geometriat leir6 harom méret kozil két méret sokkal kisseb, mint a
harmadik méret és a teher a tartotengelyre merdSlegesen hat, akkor a szerkezet gerendaként
modellezheté.



3.1 Euler-Bernoulli gerenda

Az Euler-Bernoulli féle radmodell a sik keresztmetszetek elvét veszi alapul (Kaliszky S.; Kurutzné
Kovacs M. és Szilagyi Gy. (2000)) . A sik keresztmetszetek feltevése szerint a keresztmetszetek a
terhelés soran nem szenvednek alakvaltozasokat. Az Euler-Bernoulli féle elmélet szerint az

alakvaltozasok utan ezen keresztmetszetek merélegesek maradnak a tartdtengelyre.
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2. Abra: Hajlitott Euler-Bernoulli félegerendék keresztmetszetének és semleges tengelyének

a sematikus képe az alakvaltozas utan.

Ezért a rudat ugy tekinthetjiik, mint a rud tengelyére mer6leges, végtelen sok, egymashoz
rugokkal kapcsolddd merev lapok Osszessége. A lapok a rud keresztmetszetével azonos
alakuak, végtelen merevek és végtelen vékonyak; az Oket 0Osszekotd végtelen siirlin
elhelyezett rugdk huzas, nyomas és nyiras felvételére egyarant alkalmasak €s a rad anyagénak
szilardsagtani tulajdonsagainak megfelelden viselkednek. A keresztmetszetek merdlegességi
feltétele azt a szilardsagi kovetkezményt vonja maga utan, hogy az ilyen mechanikai modell
alkalmazasa esetén a nyirasi szogtorzulas értéke elhanyagolasra Keriil (y = 0). Az Euler-
Bernoulli elmélet szerint a tartotengely z irdnyu eltolodasa (v) és a kiilsé teher (q(x)) kozott az

alabbi differencidl egyenlettel irhatjuk le a kapcsolatot:

S(F153) =aw (1)

Itt v jeloli a tartdtengely z irdnyu eltolodasat, E a rugalmassagi modulus, I a keresztmetszet

inerciaja, q(x) a z iranyu megoszl6 erd.

A bels6 erdk (M nyomaték , Q nyirderd) szamitasa is megadhaté differencidl egyenletekkel:

M) = - (EI ﬂ) , )

dx?

000 = -2 (E1%2) . 3)

dx dx?



Lathatd, hogy a nyomatéki abra derivaltja a nyiréerd abra, amint azt a Statika targyban

tanultuk. Az alakvaltozédsokat tekintve a szdgelfordulés ((o(x) ), a gorbiilet ( p ) szintén a
tartotengelyre merdleges eltolodasbol kifejezheto:

dv
(P(x)=g

“4)
p dx dx’

)

3.1.1 ,Klasszikus” hajlitott gerenda vizsgalata
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Geometriai egyenlet: K=

F , egyensulyi egyenlet:
X

:—p(x) (felhasznadlva a
dx’

dTl = —p(x)dx fliggbleges vetlileti és a Tdx = dM nyomatéki egyensulyi egyenleteket),
anyagmodell egyenlet: M = E]K . A peremfeltételek:

B o A _ d’v _
w0 =v() =0, ©=0,% Y1) =0.

Ismét az elmozduldsmddszer segitségével vonjuk 6ssze az egyenleteket:

d'v

EIZ "= .
I p(x)




A kapott differencidlegyenlet negyedrend( (n=2), igy az els6 harom peremfeltétel Iényeges, az utolso
pedig természetes. A potencidlis energia az el6bb bemutatott atalakitassal, vagy mechanikai alapokra
hivatkozva kozvetleniil is felirhatd. Most ez utébbit valasztjuk:

F(u)=

=I1(v) = %jscst—jvpdx = %”KyEKydAdx—J.vpdx = %J.KZEjyszdx—

—jvpdx = %J‘ K’ El dx —jvpdx = Ez] I(Z:;fj dx —Iv(x)p(x)dx.

Az utolséként felirt tag a hajlitott gerenda potencidlis energidja.

Ha példdul a fentieken kivil még egyenlétlen hémérsékletvaltozas hatasat is figyelembe kell venniink
a gerenda teljes hosszan, akkor ezt a hatast a kiilsé potencidlhoz adjuk hozza:

d’v
dx’

—~[(Lu)'De,dV — - | (—Z—ZZ})EIKde 1] .
v l X 0

Osszefoglalva:

Ha a rudat az xy sikban hajlitjuk, akkor y,, = 0.

p=lpy @] u=pEL = [x.@] 8= |a72] o= M @]
D = [EL)]

L=[j—;,i=L

3.1.2 Timoshenko gerenda

A Timoshenko-féle gerendaelmélet a XX. szdzad elejétdl szarmazik (Timoshenko (1921)). Az
elmélet szerint a modell az Euler-Bernoulli modelltdl eltérden nem tételezi fel a
keresztmetszetek merdlegességi feltételét az alakvaltozasok utan, minden egy¢b feltételt pedig
megtart. Ennek szilardsagtani kdvetkezménye, hogy a nyirasi alakvaltozasokat mar nem
elhanyagolhatéak. A tartd ugyanolyan peremfeltételek mellett ,,Jagyabb” merevségii, mint
az Euler-Bernoulli féle gerenda. Ennek kovetkezménye, hogy a statikus alakvaltozasok
nonek, a sajatfrekvencia csokken. A szOgtorzulds €és a tartotengely eltolodas fiiggetlen

ismeretlenként szerepel ebben a modellben.
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Timoshsenks
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3. Abra: Az Euler-Bernoulli illetve a Timoshenko féle gerendak alakvaltozasi elméletének
az 6sszehasonlitasa

a)

Amennyiben a gerenda nyirasi modulusat a végtelenhez kozelitjiik, a Timoshenko féle
modell azonos eredményre vezet, mint az Euler Bernoulli féle modell.

@{x)>0
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Az xy sikban hajlitott rud egy keresztmetszetének

(a)elmozdulasa, (b) terhelése, (c, d) alakvaltozasai, (d) belsé erdi



Abra: Timoshenko-féle gerenda alakvaltozéasi elmélete

Mivel a nyirasi szogtorzulas értéke nem elhanyagolhato, ezért a ¢, (x) #* % A kiilonbség a
X

nyirasi szogtorzuldssal egyenld.

Q. (x)+7, =—. (6)

A differencialis 0sszefliggések az alabbiak szerint szétesnek két fliggetlen egyenletté:

& (e _

e (EI o j—qy(x)» (7)
L S I a8

o G 0 (EI dx ) ®

Itt B a Timoshenko féle nyirdsi tényezd, ami a keresztmetszet geometriai alakjatol fiigg.
Téglalapkeresztmetszet esetén f=5/6. A a keresztmetszet teriilete, G a nyirasi modulus.

Lathato, hogy az utolsé kifejezés a két elmélet szerinti kiillonbség kifejezdje, azaz a

Timosenko-féle modellezés az Euler —Bernoulli modellel azonos eredményt ad, ha

<1 (itt L a rad hossza).
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A 7 ¢és 8 egyenletekbdl szarmaztathatjuk a Timoshenko modell alapegyenletét konstans

keresztmetszeti teriilet esetén:

d'v EI d’q
EI - q( )_ 2
BAG dx

o ©)

Az eltolddasok (v), a szogelfordulasok (¢, ) és a belsd erék (M és Q) kozotti dsszefliggések
az aldbbiak szerint alakulnak:

M =—gr 9
dx

(10)
Q:ﬂAG(—¢Z+ﬂ). (11)
dx

Osszefoglalva:

Ha a rudat az xy sikban hajlitjuk, akkor a Timoshenko gerenda modell
esetén y,, # 0.

_[pyy [v(x) _ [y @) _ [ gTy] e (x)]
m(x) I 0.0 £ L () a—=| M, (o))
d

1 — -1
D= [GAy 0 ] L= o )
0 EI 0o =



4 Felilletszerkezetek

Fellletszerkezetek

//-\

Sik felllet Gorbult feltlet

I e W P il W

tarcsa lemez lemezm(  egyszerg. kétszer g.

Tarcsak
Sikbeli fesziltsegallapot Sikbeli alakvaltozas allapot

"

falszerkezetek vonalas epitmények metszete
(tamfal, gatszerkezet, alagut stb.)

0,=0, £,#0




Ha egy szerkezet esetén a geometriat leird6 harom méret koziil két méret sokkal nagyobb mint a
harmadik méret és a teher a szerkezet kozépfeliiletének sikjaban hat, akkor az tarcsaként
modellezhetd. Tarcsa esetén a teher, a fesziiltség és az alakvaltozas nem fiigg a harmadik (kis méretet
leir6é) koordinatatol. Ezt a méretet ( vastagsagot) allandonak tételezziik fel —ez lehet részenként
allando-.

Ha egy szerkezet esetén a geometriat leird6 harom méret koziil két méret sokkal nagyobb mint a
harmadik méret és a teher a szerkezet kozépfeliiletének sikjara merdlegesen hat, akkor az lemezként
modellezhet?.

4.1 Tarcsa vizsgalata

Ha egy szerkezet esetén a geometriat harom méret koziil két méret sokkal nagyobb mint a harmadik
méret s a teher a szerkezet kozépfeliiletének sikjaban hat, akkor az tarcsaként modellezhetd.

4.1.1 Sikbeli fesziiltség allapot

Sikbeli fesziiltség allapot esetén (harom fofesziiltség koziil egy zérus) vagy

0,(x,¥) = 0,7,,(x,¥) = 0,7y,(x,y) = 0 feltétel minden (x,y) pontban teljesiil és

-V
ekkor vy, = 0,¥y, = 0,¢, = v (&x + &y).

X u

Y

Az alapvet6 valtozok:



e (x,y) c,.(x,))

‘x’
u:{u(x,y)} &= Sy(x,y) o= Gy(x,y) p= p.(x,y) .
v(x.y) p,(x,)
’ny(x9y) Txy('x9.);)
| o]
e.(x.y) g’vf QA %x
e=g(xy)|= P aAt, | L= =
(x,y) d 0 Y
‘ny 4 @4_@ 24_2
|y Ox | Oy Ox |

itt L a geometriai egyenletek differencialoperatora.

A sikbeli feszlltség allapothoz tartozd merevség

1 v 0
DSF—IE}\Z’2 v 1 0
0 0 1-v
L 2

Ennél a feladatnal csak a tarcsa potencialis energiafiiggvényét irjuk fel, a peremérték-feladat utan
érdekléd6knek a Lamé-féle megoldast ajanljuk (Tartdk statikdja el6adasjegyzet...).

A ,h” vastagsagu sikbeli fesziltségi dllapotu tarcsa potencidlis energidjanak fliggvényét:

9 r 112
8x 1 v O 8x
H(u):E—hzj( 0o 2 H Flvi ollo 2 H d4 -
2(1-v7 )", oy | |v I—v ov| |v
o 9 00 —112 o
| Oy Ox | B ~ oy ox |



i 0 B T

o Ox 5 1 v 0 €.,
u px
—WI( 0 5 |:v:| )T v 1 0 8y0 dA — f[u V] |:p :|dA

- A A

0 0 0O 0 I__V Vs »0 ’

- | 2 i

Oy Ox |

4.1.2 Sikbeli alakvaltozasi allapot
Tarcsaként modellezhetdé minden olyan, szerkezet amely sikbeli alakvaltozasi allapotban van (harom
fonyulas koziil egy zérus) vagy

g,(x,y) = 0,15z (x,¥) = 0,7,,(x,y) = 0 feltétel minden (x,y) pontban teljesiil és
ekkor 7, = 0,7y, = 0,0, = v (0x + 7).

Az alapvet6 valtozokban csak kis mértékd valtozas van:

8x('x’ y) Gx(-x, y)
u(x,y) p.(x,))
- &= 8y('x’y) » 0= Gy('xay) »P= .
W(x.y) p.(x,y)
yx)’ (x’ y) Txy (x9 y)
_ o _ ) 5 .
.(x.y) Ox a(1+v)At, Ox
e=|g,(xy)|= 2—; , g =|o(l+v)At | L= %
Yo(X.5) 5y By 0 o4
[y ox] | Oy Ox |

itt L a geometriai egyenletek differencidloperatora.

A sikbeli alakvaltozasi dllapothoz tartozé merevség

o Eh
C(1+v)(1-2v)




A sikbeli alakvaltozasi allapotu tarcsa esetén a gyakorlati feladatokban a vastagsagot mindig
egységnyinek tételezziik fel.

A, h” vastagsagu sikbeli alakvaltozasi allapotu tdrcsa potencialis energidjanak fliggvényét:

i 0 B 7 i 0
h 5x l—V v O 8x
Mu)=~— £ e L I T T o | |" a4 -
2(1+v)(1-2v)", oy | |v ov| |v
1-2v
9 @ 0 0 —=]a 2
| Oy Ox | B ~ Oy ox |
0 0 - -
h ox 5 1-v v 0 €.
u
- o Sl r | v 1-v e, | da—[[u v] |
(1+v)(1-2v)% oy | | v o g y p,
a a O O 2V nyO
| Oy Ox | ) }
4.2 Lemezelméletek
A fellletszerkezetek elméletében leggyakrabban haszndlt, igy a kozismert

»lemezelméletnek” is a gerincét add geometriai feltételezés a Kirchhoff-Love hipotézis. Ez
voltaképpen harom allitdst fogalmaz meg a vizsgalt fellletszerkezet kozépfeliletének

normalisaira vonatkozdan:

e azt, hogy a deformadlatlan kozépfeliletre merGleges vonalak (a kozépfelilet

normalisai) a szerkezet deformdcidja utan is egyenes vonalak maradnak.
azt, hogy ezek a vonalak a deformdlt szerkezet kdzépfelliletének is normalisai
lesznek,

azt, hogy ezeknek a vonalaknak a hossza a deformacid sordn nem valtozik meg.

A Kirchhoff-féle lemezelmélet feltételezés-rendszernek a létjogosultsagat az alkalmazasok
messzemenoen igazoltak tomor keresztmetszetii vékony vasbeton lemezek esetében.

Jelentos hibak szarmazhatnak azonban az elmélet alkalmazasabol,

¢ ha a lemez kialakitdsa olyan, hogy a nyirderdk okozta szogtorzulasok nagyok.

Tomor keresztmetszet esetén ez csak kifejezetten vastag lemezeknél fordul eld, egyre



gyakoribb viszont olyan lemezek alkalmazésa, amelyeket a sulycsokkentés céljabol
takarékiireggel alakitanak ki,

e olyan réteges lemezeké (szendvicslemezeké), amelyek kozbensd kitoltd rétege
alacsony fajsulyu és kicsiny merevségli anyag, és ezekben a lemezekben a
szogtorzuldsok valdban nagyok.

Ha 7., #0 és y.,# 0, akkor a z’ iranyu koordinatavonalak nem maradhatnak merélegesek a
deformalédott kozépfeliiletre, sét, ha v.,-t és y.,-t a lemezvastagsag irdnyaban véltozonak
tekintjiik, azzal a feltételezéssel is ellentmondasba keriiliink, hogy ezek a vonalak egyenesek
maradnak. Vagyis ilyen esetben a Kirchhoff-Love hipotézis mindkét allitasa érvénytelenné
valik.

A nyirasi alakvaltozasok figyelembevételének leggyakrabban alkalmazott moddszere
olyan , kompromisszumos” megoldas alkalmazasa, amely Kirchhoff-Love hipotézis masodik
allitdsdnak érvényességétdl eltekint, megtartja viszont az elsd allitas érvényességét, azaz a
merdleges normalisok feltételezése helyett csupan egyenes normalisok feltételezésével ad
kapcsolatot a kozépfeliilet elmozdulésai és a kozépfeliileten kiviil fekvo pontok elmozdulasai

kozott.

Az egyenes normalisok feltételezésével adédd geometriai 0sszefliggések lehetéséget
adnak a nyirder6k okozta alakvaltozasok hatdsanak a figyelembevételére, amelyeket a
Kirchhoff-féle lemezelmélet elhanyagol. llyen lemezelméletek pl. a Mindlin-féle, a Reissner-

féle elmélet, ill. a vékony héjaldsu szendvicslemezek hajlitdselmélete.



4.2.1 ,Klasszikus” lemez vizsgalata

P(x, y)=allando
h=allando

#x

A potencialis energia fliggvényének felirdsa a feladatunk. A peremérték feladatot ,Tartok statikaja”
targy el6adasan részletesen levezettiik. A nyirdsi alakvdltozdsok elhanyagoldsa miatt az elfordulas
fuggvények nem fliggetlenek az eltolédas fliggvényektsl. A y,,(x,y) = 0ésy,,(x,y) = 0 feltétel

miatt @, (x,y) = — Z—‘: illetve @, (x,y) = g—‘;j.

A mechanikai modell leirdsahoz sziikséges vektorok:

2 _ _
o'w At

o=|m, |, p=[p.(xy)], L=| ——=




Az anyagi merevségi matrix a ,fesziltségként” szerepl6 fajlagos nyomatékok és az alakvaltozasok

kozott teremt kapcsolatot, elemeinek értéke:

En 1 -v 0
D=——5-|-v 1 0
12(1-v7) !
0 0 1—v
L 2

A potencialis energia fliggvénye végil is egyszer( behelyettesitéssel szamithato.

A ,,h” vastagsagu vékony , klasszikus” lemez potencialis energidjanak fliggvényét:

H(w)z%.[eTD g di —[e'D g dd —[w p dd.
A A A

0’ o’
? Py
(w)=—[(| —— ) ) ———| v 1 0 -2 )| dd -
(w) 2!( = | el v O] e [w(x,y)]
2 v 2
, 0 00— ],0
i 8x8y_ | aan/_
82
?
4 1 —v 0 Ko,
o ol Lo dA=[[wxv)] [p.(x7)]dd
- - , — | -V — | Iw(x, X,
£( ax2 [W(x y)] ) 12(1_\/2) Oy y y pz y
& 0o o Y| Lo
2 i 2 ]
Ox0y

4.2.2 Vastaglemezek:Mindlin-Reissner lemez vizsgalata

Az elmélet a nyirdsi alakvaltozdsokat figyelembe veszi. A terheletlen lemez kozépfeliletére
merGleges vonalak nem lesznek merdlegesek a terhelés hatasara az alakvaltozott szerkezetnél.

B) adxy) c) aixy)
wixy) i Y
T 7 4
g%y Z_lo |* x 0}; [w z
- ¥ n e — ¢y - 2

A Mindlin-Reissner-féle lemez elmozdulasai



d)

%
PAx.y}
Al y) AN XY
X ‘\y

A Mindlin-Reissner-féle lemez terhei

x= Tmy

i
3

A Mindlin-Reissner-féle lemez alakvaltozasanak szemléltetése

A Timoshenko gerenddhoz hasonléan itt is hasonléan adhatjuk meg az alakvaltozds komponenseket.



7] 7]
99x | 09x

. _ 99y = 99x ; =
miatt Ky(x, y) = par K. (xy) = 3y illetve ny(x, y) = > T o,

A nyirasi alakvaltozasok figyelembe vétele miatt:

y =a—w+(p (x,y) és ¥ =a—w—(ﬁ (x,»).
xz ax y yz ay X

r . _ 0Qy 0Py _ roor .
Tovabbd v,y (x,y,2) = —z—Ctz—==2zK,, (x,y) szamithato.

A mechanikai modell leirdsahoz szlikséges vektorok:

w(x,y) p.(x,y)
u=@.(x,y)|, p=|m(xy)
9,(x,y) my(x,y)
0o % o 2 o
oy Oy
0
0o 0 D o 0o 2
ox ox
0
O a(px _ (py O E _
ox dy ox Oy
_ - ow 0
e=|k, | =|— O L=1— 0
X ax (py 6x
’ a_w _(Px 0 i _1
Xy 8_)} ay
Ve
Y.




KOX

€ = KOy

KOx y

YOX z

Az anyagi merevségi matrix a ,feszliltségként” szerepl6 fajlagos nyomatékok és az alakvaltozdsok

B oAt

_YOyz |

oAt

OOO&“

m.(x,y)
m,(x,y)
m,,(x,y)
q..(x.y)
14, .(x.y) |

kozott teremt kapcsolatot, elemeinek értéke:

p.(x.y)
s P=lm(x,y) |,
m,(x,y)

Eh’ Eh’
T~ 2. VYo 2. 0 0
12(1-v*) 12(1-v*)
Eh’ Eh’
\Y > > 0
12(1-v*)  12(1-v*)
3
0 0 Gh
12
0 0 0 Gh
1,2
0 0 0 0

A potencialis energia fliggvénye végil is egyszer( behelyettesitéssel szamithato a .

(u) = % f (Lw)"D(Lu)av — j (Lu)"DeydV —
V 14

képlet alapjan.

%4

j uTpdV = stac!




5 Ritz modszer

Kozelitd megoldasat szamithatjuk az elmozdulés fliggvénynek.

Feltessziik, hogy az elmozdulas fiiggvény kozelithetd eldre ismert fliggvények (¢;) linearis
kombinéciojaval. Ezen fiiggvényekrdl megkoveteljiik, hogy elégitsék ki a peremfeltételeket.

lgy u=u, =Xk cio;

Ennélfogva az F (u) = % < Ru,Ru > —< p,u > = stac! felhasznalasaval a c-kre nézve egy

linearis egyenlet rendszert kapunk.

Azaz
< R4, Rp. > <Ry, Ry > 101
g—f = <R, Rp; > —
<R, Ry, > < R@,, Ry, >|Ln
< p! (pl >
= 0.
<D, Pn >

Roviditve Ac-b=0. Igy a;j =< R, Rp; > illetve by =<p,p; >

A fenti linedris egyenletrendszer megoldasaként kapott ¢ vektor felhasznalasaval az
elmozdulasok szamithatok, tovabblépve a geometriai egyenletek felhasznalasaval az
alakvaltozasok felirhatok, majd a belsd erdk kiszamithatok az anyagegyenletek segitségével.
Azaz

n

Un =zci§0i - &, = Lu, - 0, = D(g, — &).
i=1

5.1.1 1.Példa: Hatarozzuk meg az eltolédasfiiggvényt és a konzol végének lehajlasat.

1—56 P=illandd
w E=allandd
+ | *
e 2 3o, et dv .
A bazisfiiggvények: ¢, =x , @, = X .Mindkett6 teljesitia v :d— = 0 feltételeket
X

az x = 0 helyen.



Ritz kozelits fuggvénye:
2
v(x) = ch. 0, = ¢ X+ c, x .
i=1
Hagyomanyos lépésekkel (a szildrdsdgtanban tanultakkal) folytatva.
Helyettesitslik be a potencialis energia képletébe a kozelit6 fuggvényt:

d2 ! EII 5 ] , ,
II(c,c,)= 5 ‘[(dxzj dx — I')‘v p dx = 7_([(2cl+6czx) dx—z')‘p(clx +¢,x” )dx .

A muveletek elvégzése utan:
r A
I(v) = —(4lc1 +120°¢3 +12¢,0,0* ) — p(c, — +cz—)
A minimumfeltételbdl kovetkezben:
3

4
a_y- i(41c1+612c2)—i,metve a_y_ 1 —(12¢, +61%¢, ) - rL
ac, El 3 o, El 4

A két ismeretlenes egyenletrendszer megolddsa utdn az eredmények:

5I°p _pl

c = , C, :
24E1 12E1
A keresett lehajlds fliggvény:
2 3

pl* 5x . 0 pl*
- . Innen a konzolvég lehajldsa: v(l )= .
bl g lehajldsa: v(1) = ot

v(x)=

Osszehasonlitdsul a ,,pontos” megoldds:

pl* (6x2 _4x3 e B pl*

V(X = .
(x) 24E1 I* P I* 8EI

A Ritz-méddszer |épéseit kovetve nincs sziikség a potencidlis energia felirdsara.

. . . . d?
A Ritz-operator Euler-Bernoulli gerenda esetén: R = \/Elﬁ

lgy azy = EI (d “’1) dx = EI [} 22dx = 41EI,



l dZ dZ l
a1z = Elf < <p21>< (p22>dx = Elf 2 X 6xdx = 612EI
o \ dx dx 0

d*g,
dx?

2
ay, = EI fO’( ) dx = EI [(6x)%dx = 1213El,

] ! ! r ! ! It
Igy by = fo P dx = fo px?dx = PT' by = fo P2 dx = fo px3dx = PT’

5Pp
4] 6l /3 —
Bl T N Y = p |7 Amegoldas: || = | 248
6/~ 12/ ¢, 14 /4 ¢, _Ll
12E1
. s , pl4 sz 2x3
A kozelité megoldas v=v,(x)= _ .
° Y L B

Alakvaltozas és igénybevétel

d>v pl* 10 12x
7Y T AN

dv pl* 10 12x
M~M,(x)=Elx, = E[— = —— .
(%) 2 d<* 24EI I* P /




5.1.2 2.Példa: Hatarozzuk meg az elmozdulasfiiggvényt.

P8

2
EA . du
A feladathoz tartozé potencialis energia fliggvénye: H(u) = 7[ d_ dx — jp udx.
X

/ 1

A bazisfliggvények: 0, = X(l —X) , P, = x’ (l —x) .

Derivéltjaik: e _ [-2x, 49, =2Ix-3x" .
dx dx

Ennél a példandl nem az eddig alkalmazott ,hagyomdnyos” utat kovetjiik, hanem kozvetlenil a linearis
egyenletrendszer elemeit allitjuk eld:

{an an}{cl}_[
a21 a22 CZ

I ! 3
a, = (Rg,,Rp,) = EA[ (I" — 4x + 4x)dx = EA[lzx—2x2 +§x3} _ E;”
0 0
a,=EA[(2Px~ Tl +6x")dx = EA[zzxz e +§x4:| _EAL
) 37T T e
a, = EA[(4I'x" 12Ix’ +9x4)dx:EAE12x3 =3I’ +§x5} B 2?51] :
0 0

5

' x' l_al4
3 4 |

b =<czx,x(l—x)>=aj(lx2 —x3)dx=a{——— >

L ' x*7 al’
b = l Syt d = _— =—.
5 ajo.(x x")dx a{4 Sl 20



A teljes egyenletrendszer:

al

/3 1'/6 [*/12
EA “ =a . A megoldas: “ = 6E4
I'/6 2I°/15 || ¢, I*/20 c, a

6EA

A keresett eltolédasfiiggvény:

u(x)=6a7 (—x)+6E x*(l - x)—%.

A normalerd valtozasat is kiszamithatjuk ennek segitségével:

N(x)= EA%_ S -3x).

5.1.3 3.Példa: Hatarozzuk meg az el6bbi példa eltol6das- és normalerofiiggvényét
masféle bazisfiiggvény segitségével.

"1 = — gy(x)

?, (x)

A A

A potencialis energia fliggvénye természetesen ugyanaz. A bazisfliggvények:

3x [ 3x / 21 21
=—,ha x<— =2——,ha—<x<— =0, ha —<x,
=T 3P IR 3P 3
/ 3x / 21 3x 21
=0,hax<—,p,=—1+ —ha <x<—,0,=3——,ha—<x.
P 3P IR 377 1

a./ Oldjuk meg a példat ezekkel a bazisfiiggvényekkel a “hagyomanyos” |épések felhasznalasaval.

IT(u) =E7A{lj}(c 3+c ,0)° dx+2T3(c (- )+c —) dx + I (c, (——)) dx}

1/3 20/3



_a{lfxc 37xdx+2]./3x[c (2——)+c (— 1+—)}dx+ j xc (3——)dx}.

1/3 21/3

Az integralas utan:

EA(3) {cfé—k(c —2¢,c, +c) +c; é} a(c, (1/13)3—#01((2?[)2—(%)2)—

2\
af 2y ] el 2 1], el 2 3 -
_7{(3) (3)} 2{(3) (3)} {( 4 ()} {Z S )}
C, 3_2_13 :3EA I — 0 ﬁ_ -
_7[1 (3)}) ! ‘ 2 2 )"
:%(C —cc,+c)— aé—z(?)c +6¢,).

A minimumfeltételbdl:

a_H_%(zc —c))— al_ 0 O_H_%( —c +2¢,) - al—O.
oc, 9 oc, I 9
4al’ _ Sal’

Az eredmények: C, = . A kozelité elmozduldsfliiggvény:

81EA° > 81EA

u(x) = dal x axﬁl,u(x) Mh —<x<—,és
27EA 3 27EA 3 3
27EA 3

b./ Oldjuk meg ugyanezt a feladatot, ugyanezekkel a bazisfiggvényekkel, de most az egyenletrendszer
kozvetlen felirasaval!

a —EA(T( )dx+2f(——) dx+ [0%dy) = EA(— —)_—A
dy, =a, ,a,= =E Az]p (——)dX— _ﬁ,

1/3 l



b :37a [x*dx+a | (2x—3%)dx=?(é)3 +a{x2 —XT} =i,

1/3

2 3x’ ' 3x’ 31 7 1 3_1 19 [
b, = —Xx+—)dx+ 3x—""dx=a|-=(=)+—(=) |+al =5(=) —— (=)
p=a [ (x+mdvra | Gr-=0) [ ) 1(3)} {2 Y 1(3)}
2al’

= . Az egyenletrendszer:
3EA| 2 —1li|c¢ | al’ |l c, al’ |4
— = . Innen: = .

[ |-1 2 |c 9 |2 c 81EA|S

2 2

Erzékelhetd, hogy ez a megoldés lényegesen gyorsabb.

Szamitsuk ki a normaler6 fliggvényét is. Felhasznalva az el6bb mar felirt elmozdulasfliggvényt:

. 4
du al
N(x) =FA—=—-2-<1 }, a harom [/3 hosszlsagu tartomdnyra. Az abran felrajzoltuk a

dx 27
-5

normaler8abra kozelitését és a ,, pontos” megoldast is.

a=31=3

1 Nx) kozelités [ (121_7’]

1.5

f t N{(x) pontos [i]







