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Virtualis erorendszerek, virtualis
kiegészito munka fogalma, a
virtualis erok tétele.

Dr. Hortobagyi Zsolt

A kiegészit6 munka fogalma
AF eré

dW = u dF W = fudF
(F)

>
u, eltolodds

Elemi kiegészité munka: az elmozdulasnak az
iranyaba esd elemi erén végzett munkaja

Teljes kiegészité munka: az elemi kiegészité munkak
0sszege, erd szerinti integralja

W = Wiiiss + Wheiss

A belsd kiegészité munka

Belsd kiegészité munka: az alakvaltozasoknak a
feszultségeken végzett munkaja

Afesziiltség

Wbels(i = — f f ETdO' aVv
) \(o)

>
alakvdltozds

A kilsé kiegészité munka

Kulsé kiegészitd munka: az elmozdulasok er6kon,
nyomatékokon végzett munkaja

f: az Osszes kulsé koncentralt eré €s nyomatéek komponensei
qg: az 6sszes kiilso fellleti teher komponensei
e: az f tdmadaspontjainak elmozdulasai

AF oré Wkijlso
= ferf+f fquq dS+
() ) \(a)

u eltolddgs T+ f f u'dg | dv
V) \(®



A kilsé kiegészité munka
AF erd Statikus teher

Whiiss = 0

.-
e, eltoldodads

F‘E erd Tamasz eltolddas

Whiiss = Fétener

Cteher
e, eltolodas

A bels6 munka és kiegészit6 munka
linearisan rugalmas anyag esetén

1 2
Whotss = — f SEe2dV

2

)
Wyeiss = 11 2dy
£ bels6 = — fszﬁ

alakvdltozds ()

eszliltség 1

o1 Wheiss = — f SE(e - go)*dv

V)

— 11 2
Wheiss = — f [0150 + 5501 ] av
alakvd[fcl)zds V)

A virtualis er6rendszer

A virtualis erérendszer:
Egy altalunk tetsz6legesen felvett, differencidlisan kicsiny,
egyensulyi erérendszer.

6f, 6q, 8g, 6o

A virtualis eré-fesziiltség rendszer tulajdonsagai:
» altalunk vélasztott, igy semmi koze a szerkezetre hato
tényleges terhekhez
* Onmagaban egyensulyban legyen
pl. a tényleges erérendszer is ilyen

A virtudlis kiegészité munka W

A virtualis kiegészité munka:
A tényleges elmozdulasrendszernek egy virtualis
erérendszeren végzett kiegészité munkaja.

W = 6Wiiiss + 6Wheiss

IDEGEN MUNKA!

SWheiss = €7 Of + f u’8qds + f u’ g dv
) W)

6Wb9156 = — j- £T80' dVv
W)



A virtualis kiegészité munka - racsrudra

A virtudlis belsé kiegészité munka (§Wy,.;5 = — f(V) €780 dV) racsrudak
esetén:
* x:a hossztengely; y és z: keresztmetszeti féiranyok

Wperss = = J &x(X,y,2) 80y (x,y,2) dV =
V)
SS(x)
=—f€x(x)60x(x)Adx=—fsx( ) —— Adx =
) )

= —4§S f & (x) dx = —Al 6S
)

A virtualis kiegészité munka - gerendara

A virtudlis belsé kiegészité munka (§Wy,.;5 = — f(V) £'806 dV) gerenddk
esetén:

* x:a hossztengely; y és z: keresztmetszeti féiranyok
¢ ha csavards is van: korszimmetrikus keresztmetszet J

* anyiras hatasat elhanyagoljuk —
6Wb6156 = 'Z
= — f € (x) 8N, (x) dx — | Ky(x) 6M,,(x) dx —

Q3] €))

- [ @ 8M,dx [ Ke() Mg ()
) 0
Sikban: OWyerss = — f £, (x) 6N, (x) dx — j Ky (x) 8M,, (x) dx
O] (0 10

A virtualis kiegészité munka - gerendara

A virtudlis belsé kiegészité munka (W5 = — f(V) £'806 dV) gerenddk
esetén:

* x:ahossztengely; y és z: keresztmetszeti féiranyok

* hacsavaras is van: korszimmetrikus keresztmetszet ¥
* anyiras hatasat elhanyagoljuk —
Sikban: Y2

f &,(x) 6N, (x) dx — f Ky (x) My, (x) dx =
) ®
jﬁ 8N, (x) dx — fMy(x) 8M,, (x) dx

EA El
o) ) Y

5Wbelsé = -
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A virtualis er6k tétele

Egy elmozduldsrendszer akkor és csak akkor geometriailag
lehetséges, ha barmely virtualis er6rendszeren végzett
kiegészitd munkaja zérus.

* avizsgalt elmozduldsrendszer kompatibilitasanak sziikséges
és elégséges feltétele
* ha csak egy virtudlis er6rendszerre mutattuk ki, hogy
SW = 0:
még csak egy sziikséges feltételt vizsgaltunk;
- elégséges feltétel: minden virtualis erérendszerre W = 0
* aszerkezet anyaga: mindegy! [idegen munka]
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A virtualis er6k tétele

Alkalmazasa:

pl.
pl.

elméleti alap mds moddszerekhez
statikailag hatdarozott tartok elmozduldsainak szamitasa:

adott: a szerkezet és a terhek; keressiik: egy konkrét
elmozduldst

valasztunk egy virtudlis er6rendszert:

a virtualis ,teher”: a keresett elmozduldson végezzen
munkat
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A virtualis teher felvétele
A keresett elmozdulas A valasztott virtualis teher
Hekx 8F
v
AveCZ
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A virtualis teher felvétele

A keresett elmozdulas A valasztott virtualis teher

o

EEEEREERRE!

oM

| |
fP,\SP f&w
/I

A A 15

A virtualis teher felvétele

A keresett elmozdulas A valasztott virtualis teher
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A virtualis er6k tétele

W = §Wiiss + 6Wheiss = 0
N SWhitss = —Wheiss
OWiiiss: A virtualis kiilsé er6k munkaja a tényleges
hatasokbdl ébredd elmozdulasrendszeren
SWhe1ss: A virtudlis belss ersk (igénybevételek) munkaja a
tényleges hatasokbol ébredé alakvaltozasokon

_6Wbelsc”) =

=+ f Etényl (x) ON(x) dx + f Ktenyt (x) OM (x) dx
(x) (x)
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Két fliggvény szorzatintegralja
X1 X2
I I =X
OSP Atetsz
: ftetsz X9
| ] ftetSZ(x)flm(x) dx =
X
: ' Yy &
fﬁnleolv = Atetsz ﬁgglv
fh'n(x)
Az egyik fliggvény mindenképp linedris legyen végig az
integralandd tartomanyon, a masik fliggvény tetszéleges.
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Két fliggveny szorzatintegralja

— J- fltetSZ(x) flin(x) dx + f fztetSZ(x) flin(x) dx = Al 1Iin + Az lein

Xll X2
b~ N E&A Kfltemz[x) ftetSZ(x) —

A | i ftetsz W = fres7 (x) + 157 (x)

|
|

X1 | | X2
I : I X

f2n flin

fh’n{x)
J- ftetsz (x)flin(x) dx = J-(fltetSZ(x) + fztetsz (x))flm(x) dx
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Elmozduldasok szamitasa

Szampélda
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K6sz6nom a figyelmet!

Osszedllitotta: Dr. Hortobagyi Zsolt
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