Németh Robert: Tartok dinamikaja

oravazlat

1. A targy célja

A kotelez6 és ajanlott eldtanulmanyokbdl kiolvashatéan e targy hallgatdi mar otthonosan
mozognak a statika ¢és szilardsagtan fogalmai, feladatai kozott, ¢€s épitdmérndki
tanulmanyaikban is taljutottak mar a tartok statikdjanak vizsgalati modszerein. Utobbi
keretében taldlkoztak a hatdrozatlan tartok szadmitasara szolgalé erOmoddszerrel, és az
elmozdulasmodszerrel is, igy feltételezziik, hogy egy barmilyen teher hatdsara tetszdleges
alakvaltozast szenvedo tartd keresztmetszeti igénybevételeit, és a keresztmetszet pontjaiban
¢ébredd fesziiltségeket ki tudja szamitani. Az ezt megalapozo targyaknak kozos vonasa volt,
hogy a terheket statikusnak, vagy kvazi-statikusnak tételeztiik fel, igy mindig csak egyensulyi
egyenletekkel kellett dolgozni. Az egyensulyi helyzet osztadlyozéasara vezettiik be a stabilités
fogalmat, ¢€s azt mondtuk, hogy stabil egyensulyi helyzetben a szerkezetet barmilyen modon
kis mértékben kitéritve az visszafelé kezd el mozogni.

A dinamikai vizsgéalatok sordn a célunk az, hogy a szerkezet dinamikus hatasra kialakuld
elmozdulasait hatarozzuk meg, hiszen az elmozdulasok ismeretében az alakvaltozasokat,
igénybevételeket, fesziiltségeket mar a szokott modon szamithatjuk. A dinamikus hatasokat
két csoportra oszthatjuk:

* A stabil egyensulyi helyzetbdl Kkitéritett szerkezet a Kkitérités utan nincsen
egyensulyban, ezért Newton masodik torvénye alapjan gyorsuldsa lesz, ami miatt
idovel sebessége lesz, mellyel az egyensulyi helyzet felé halad. Abban a pillanatban,
amikor eléri az egyensulyi helyzetet, tipikusan még lesz valamilyen sebessége, ezért
tovabb mozog, immar az egyensulyi helyzett6l tdvolodva, de a sebessége csokken,
mig végiil egy pillanatra megall. A megallés pillanatdban azonban nincs egyensulyban,
ezért ismételten elkezd gyorsulni, majd sebessége lesz, €és jra athalad az egyensulyi
helyzeten, mieldtt megall, s.i.t. A kitéritett, majd magara hagyott szerkezetnek az oda-
vissza mozgasat szabadrezgésnek nevezziik.

* Amennyiben a szerkezetre idofiiggd teher hat, akkor a terhek valtozésa miatt a korabbi
pillanatban egyensulyi helyzetben levo szerkezet esetleg mar nem lesz egyensulyban.
Emiatt gyorsuldsa les, amibdl sebesség és elmozdulas szdrmazik. Ez az idéfliggd
elmozduléds az id6fiiggd erd hatdsara jon létre, az igy kialakuld mozgast gerjesztett
rezgésnek nevezziik.

A fentiek szerint rezgdmozgast végzo szerkezet viselkedésében még egy lényeges hatas van,
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amit elsésorban a szabadrezgés soran konnyli megfigyelni: a kitéritett szerkezet maximalis
kitérése az egymast kovetd oda-vissza mozgasok sordn fokozatosan csokken, mig végiil
eltinik. Ezt a jelenséget csillapitasnak nevezziik, és az oka egy olyan csillapitoerd, amely
mindig az éppen aktualis sebesség iranyaval ellentétesen mutat (allando, vagy sebességfliggd
nagysaggal). Ilyen csillapitéerd szdrmazhat surlodasbol, illetve kozegellenallasbol. Attol
fliggden, hogy ezt a hatast figyelembe vessziik, vagy elhanyagoljuk, beszélhetiink csillapitott

€s csillapitatlan rezgésrol.

1.1. Szabadsagfok

Egy szerkezet altalaban valamilyen folytonos tartomanyat foglalja el a térnek. Ennek a
tartomanynak valamennyi pontjanak az elmozdulésait fiiggvényszertien felirhatnank. Ezek a
fliggvények a szerkezet tartomanyan beliil folytonosan valtoznanak, ha ezeket a fiiggvényeket
akarndnk meghatarozni, ugy a kontinuum elmozdulasfiiggvényeit kellene meghataroznunk. A
mérnoki gyakorlatban altaldban nincsen sziikség az Osszes pont elmozduldsara, helyette
megelégsziink egy olyan modellel, amelyben néhany kitiintetett pont elmozdulasat ismerjiik,
majd a szerkezet tobbi részének viselkedésére ezekbdl az elmozduldsokbdl kovetkeztetiink.
Azokat a skalar elmozduldsokat, amelyek a szerkezet elmozdulésait az altalunk modellezett
helyzetben meghatarozzak, a modell szabadsagfokainak nevezzik. A modellre a
szabadsagfokok szamaval hivatkozunk, beszélhetiink egy szabadsagfoku, két szabadsagfoku
stb. modellrdl. A kezelés szempontjabol meg fogjuk kiilonbdztetni az egyszabadsagfoku és a

tobbszabadsagfoku modelleket.

2. Egyszabadsagfoku szerkezetek rezgései

Az egyszabadsagfoku szerkezetek egy egyszeriisitett modellre vezetjiik vissza. Ez egy
tomegpontbol all, amit egy rugdval és egy csillapitdé elemmel rogzitiink a falhoz. A modell
szabadsagfoka a tomegpont eltolédasa az egyensulyi helyzethez képest. A rugo6 jelképezi a
szerkezetbdl szarmazd rugalmas visszatéritd erdt, mig a csillapitd elem a csillapitast. A
modell folytonos szerkezetbdl vald szarmaztatasakor az alabbiak szerint jarhatunk el.

A tomeg (m) esetén az egyik lehet6ség, hogy a szabadsagfok helyén egy olyan, nagy tomegii
test talalhato (példaul egy gép), amelyhez képest a szerkezet tomege elhanyagolhat6. Ilyenkor
a modell tdmege a szabadsagfokra juté tomeg. Ha a folytonos szerkezet tomege nem
elhanyagolhato, akkor annak teljes tomege helyett csak egy helyettesitd tomeget kell
figyelembe venni. A helyettesito tomeg szamitasanal figyelembe vessziikk, hogy a

megtamasztasok kozelében levé pontok elmozdulasai és gyorsuldsai kisebbek. Egy
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kéttamasza tartd kozepére helyezett szabadsagfok esetén a szabadsagfoktol jobbra és balra
levé szakaszok tomegeinek felét-felét rendre a szakaszok végpontjaiba athelyezve a teljes
tomeg két negyede a tamaszok folé keriil (és igy nem mozog) két negyede pedig a
szabadsagfok folé kertil, azaz a helyettesitd tomeg a teljes tomeg fele. (A szakaszokra bontas
¢s a tomeg szakaszonkénti felezése helyett mechanikailag pontosabb modellel a teljes tomeg
17/35-6d része adédik a helyettesité tomegre.) Egy konzol esetén a befogas kdrnyezetében
még kisebb eltolodasok keletkeznek, ezért a konzol végére koncentralt szabadsagfok esetén a
helyettesitd tomeg a konzol tdémegének csupan egyharmada.

A rugét a merevségével jellemezziik, azaz azzal a fliggvénnyel, amelyik megadja, hogy adott
kitérés esetén mekkora visszatéritd eré adodik at a szabadsagi fokra. Linedrisan rugalmas
szerkezetek esetén linedris rugdval jellemezhetd mindez, igy az elmozdulas és az erd kozott
lineéris kapcsolat all fenn, az ardnyossagi tényez6 a rugomerevség (k). Folytonos szerkezeten
a helyettesité rugomerevség szamitdsa jelentés alapjan torténhet: a szabadsagfokra az
ismeretlen k nagysagu erdt mitkddtetjiik és abbol kifejezziik a reakciokat, igénybevételeket, és
végiill a szabadsagi fok elmozdulasat. A rugémerevség definicidja alapjan ennek a
kifejezésnek (melyben a rugoémerevséget egy skalarral szorozzuk) az értéke egységnyi
(dimenziotlan), mely egyenletet felirva és a rugdmerevségre megoldva kapjuk az eredményt.
Fenti eljaras hatranya, hogy a szamitas soran végig kell vinniink az ismeretlen k paramétert.
Ezt elkeriilhetjiik, ha a helyettesitd rugdmerevséget a reciproka és annak jelentése alapjan
szamoljuk. Ez a mennyiség a rugd hajlékonysaga, vagy engedékenysége, jele f, és azt fejezi
ki, hogy egy, a szabadsagfokra hatd egységnyi erd hatdsara mekkora lesz a szabadsagfok
elmozdulasa. A szamitasa a mechanikabol mar ismert modon torténik, felhivjuk azonban a
figyelmet, hogy mivel csak egyetlen pont elmozdulasat kell szamitani, ezért célszerii lehet a
virtualis erdk tételét alkalmazni, ahol rdadasul a virtudlis erérendszert a szabadsagfokra hatod
egységerd hatdrozza meg, ami ugyanaz az erdrendszer, mint amibdl az elmozdulast
szamoljuk. A hajlékonysag ismeretében a rugémerevséget a reciprokkal képezziik, azaz k=1/f.
Sorba, illetve parhuzamosan kapcsolt rugdk esetén rendre az erdk, illetve az elmozduldsok
lesznek azonosak az egyes rugokban, mig az erdket, illetve az elmozduldsokat
Osszegezhetjiik, igy ilyenkor a helyettesitd rugénak rendre a hajlékonysagat, illetve a
merevségét kaphatjuk meg az alkotd rugdk hajlékonysagéanak, illetve merevségének
Osszegzéseével.

A csillapitast e targy keretében csak sebességgel ardnyos csillapitasként fogjuk kezelni.
Ennek egyszerli modellje egy viszkozus folyadékkal teli henger, melyben egy dugattyu
mozog, a dugattyu altal kifejtett er6 mindig a mozgéssal ellenkez6 iranyu lesz, nagysaga a

sebességgel aranyos, az aranyossagi tényezot a ¢ értékkel jeloljiik. Megemlitjiik, hogy egy
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masik tipikus csillapitds a surloddasbol szarmazik. A mozgd testre hatd surlodési erd nagysaga

azonban allando, iranya pedig a mozgés irdnyaval ellentétes.

2.1. A rezgés differencialegyenlete
A mozgas egyenletét egy tetszéleges pillanatban elkiilonitett tdmegpontra irhatjuk fel. A testre
haté erdk irdnya az Oket meghataroz6 mennyiség eldjelétdl fiigg, mindegyiket pozitiv
feltételezéssel vessziik fel. Newton masodik torvénye szerint:

qlt)=f,(t)=f(t)=m-at)
ahol q(t) az m tSmegl testre hato gerjesztéerd, f,(t) arugordl a testre atadodo erd, f(t)
a csillapitod elembdl a testre adodé erd, a(t) a test gyorsulasa. A rugd linearis, a megnytlasa
x(t), igy f.(t)=k-x(t). A csillapitd elem is linearis, a megnytlas sebessége x(t), igy
f(t)=c-x(t) . A figgvény folotti ponttal az id6 szerinti derivalast jelezziik. A test gyorsulésa
az elmozdulas id§ szerinti masodik derivaltja, azaz a(t)=x(t). Fentieket behelyettesitve a
mozgasegyenletbe és az ismeretlen fiiggvényeket egy oldalra rendezve kapjuk a mozgas
differencidlegyenletét:

mx(t)+cx(t)+kx(t)=q(t).
Ez tehat az altalanos erdvel gerjesztett csillapitott egyszabadsagfokt szerkezet rezgésének
differencialegyenlete. A differencidlegyenlet kozonséges, masodrendii, linearis, allando
egyiitthatoju, inhomogén. (Tessék végiggondolni, melyik jelz6t mivel érdemelte ki.)
Ha nincsen csillapitas, akkor a csillapitasnak megfeleld tag kimarad a fenti egyenletbdl
(mintha ¢=0 -t helyettesitenénk be), azaz

mx(t)+kx(t)=q(t)
lesz az altalanos erdvel gerjesztett csillapitatlan szerkezet mozgasanak differencidlegyenlete
(a korabbi jelzOkon kiviil ez hianyos is lesz).
Ha nincs gerjesztés, akkor az annak megfeleld tag marad ki (a q=0 behelyettesitéssel), azaz
a csillapitott rendszer szabadrezgésének differencidlegyenlete

mx(t)+cx(t)+kx(t)=0
lesz. (A kiindulésihoz képest ez egy homogén egyenlet, nem inhomogén.)
Végiill ha sem csillapitas, sem gerjesztés nincs, akkor a csillapitatlan szabadrezgés
differencialegyenletét kapjuk:

mx(t)+kx(t)=0.
(Ez egyidejlileg homogén €s hidnyos.)
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2.2. Gsillapitatlan szabadrezgés megoldasa

Keressilk az mx(t)+kx(t)=0 differencialegyenlet ditaldnos megoldasat, illetve bizonyos
kezdeti feltételeket kielégité megolddsat. (Az x(t)=0 wun. trividlis megoldas nem érdekel
minket, mert ahhoz nem tartozik mozgas, és a kezdeti feltételeket sem biztos, hogy ki lehet
vele elégiteni.)

Az altalanos megoldas a differencialegyenletekbdl tanult médon kaphaté egy exponencialis
fliggvény feltételezésével. A kapott két képzetes szdmbol képzett megoldasnak az Euler-
formulaval torténd atalakitdsa utdn a megoldas harmonikus fiiggvényként irhato fel:

x(t)=A-cos(wyt)+Bsin(wyt) ,
ahol w,= \/E a szerkezet sajatkorfrekvenciaja, mértékegysége rad/s.
m

Az A és B paramétereket a kezdeti feltételek fliggvényében hatirozhatjuk meg. Ha az
egyszerliség kedvéért a t=0 pillanatban irjuk el6 az X, elmozduldst és Vv, kezdeti
sebességet, akkor a két feltétel x(0)=x, és x(0)=v, lesz. Az 4&ltalanos megoldas
fliggvényét és annak els6 derivaltjat ( X (t)=— wyAsin (wyt)+w,Bcos(wyt) ) behelyettesitjiik
a kezdeti feltételekbe, igy a paraméterekre két egyenletet kapunk:

Xo=A-1+B-0 ¢s vy=—w,"A-0+w,-B-1

. , . \% , , ,
aminek a megoldasa az A=Xx;, és B:w—0 lesz. Ezeket felhaszndlva az daltalanos
0

megoldasban az x (O)ZXO és X (0): v, kezdeti feltételeket kielégité megoldas:
v

x(t)=x, cos(wot)+w(:) sin(w,t) -
A test mozgésanak ismeretében a rugdban €bredd, vagy a rugalmas szerkezetre atadodo erdt is
meg tudjuk hatarozni az f,(t)=kx(t) feltételb6l. Az altalanos megoldas esetén ez:

f.(t)=k-Acos(wyt)+k-Bsin(m,t) .
Ennek az erének minket elsésorban a maximuma érdekel. Konnyii belatni, hogy ez a feladat
az x(t) fliggvény maximuménak a keresésére vezetddik vissza. Ennek egyik lehetséges ttja,
ha a szélséérték matematikai jelentésébol indulunk ki, és az elsé derivalt zérushelyét

keressik. Az  x(t)=—w,Asin(wyt)+w,Bcos(wyt)=0  feltételbdl akkor lesz az

. . A
elmozdulasnak szélséértéke, ha Asin(wyt)=Bsin(wyt), azaz tan(ooot)=§_ Az igy

meghatarozott ¢ idOpillanatban kell kiszdmitanunk az elmozdulést, ami vagy a legnagyobb,
vagy a legkisebb lesz, a kettd csak eldjelben tér el egymastol.
Fenti szélsoértékszamitas egyszeriibben elvégezhetd, ha a két, azonos frekvenciaju fiiggvény

Osszegét egyetlen harmonikus fliggvényként irjuk fel:
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x(t)=C cos(wyt— ) ,
ahol C a rezgés amplitadoja, Po pedig a kezdeti fazisszoge. Ekkor a legnagyobb Kkitérés
természetesen C abszolutértékével lesz egyenld, hiszen a harmonikus tag csak egy -1 és +1
kozotti értékkel szorozza azt. A fenti fiiggvényt a cos(o—p)=cos(a)cos(p)+sin(o)sin(p)
trigonometrikus azonossaggal atirhatjuk

x(t)=C cos(q,) cos(myt )+ Csin(q)sin(w,t)
alakra, amibd6l kiolvashatd, hogy a két feliras akkor azonos, ha A=C cos(q,) és

B=Csin(g,). Ekkor azonban C?’=A’+B> adddik, vagyis az altalanos megoldasbol a

legnagyobb kitérés xmaX=|C|=\/m lesz. Ennek a felirdsnak az az elénye is megvan,
hogy a sebesség €s a gyorsulas is hasonld alaku lesz:

x(t)=—w,Csin(wyt—@y) és X(t)=—w;C cos(wet—qy) ,
amibOl a legnagyobb sebesség és gyorsulas is konnyen kiolvashato (rendre yX,, és
D0 Ximax )-
A sajatkorfrekvencia elnevezésben a kor tag egy kormozgasra utal, akarcsak a
sajatkorfrekvencia jelében az omega szimbolum. Ezt utdbbin keresztil tudjuk
megmagyarazni: egy, az xy -sikban o szogsebességgel forgd merev korongon barmely pont
egy kormozgast végez, amely kormozgas x-koordinataja megfelel egy harmonikus
rezgdmozgasnak. (A pont helyzetét célszerli poldris koordinatarendszerben felirni az id6
fliggvényében, majd abbol kifejezni az x(t) -t, igy konnyen belathato fenti allitas.) Ennek
értelmében a sajatkorfrekvencia fizikai jelentése az egységnyi i1d6 alatt bekovetkezd
szogelfordulés radianban.
A kormozgéashoz kapcsolddoan a sajatkorfekvencia mellett két masik, vele azonos tartalmu
mennyiséggel jellemezhetjiik a rezgést. A sajatfrekvencia az egységnyi id0 alatt megtett teljes
rezgések szama, jele n,, mértékegysége Hz [Hertz]. A periodusido az egy teljes rezgés

megtételéhez sziikséges id6, jele T,, mértékegysége s. A harom jellemz6 kozott 1évo

W 1 _2m
— cilletve To=—=7, .

Nna=
kapcsolat Mo oy n,

A sajatfrekvencia kozelitéleg is meghatarozhatd, ha ismerjiik a szabadsagfok oénsuly hatdsara

bekovetkezd elmozduldsat. Az Onsuly a tomeg és a gravitacids gyorsulds szorzata, igy a

m . , , cp " _m
kérdéses elmozdulas eo=—g lenne, amibdl a rugomerevség kifejezheto: k——g. Ezt

k e,
. S o mgle, g . . ., .,
felhasznalva a sajatkorfrekvencia képletében w,=———=4/-> adodik, a sajatfrekvencira
m e,
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pedig HOZ%. Ha a tavolsdgokat cm-ben helyettesitjiik be, akkor a g=981cm/s -t
0

4.985 5
felhasznalva no:\/—; addodik. Ezt Mp™ f alakban kozelitve a kerekités miatti hiba 3 %o
0 0

nagysagu, ami az egy¢éb bemeneti paraméterek bizonytalansaganal kisebb igy a gyakorlatban
megfeleld kozelités lehet, fontos azonban, hogy a képletben az €, onsuly miatti elmozdulast

centiméterben kell behelyettesiteni.

2.3. Csillapitott szabadrezgés megoldasa

Keressik az mx(t)+cx(t)+kx(t)=0 differencidlegyenlet dltalinos megolddsat, illetve
bizonyos kezdeti feltételeket kielégité megoldasat. (Az x(t)=0 un. trividlis megoldas most
sem ¢érdekel minket, mert ahhoz nem tartozik mozgés, és a kezdeti feltételeket sem biztos,
hogy ki lehet vele elégiteni.)

Az altalanos megoldas a differencialegyenletekbdl tanult modon kaphato egy exponencialis
figgvény feltételezésével. Eredményiil a A°+20A+w;=0 masodfoki egyenletet kapjuk,
ahol 20=c/m a csillapitas egy fajlagos mérészama, @0 pedig a csillapitatlan rezgésbdl
ismert vk/m . A csillapitas mértékétdl fiiggben a masodfokli egyenlet megoldasa lehet két
valos szam, egy valos szdm, vagy két komplex szam. Ezeket kiilon-kiilon tekintjiik at:

2.3.1. Nagy csillapitas

Nagy csillapitasrol akkor beszéliink, ha ¢>2+k-m , illetve @>®o . Ekkor a két exponenciélis

kitevé két negativ szam A ,=—o=+1o’—w;, az elmozdulds pedig két, negativ kitevéji

exponencialis fiiggvény: x(t)=d,e™ +d,e™", ahol d; és d, akezdeti feltételektol fiiggd két
paraméter. A kezdeti értékektol fiiggetleniil a mozgas olyan, hogy a kitérités és elengedés utan
a test legfeljebb egyszer athalad az egyensulyi helyzeten (ahol x=0), majd a tuloldali
maximalis kitérés utan aszimptotikusan tart az egyensulyi helyzet felé. Tényleges oda-vissza

mozgas, azaz rezgés nem alakul ki.

2.3.2. Kritikus csillapitds

Kritikus csillapitasrol akkor beszéliink, ha c¢=2 JVk-m=c,,, illetve @=®=0Q; . Ekkor a
megoldas egy kétszeres gyok negativ szdam A=—Q . Az elmozdulds emiatt nem csak az
exponencialis fiiggvény lesz, hanem x(t)=d,e”'+d,te’" alaka, ahol d, és d, a kezdeti
feltételektdl fliggd két paraméter. A kezdeti értékektdl fiiggetleniil a mozgas jellege a nagy

csillapitasnal tapasztaltakhoz hasonlo, tényleges oda-vissza mozgas, azaz rezgés nem alakul

ki.
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2.3.3. Kis csillapitas

Kis csillapitasrol akkor beszélink, ha c<2vk-m, azaz c<c,, illetve @<Qy . Az ilyen
csillapitast szokas a kritikus csillapitas hanyadaban is megadni a 0 és 1 kozotti € csillapitasi
hanyaddal: c¢=Ec,, (és ekkor @=Ew;). Ilyenkor a megoldas két komplex kitevéjii és
komplex szorzdju exponencidlis fiiggvény valds Osszege. Az exponencidlis fliggvények
kitevoit valos és képzetes részre bontva némi atalakitds utan a kis csillapitasu rendszer
szabadrezgésének dltalanos megoldasa:

x(t)= e_Qt(Acos(oo;t)+B sin (oo;t))z e7§°’°t(A cos(oo;t)+Bsin(m;t)) ,

ahol 4 és B a kezdeti értékektdl fiiggd paraméterek, w, pedig a csillapitott

sajatkorfrekvencia. Utdbbit kifejezhetjiik a csillapitatlan sajatkorfrekvencia és a csillapitas

kiilonbdz6 mérészamai segitségével: w,= \/ws—szwo\/ 1-g°.

A megoldas altalanos alakja tehat egy negativ kitevdjli (az iddben exponencidlisan lecsengo)
¢s egy harmonikus fliggvény szorzata. Utobbi amplitiddja nem valtozik, igy a kitérések
maximumait az 1d6 soran az exponencialis lecsengés fokozatosan csokkenti. A harmonikus
figgvényrész  csillapitott  sajatkorfrekvencidjabdl — szarmaztathatjuk a  csillapitott
sajatfrekvenciat ny=w,/(27) és a csillapitott rezgés periodusidejét T,=2m/w, . Lathato,
hogy wy<w,, igy T,>T,, azaz a csillapitott rezgés periédusideje nagyobb, mint a
csillapitatlan rezgésé lenne.

Nézziik meg két olyan kitérés hanyadosat, amelyek egymashoz képest T, idékiilonbséggel
alakulnak ki. Az egy csillapitott periddusidonyi kiilonbség miatt a harmonikus

fliggvényrészek azonos helyzetben lesznek, igy a hanyados egyszeriisitheto:

x(t) e_Qt'(A'COS((D;t)+B-sin((»St)) oot 1
- = =——=e¢

T,
x(t+T,) e‘g(“TE).(A-cos(w;(t+T;))+B-sin(w;(t+T;))) e el el '

Mint latszik, a hadnyados értéke fliggetlen a kivalasztott ¢ id6 értékétdl, csak a csillapitott
rendszer jellemzdit tartalmazza, igy alkalmas a csillapitas jellemzésére. A gyakorlatban e
hanyadosnak a természetes alapt logaritmusat hasznaljuk, ami a kitevével egyezik meg:

2n _ 2m§
mo\/1—§2_ \/1—22

A csillapitdas fenti & mérOszamat logaritmikus dekrementumnak nevezziik. Gyakorlati

o x(t)
Y= )

=eT =Ew,
jelentdsége, hogy a szerkezet kitéritése, majd elengedése utdn a kialakuld rezgésben az
egymds kovetd kitérési maximumokbol (amik viszonylag konnyen mérhetdk) a teljes
szerkezet helyettesito csillapitasara kovetkeztethetiink.

Epitdmérmoki szerkezetekben hasznalt anyagok esetén raadasul a csillapitas gyakran csak az
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anyag bels6 surlodasabol szarmazik, kiilon csillapitoé elemet nem épitenek be. Ilyenkor az tn.

szerkezeti csillapitids & értéke 0,1 nagysagrend. Ekkora csillapitds esetén a logaritmikus

dekrementum képletében a 1—£* tag 1-gyel kozelithetd, igy ilyenkor $~2mn§.

2.4. Harmonikus erével gerjesztett rendszer rezgése

2.4.1. A harmonikus gerjesztés eredete

Amennyiben valamilyen gép allandé ® szogsebességgel forgd mozgast végez, ugy az a
célszerii, ha a forgd tomeg tomegkodzéppontja a forgas tengelyére esik. Ha nem igy torténik,
akkor a tomegkozéppont egy korpalyan mozog, igy egy allandd nagysagu, a kormozgas
kozepe felé mutatd gyorsuldsa kell legyen. A gyorsulas azzal jar, hogy a forgd testre hatd erék
ereddjének is egy ilyen erdnek kell lennie. Ez az erd az aldtdmaszto szerkezetrdl adodik at a
gépre, a hatas-ellenhatas torvénye alapjan pedig a szerkezetre egy alland6 nagysagu, de korbe
forg6 iranyu erd hat. Ennek a korbe forgo erdnek a szabadsagfok iranyu vetiilete a kormozgas

miatt egy harmonikus fiiggvény szerint valtozik, amit egy amplitid6 és egy harmonikus tag

szorzataként allitunk elo q( t)=q, Cos(w t) alakban.

2.4.2. Harmonikus erovel gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgése

Keressiikk az m)'é(t)+kx(t)=qocos(0)t ) differencialegyenlet dltalanos megoldasat. Az
inhomogén differencidlegyenlet altalanos megolddsa mindig az egyenlet egy partikularis
megoldasa és a kiegészitd egyenlet altalanos megoldasanak az Osszegeként allithatd eld:
x(t):xg(t)+xhom(t) .

A kiegészitd egyenletet ugy kapjuk, ha az egyenlet jobb oldaldra nullat irunk. Ezzel a
homogén differencidlegyenletet kapjuk vissza, melynek a szabadrezgésbdl mar ismerjiik az
altaldnos megoldasat, azaz Xuon(t)=A-cos(wyt)+Bsin(w,t) .

Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasa tartalmazza a gerjesztésre adott valaszt, ez az
oka az elsd tag g indexének. A partikuldris megoldast a gerjesztéssel azonos id6fliggd alakban
keressiik: Xg(t)zxgo cos(wt). Ezt és ennek masodik derivaltjat behelyettesitve a

differencidlegyenletbe annak minden ¢ pillanatban teljesiilnie kell, ezért egyszeriisithetiink

o
k—w’m’

cos(wt) -vel: x,(k—m’m)=q,, amibsl az amplitido altalaban kifejezheté: x ,=
g q g

A nevezdbdl szokis még kiemelni a £ rugémerevséget, majd az m/k hanyadost kifejezni a

sajatkorfrekvencia segitségével. Igy a partikularis megoldas alakja:
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A fenti fiiggvény hdrom tag szorzata: a q,/k hanyados azt adja meg, hogy a gerjesztés
amplitadojat statikusan alkalmazva mekkora X, statikus elmozdulas keletkezik a rugdban.
Az id6fiiggd cos(wt) tag azonos a gerjesztderd idéfiiggésével (ha azt szinuszos, vagy
fazisszoget tartalmazo alakban adnank meg, ugy a vélasz idéfliggése is annak megfeleléen
valtozna). A kozépsé szorzdtényez0 a dinamikus hatast fejezi ki, értékét a gerjesztés
frekvenciajanak és a sajatfrekvencidnak az aranya hatarozza meg. Kis gerjesztéfrekvencia
(w<wy) mellett egy egynél nagyobb (pozitiv) szam lesz az eredmény: a kialakuld rezgés
amplituddja ennyiszerese lesz a statikus elmozdulasnak, az elmozdulas azonos eldjelii lesz a
gerjesztéssel, azaz a test a gerjesztéssel azonos fazisban rezeg. Nagy gerjesztéfrekvencia

(0>wy) mellett az eredmény egy negativ szam lesz, azaz az elmozdulas ellenkez6 elSjelit

lesz, mint a gerjesztés, a test a gerjesztéssel ellenfizisban rezeg, és kellden nagy (w>+v2w,)
gerjesztderd-frekvencia esetén az amplitidd mindig kisebb lesz, mint a statikus elmozdulas.
Fenti gondolatmenet aldl kivételt képez, ha @=®o . Ekkor a k —w’m taggal nem oszthatunk,
hiszen az nulla lenne, ezért a partikularis megoldast xg(t):xgotcos(wt) alakban kellene
keresniink. Ez a fiiggvény viszont egyre nagyobb, minden hataron til ndvekvd amplitadoj
rezgéseket ir le. Ezt a jelenséget rezonancianak nevezziik és lehetdleg keriiljiik, hiszen a
végtelenbe tartd elmozdulasokhoz végtelenbe tartd igénybevételek tartoznanak, ami a
valdsagban persze nem kdvetkezik be, mert mar elébb tonkremegy a szerkezet.

A teljes megoldas alakja:

x(t):% 1 ~cos(ot)+Acos(m,t)+Bsin(w,t)
1-£ ’

ahol 4 és B a kezdeti értékek fiiggvényében meghatarozandd paraméterek (most tipikusan

nem X, és Vy/w,. Figyeljiik meg, hogy a gerjesztésbél szarmazé tag harmonikus

fliggvényében a gerjesztéerd korfrekvencidja szerepel, mig a szabadrezgésbdl szdrmazd tagok

harmonikus fliggvényeiben a sajatkorfrekvencia szerepel.

Bar csillapitatlan rendszerrdl beszéliink, a fenti megoldasra tekinthetiink ugy, hogy a kezdeti

feltételek miatti tagok valamilyen zavar, vagy csillapit6 hatds kovetkeztében hosszitavon nem

jatszanak jelentds szerepet a szerkezet mozgasaban. Ha kell6en sok ideig varunk, akkor mar

csak a partikuldris megoldast latjuk, ami miatt ezt a rezgésrészt dllandosult rezgésrésznek is

nevezzik, azaz:
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Xdll<t):% ! QCOS((Dt)

Ha csak az allanddsult rezgésrészt nézziik, akkor annak elegendd csak az amplitidojaval
foglalkoznunk, hiszen ugyis tudjuk, hogy annak az értéknek a +1 és -1-szeresét is felveszi a
fliggvény. Emiatt nem foglalkozunk a harmonikus taggal és a dinamikus hatast kifejez6
tagnak is csak az abszolutértékére lesz sziikségiink. Ezt az abszolutértéket Y -vel jeldljiik és

rezonanciatényezonek nevezziik. Az allandosult rezgésrész amplitidoja tehat:

B 1

Fentiek természetesen csak hosszan tartd harmonikus gerjesztés esetére igazak, bar a
gerjesztésbdl szarmazo hatas {6 karakterisztikdjara lokalisan mar ennyibdl is
kovetkeztethetlink. Ha példaul egy szivattyut nagy frekvencian kivanunk tizemeltetni, hogy a
rezonanciatényezd alacsony legyen, akkor meg kell birkéznunk azzal a feladattal, hogy a
szivattyl inditasakor ¢és leallitdsakor egy ideig a rezonancia kozeli allapotban forog a motor.
Ha ez az id6tartam sokaig tart, akkor van id6 a nagy amplitidok kialakulasara, amire a
szerkezetet kell méretezni. Ha viszont gyorsan inditjuk be, illetve allitjuk le a gépet, akkor a
hirtelen meginduld, illetve megalld viztdomeg csOrendszerre gyakorolt hatdsaval kell
szamolnunk.

Ha a rezonancidhoz kozeli allapotban vagyunk, akkor egy tovabbi jelenséget figyelhetiink
meg (a teljes megoldast, tehat a tranziens részt is figyelembe véve). Ha a kezdeti feltételek
miatt a sajatrezgésb6l szarmazod tag is jelen van, ugy a két, kozel azonos frekvencidju
harmonikus rezgés Osszegeként eldallitott elmozduléstiiggvény atirhatd két olyan harmonikus
fliggvény szorzatavd, ahol az egyik tagot az atlagos frekvencia jellemzi, a masikat pedig a
kiilonbségek altal meghatarozott alacsony frekvencia. Az eredmény tehat egy lassan valtozo
hatarok kozott gyorsan valtozo hullam, idénként kis, majd nagy amplitudoval. E jelenség

neve lebegés.

2.4.3. Harmonikus erovel gerjesztett csillapitott rendszer rezgése

Keressiik az mx(t)+cx(t)+kx(t)=qycos(wt) differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat.
Az inhomogén differencidlegyenlet altalanos megolddsa mindig az egyenlet egy partikuldris
megoldasa és a kiegészité egyenlet altalanos megoldasanak az Osszegeként allithato eld:
x(t)zxg(t)+xhom(t) .

A kiegészitd egyenletet gy kapjuk, ha az egyenlet jobb oldaldra nullat irunk. Ezzel a
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homogén differencidlegyenletet kapjuk vissza, melynek a szabadrezgésbdl mar ismerjiik az
altalanos megoldasat, azaz xhom(t):e_gt(A Cos(u);t)+Bsin(u);t)) .

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa tartalmazza a gerjesztésre adott valaszt, ez az
oka az els0 tag g indexének. A partikularis megoldast a gerjesztéshez hasonld 1dofiiggd
alakban keressiik, de egy %o fazisszoget is figyelembe vesziink (ennyivel késik a rendszer
valasza a gerjesztéshez képest): xg(t)zxgocos(oot—cpo) . A feltételezett megoldast, annak
elsé és masodik derivaltjait a differencidlegyenletbe beirva és a trigonometrikus fliggvények
kiilonbségekre vonatkozd azonossagait felhasznalva az egyenlet atirhatd egy sin(wt) -tol és
egy cos(mt)-tdl fiiggd tag Osszegévé. Mivel az Gsszegnek minden pillanatban nullat kell

adnia, ezért a harmonikus fliggvények szorzotényezoi két feltételt fejeznek ki X, -ra és %o -

cw
ra. Az egyikbOl a faziskésés fejezhetd ki: tan %zﬁ, a masikbdl pedig a valasz
o

qo
\/(k—m-w2)2+[cw)2

amplituddja: X 0= . A csillapitast a kritikus csillapitas hanyadéban

kifejezve a partikularis megoldas most is egy statikus eltolddas, egy id6fiiggd harmonikus tag

¢€s egy rezonanciatényezd szorzataként adodik:

o 1 2%%
x,(t)=—> cos | wt—atan :
k 0)2 2 2(1)2 1_&

1——2 +4§ - (1)2

Wy Wo 0

Fenti fliggvény egyben az allandosult rezgésrész. Ebben a felirdsban a fazisszog tartalmazza
az azonos, illetve az ellenfdzishoz képesti eltérést, ezért a kozépsd tényezd lehet mindig

pozitiv. A teljes megoldashoz a fentihez még hozza kell adni a szabadrezgésbdl szdrmazo

tagot:
288
x(t):% 12 cos wt—arctg—wg +ei§m°t’(A-cos(m;t)+B‘sin((x);t))
L0 g2 1-25
(s o

Az xd“(t):xg(t) allandosult rezgésrész amplitiddja most is X;=X, W, ahol X,=q,/k a

statikus eltolodés a gerjesztés amplitidojabol, mig a rezonanciatényezd a csillapitas miatt:
1

Vizsgaljuk meg a csillapitas hatasat a fenti rezonanciatényezére. A csillapitas nélkiili (£=0)

\Ll‘
w z(l)

Wy

W

esethez képest barmilyen kicsiny csillapitas ndvelni fogja a nevezo6t, tehat csokkenteni fogja a
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rezonanciatényezét. Ez a hatds leginkdbb a rezonancia (emlékeztet6il: w=w,)
kornyezetében jelentds, ott akar a végtelen nagysagu tényezobdl is véges nagysagu lesz. A
rezonanciatényez6 maximuma egy <@y gerjesztderd-korfrekvencianal 1ép fel, de ha € <1
, akkor ez kozelitbleg megegyezik az ©=®o rezonancidhoz tartozd értékkel, amibdl:
Mo 1/(2E) .

Megemlitjiik még az idealis csillapitas fogalmat. Ez az a legkisebb csillapitas, amelynél a
rezonanciatényezd értéke sehol nem éri el az 1-et, értéke annil mindig kisebb. A
rezonanciatényezé analizise alapjan ez £=11/2 , illetve c=+2-k-m nagysagi csillapitasnal

kovetkezik be.

2.5. Egyéb gerjesztések

2.5.1. Szuperpozicio

A vizsgalatainkat linearisan rugalmas szerkezeten végezziik, ahol érvényes a szuperpozicio

elve. Ez azt jelenti, hogy ha egy ql(t) teherre a szerkezet valasza xgl(t) €s egy qz(t)

teherre pedig X,,(t) , akkora q;(t)+q,(t) teherre x4 (t)+x,,(t) lesz a valasz.

Ha példaul két harmonikus gerjesztéerd hatdsara felirjuk a mozgéasegyenletet
mx(t)+kx(t)=q,cos(m; t)+qycos(m,t)

alakban (az egyszeriiség kedvéért egy csillapitatlan rendszerre, hogy kiférjiink egy sorba),

akkor a megoldas teljes alakja:

x(t)Z% 1 2Cos(oolt)+% 1 —cos(m,t )+A cos(w,t)+Bsin(w,t)
1= -2
2 2
Wo Wo

melynek A4 és B paraméterével kell kielégiteni a kezdeti feltételeket.

Egy ilyen tipusu gerjesztés esetén a maximalis elmozdulds, és igy a maximalis rugoerd
szamitasa részben paraméterfiiggd. A biztonsag javara torténd becslésként elmondhat6, hogy
ha az 6sszes harmonikus fiiggvény egyszerre veszi fel azt a sz¢élsdértékét, amelyiknél az egyes

tagok eldjele azonos lesz, tigy az

K= | B4 D2 el B
0, 2
1-— I-—
0, W,

formulat hasznalhatjuk. Bizonyos ®1 és @2 értékek mellett azonban ez lehet, hogy soha nem

¢érheto el.

2.5.2. Periodikus gerjesztés, Fourier-analizis,

Haa q(t) gerjesztés periodikus, azaz létezik olyan T>0, hogy q(t+T)=q(t) minden ¢ -re,
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akkor a legkisebb ilyen 7-t a gerjesztés periodusanak nevezziik, és T, -gyel jeloljiik. Ekkor a

gerjesztderd Fourier-sorba fejtve felirhatdo harmonikus fiiggvények 6sszegeként:
q(t):a0+z a;cos(jw,t)+b sin(jow,t)] ahol (DlzzT—“ &s
J 1
1 T+T, +T, T+T,
aoz?l _[ q(t)dt , aj:?1 ! cos(jw,t)q(t)dt, bJ:T1 i sin(jw, t)q(t)dt.
A rendszer valaszabdl az allandosult rezgésrészt az el6zé pont tapasztalatai alapjan irhatjuk

fel:

a a, 1 . b, 1 (.
xg(t):?o+z ?Lﬁcos(]wltﬁfﬁsmu%t)
1

J J 0y
T2 1- 2
Wy Wq

Mint latszik, mindegyik tag szorzodik egy neki megfeleld rezonanciatényezdével, mely
azonban kelléen nagy j esetén mar mindenképpen csokkenni fog. A maximumot most a
fliggvénybdl a nekiink sziikséges pontossagig meghatarozhatjuk, vagy az egyiitthatok alapjan
egy becslést adhatunk, mint kordbban.

Az altalanos gerjesztés egyik lehetséges kezelési modja, hogy végtelen hosszi periodust
periodikus gerjesztésként tekintiink ra, igy az alapfrekvencia elemien kicsinnyé valik, az
a;,b; egyiitthatok szamitisa egy-egy végtelen integral szamitisava alakul, melynél a
szingularitasok elkeriilése érdekében az a(w),b(w) szamitisakor nem osztunk a T, -gyel,

viszont a valasz Osszegzeését pedig egy O szerinti integralla alakitjuk.

2.5.3. Altalanos gerjesztés
Az eldbbi gondolatmenetnél taldn egyszeriibb eljaras, ha a q(t) altalanos teherfiiggvényt

elemi dt iddtartamig miikodd erékre, és az azok altal atadott elemi impulzusokra bontjuk.

q(t)dt

Egy, a T pillanatban hat6 ilyen impulzus hatdsara a test sebessége dv= mértékben

megnodvekszik. Ebbdl a ndvekménybdl egy szabadrezgés kezdddik a t>t id6tartamban. Az

emiatt 1étrejovo elmozduldsnovekmény:

alv) g,
m-w,

dx(t)=e =l -sin(m;(t—r)).

Egy ¢ iddpillanatig az azt megel6z6 T pillanatok impulzusainak hatasat kell 6sszegezni, igy

kapjuk a Duhamel-integralt:

R e

e -sin(oo;(t—t))dt
0o Mm-w,
Fentiek természetesen csillapitott esetre érvényesek, csillapitatlan szerkezet esetén a £=0 és
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w,=w, kifejezések nyoman egyszertisodik a képlet:

x<r>:j

q(v) -sin[w,(t—1)|dT
m-,
2.6. Tamaszrezges, valaszspektrumok
Amennyiben a tdmasz is mozog, gy a rugd megnyulasa (a rugalmas szerkezet alakvaltozasa)
nem egyezik meg a szabadsagfok eltolodasaval. Emiatt ilyen esetekben az alakvaltozas
mérésére bevezetjiik az u(t) fiiggvényt. A tAmasz mozgasata z(t) fiiggvénnyel irjuk le ugy,
hogy a merevtest-szerli mozgas esetén (amikor nincsen alakvaltozas) a tdmasz mozgésa
azonos (eldjelll) legyen a tdmegpont mozgasaval. A hdrom mennyiség természetesen nem
figgetlen egymastol: x(t)=z(t)+u(t), illetve u(t)=x(t)—z(t). Az elmozdulds és az
alakvaltozas kiilonbségét a mozgasegyenletben is figyelembe kell venni, a két fliggvénnyel az
altalanos eset differencialegyenlete mx(t)+cu(t)+ku(t)=q(t) alaku lesz. A q(t) teher
hatdsat az eddig latott mdédon kell kezelniink, a csillapitds jellemzéen csak kis valtozast
eredményez, ezért a tovabbiakban a csillapitatlan, kiilsé erével nem terhelt szerkezetet
vizsgaljuk, azaz az m(t)+ku(t)=0 egyenletet. A vizsgalatot két részre kell bontanunk attol
fiiggben, hogy elsddlegesen az elmozdulashoz, vagy az alakvéltozashoz kapcsolodo
mennyiségekre van sziikséglink.
2.6.1. A szabadsagfok mozgasanak differencidalegyenlete tamaszrezgés esetén
Ha a szabadsagfok globalis elmozdulasat, vagy az abbdl szarmazd sebességet, illetve
gyorsulast kell szamitanunk (mert példaul egy rezgésre érzékeny miiszert fognak elhelyezni,
ami csak megfeleld korilmények kozott mér pontosan), akkor az alakvaltozast kell
kifejezniink a tdmasz elmozdulésaval és az abszolut elmozdulassal. A mozgas egyenletébe
vald behelyettesités és atrendezés utan:

mx(t)+kx(t)=kz(t)
adodik, vagyis a tamaszrezgés ilyenkor egy olyan gerjesztett rezgésként kezelhetd, ahol a
gerjesztéeréta q(t)=kz(t) figgvény irja le.
Ha példaul a tamasz a z(t)=zycos(wt) harmonikus fiiggvény szerint rezeg, akkor a
harmonikus gerjesztéerd q(t):qo Cos(mt) lesz, a qo=kz, amplitidoval. A szerkezet

valaszabdl az allanddsult rezgésrész:

k
xd“(t)=% = cos(wt)=z, = cos(mt)
Y 1__
(D(Z) (1)5

A szabadsagfok rezgésének allandosult rezgésrésze tehat egy olyan harmonikus rezgés lesz,
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1
melynek amplitidoja a tamaszrezgés amplitddojanak ¢ _ ” -szorosa. (Igen, ez ugyanaz a
2
Wy

szorzdtényezd, mint aminek az abszolutértéke a rezonanciatényezd volt.) A szabadrezgésnél

tanultak alapjan a legnagyobb sebesség, illetve legnagyobb gyorsulas értéke rendre

vmax = ZO

® =2,

1— w’| ,illetve " lesz.
2

Wy

2.6.2. Az alakvaltozdasok mozgasanak differencidalegyenlete tamaszrezgés esetén

Ha a rugd megnyulasat, alakvaltozasat, vagy az abbol szarmazd igénybevételt kell

szamitanunk (mert példaul teherbirasra akarjuk méretezni a szerkezetet), akkor az elmozdulas

masodik derivaltjat kell kifejeznlink a tdmasz elmozduldsanak és az alakvaltozésnak a

masodik derivaltjdval. A mozgas egyenletébe vald behelyettesités és atrendezes utan:
mii(t)+ku(t)=—mz(t)

adodik, vagyis a tdmaszrezgés ilyenkor egy olyan gerjesztett rezgésként kezelhetd, ahol a

gerjesztéeréta q(t)=—mz(t) fiiggvény irja le.

Ha példaul a timasz a z(t)=z,cos(wt) harmonikus fiiggvény szerint rezeg, akkor a timasz

gyorsulasa 7(t)=—z,w’cos(wt), igy a harmonikus gerjesztéerd q(t)=qocos(wt) lesz, a

qo=mz,w’ amplitidéval. A szerkezet valaszabol az allandosult rezgésrész:

2
mzy,m 1 2
g (t)= lz 2 COS((Dt):zO% ~cos(ot)
s
(ON W,

Az alakvaltozasok rezgésének allandosult rezgésrésze tehat egy olyan harmonikus rezgés lesz,

21
[ON
melynek amplitidéja a tamaszrezgés amplitadéjanak ;) 1— ” -szorosa. (Ez a tényezd
2
W,

nullatol tart elészor a végtelenbe, majd a végtelentél a -1-hez: lassu gerjesztés esetén
elhanyagolhaté az inercidlis hatas, mig gyors gerjesztés esetén a tomegnek nincs ideje a
mozgasra, mert mire elindulna egyik irdnyba, a timasz mar a masik irdnyba mozog.)

A rugoban ébredd erd maximumat az allandosult rezgés amplitidojabol szamolhatjuk:

max (DZ 1
fro=kzy s m——r
Wo 11—
2
Wq

2018-08-07 Tartok dinamikéja oravazlat: - 16



2.6.3. Valaszspektrumok, foldrengésvizsgalat

Valaszspektrumot tetszéleges idofiiggd teherre eld lehetne allitani és hasznalni, mi itt az
alapelveket a foldrengésvizsgalat esetére mutatjuk be.

Tekintsiink adottnak egy z(t) fiiggvényt, ami a foldrengés miatti tdmaszelmozdulast adja
meg. Ezt az el6z0 pontban latott modon gerjesztésként kezelhetjiik, majd a mozgasegyenletet
megoldhatjuk valamilyen iddlépéses eljarassal, vagy a mar korabban latott Duhamel-

integrallal. Utdbbit csillapitatlan esetre felirva az alakvaltozasok fiiggvénye:

u(t)=j LZ(T>-sin(ooo(t—r))dt:j _é(oﬂ-sin((oo(t—r))dt

0o M, 0

A fenti u(t) fiiggvény idé szerinti derivaltjai rendre az alakvaltozas sebességének és
gyorsuldsanak fiiggvénye. (A tamaszrezgés eldjele altalaban nem elére meghatarozott, ezért
az integralasban szerepld negativ eldjelnek a gyakorlatban nincsen jelentOsége. A szerkezet
valaszat abszolut nagysaggal vizsgaljuk, majd az 0sszegzésnél egy = eldjellel biztositjuk,
hogy mindkét iranyban el6fordulhat a szélséérték.)

Vezessiik be a pszeudogyorsulds fogalmat az alabbi definicioval: a”(t)=wpu(t). Ennek a
mennyiségnek ugyan m/s* a mértékegysége, mégsem azonos az idd szerinti masodik
derivalttal, nem tényleges gyorsulas (azért pszeudo).

Az alakvaltozasbol az id6 fiiggvényében meghatarozhatjuk azt a statikus erdt, amely minden
pillanatban ugyanakkora alakvaltozdsokat, igénybevételeket hozna Iétre az eredeti

szerkezeten:

fr(t):ku(t):kj;l 2 iy (1)) d

Ezt a helyettesito statikus erdt kifejezhetjiik a pszeudogyorsuldssal is:
ka®(t)
f (=5 are).
Wy
Itt 1atszik a pszeudogyorsulas hasznélatdnak értelme, haszna: az erét egy, a Newton-torvények
Ota megszokott tomegszer-gyorsulas-szeri képlettel szamithatjuk.

A legnagyobb igénybevétel akkor 1ép fel, amikor az elmozdulds a legnagyobb, azaz

t .
Fr=ku™ , ahol " az | 2(x) -sin(w,(t—7)|d v integral szélséértéke. Ez a szélséérték
0

természetesen ugyanakkor 1ép fel, amikor a pszeudogyorsulas szélséértéke, azaz irhato

fmax p, max

;. =ma alakban is.

Fenti gondolatmenet alapjan megallapithatjuk, hogy kiilonb6z0 tomegli, merevségli, de

azonos sajatkorfrekvencidju szerkezetek maximalis igénybevételeinek szdmitdsahoz rendre a
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t

=max fZ(t)mO-sin(wo(t—r))dr szerinti maximumat kell
0

p,max

pszeudogyorsulds a

meghatarozni. Egy adott z(t) tdmaszrezgés esetén ez az integral csak a sajatkorfrekvenciatol
figg, igy annak fliggvényében is megadhat6. Ezt a filiggvényt a tamaszrezgés
valaszspektrumanak nevezziikk (az igazan preciz megnevezés utalna arra is, hogy ez a
tamaszrezgés  pszeudogyorsulas  valaszspektruma, hiszen a  tobbi = mennyiség
sajatkorfrekvenciafiiggd maximumait is meg lehetne adni hasonlé elvek alapjan.). A
gyakorlatban a vélaszspektrumot szokds a sajatkorfrekvencia helyett a T,=2m/w,

periodusidd fliggvényében megadni (az S alsé indexe a pszeudogyorsulésra utal):

T,)=max j: 2(1) wy-sin|w, (t—1)|d T

S

pal

Csillapitott szerkezet esetén az integralkifejezést, annak maximumat, igy természetesen a
valaszspektrumot is befolyasolna a csillapitas mértéke, ezért az ezt is figyelembe vevo jelolés
az S,(E,To) .

Tervezési célra a szabvanyok eldirnak egy, a torténeti foldrengésadatokbol szémitott
valaszspektrumok statisztikai elemzése alapjan meghatarozott valaszspektrumot, melyben
kiilonboz6 tovabbi, itt nem részletezett hatast kell figyelembe venni. Egy ilyen S4(ET,)
tervezési valaszspektrum haszndlata nem tér el a fentitdl: a csillapitas és a sajatkorfrekvencia
fliggvényében leolvasott pszeudogyorsulds értékét beszorozzuk a tomeggel, igy kapjuk meg

azt a statikus er6t, amely a legnagyobb alakvaltozasokat, igénybevételeket hozza 1étrehozza.

3. Tobbszabadsagfoku rendszerek mechanikai rezgései

3.1. A mozgas matrix-differencialegyenlete

Tobbszabadsagfokt rendszerek esetén a szerkezet mozgasat nem egyetlen skalarfiiggvénnyel
adjuk meg, hanem a szabadsagfokok elmozdulasainak skalarfiiggvényeivel. A tovabbiakban a
szabadsagfokok szamat jeloljiik N-nel, mig a szabadsidgfokok elmozdulasait az x j(t )
fiiggvényekkel, ahol j=1,...,N (itt az x arra utal, hogy ezek az ismeretleneink, de nem csak
x-tengely iranyu eltolédasok lehetnek). Az egyszeriibb kezelhetoség érdekében a szabadsagi
fokok elmozdulasait az x(t) vektorba gyiijtjiik!, ennek elsd, illetve méasodik derivéltja a
sebességek vektora (x(t)), illetve a gyorsulasok vektora (X(t)). Egy vektor derivaltja az

elemek derivaltjaibol képzett vektor, azaz:

1 Nyomtatasban a kisbetiivel irt vektorokat félkovér (bold) szedéssel kiilonboztetjiilk meg a skalar
mennyiségektdl, mig kézirasban egyszeres alahtizassal jelezziik, hogy vektort irtunk.
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A mozgasegyenletet szabadsagfokonként gy irhatjuk fel, hogy az egyes szabadsagfokokhoz
tartozo tomegek ¢€s gyorsuldsok szorzatat tessziik egyenlévé az adott szabadsagfokra hatd
kiils6 és belsd erék osszegével. Az egyes szabadsagi fokokhoz tartozo tomegeket egy NXN -
es diagonalmatrix foatlojaba gytijtjiik, amit tomegmatrixnak neveziink és M -mel jelolink®.
fgy az M x(t) szorzat eredményeként kapott N-elemii vektor az egyes szabadsagfokok
tomegének és gyorsuldsanak a szorzatat adja:

m, X,(6)] | m%(t)

Mx(t)=| ™M i%ﬂ =| ma%(t)

my || Xy (t)] | myiy(t)
Az egyszabadsagfoku szerkezeteknél megmutattuk, hogy folytonos szerkezet diszkrét
kozelitése esetén a szabadsagfokonkénti tomeget kozelitden tudjuk meghatarozni, nnek
elveirdl a késdbbiekben mutatunk példat.
Az egyes szabadsagfokokra hatd kiils6 erdket qj(t) -vel jeloljik, ezekbdl képezziik a
szerkezet tehervektorat:

@ (t)
q(t)=| %)

anlt)
Az egyes szabadsagfokokra hatd belsé belsé erdk a szerkezet alakvaltozasaibol, azaz a
szabadsagfokok egymdashoz képesti elmozdulasaibol szarmazik, igy azokat egy linearis
leképezéssel allithatjuk eld. Az ezt létrehoz6 NXN -es matrixot a szerkezet (statikus)
merevségi matrixanak nevezziik és K -val jeloljiik. A merevségi matrix egy elemére a sor-
oszlop konvencioval hivatkozunk, azaz az i-edik sor j-edik oszlopaban levé elemet kj -vel
jeloljiik. Az szabadsagi fokokra a szerkezetrdl atadodo erdket a — K x(t) vektor adja meg:

ki ko o kgy X1(t) fn(t)
f.()=—Kx(0)=—|Ka Kz K| x(0)|=|falt)]

kNl kNZ kNN XN(t) er(t)
A fenti hasznalat megmutatja, hogy a merevségi matrix j-edik oszlopaban levd elemeket

mindig a j-edik szabadsagfok elmozdulasaval ( X; (t) -vel) szorozzuk.

2 Nyomtatasban a nagybetiivel irt matrixokat félkovér (bold) szedéssel kiilonboztetjiik meg a skalar
mennyiségektdl, mig kézirasban kétszeres aldhuzassal jelezziik, hogy matrixot irtunk.
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Ezutan a j-edik szabadsagfok mozgasegyenletét a q J-(t)+ f.(t)=m iX j(t) alakban irhatjuk fel,
de az Gsszes szabadsagfokra egyiittesen megtehetjiik q(t)+f,(¢)=M %(t) alakban, amit
behelyettesités €és atrendezés utan az alabbi kanonikus alakban is irhatunk:
Mx(t)+Kx(t)=q(t).

Ez a csillapitatlan tobbszabadsagfokt szerkezet mozgasdnak matrix-differenciadlegyenlete,
ahol a matrixformaban felirt egyenlet soronként egy-egy szabadsagfok mozgasegyenletét irja
le. (Csillapitas esetén egy sebességfiiggd tag is bekeriilne a fenti egyenletbe, ennek formaja és
kezelése azonban tilmutat e targy keretein.)

Az elsédleges feladat altalanos esetben itt is az x(t) elmozdulasfiiggvény meghatarozasa,
hiszen abbol tudjuk az alakvaltozasokat és igénybevételeket meghatdrozni. A megoldas most
is a tehertdl fiigg. Ha egyik szabadsagfokon sincs terhelés, azaz q(t)=0, akkor a szerkezet
szabadrezgést végez. Ha a kiils6 er0k vektoranak valamelyik eleme nemzérus, akkor
gerjesztett rezgesrol beszéliink. Mielott kiilon-kiilon végigmegylink e két feladat megoldasi

modszerein, tekintsiik 4t a rendszer matrixainak lehetséges eldallitasi modszereit.

3.1.1. Diszkrét elemekbdl dllo szerkezet matrixai

Tomegpontokbol és azokat Osszekotd rugdkbol allo szerkezet esetén a szabadsagfokok az
egyes tomegpontok elmozduldsai. Az egyes szabadsagfokok tomege az adott tomegpont
tomegével egyezik meg. (Eléfordulhat, hogy egy todmegpont tobb, egymastol fliggetlen
iranyba is eltolodhat, ilyenkor tobb szabadsagfok is tartozhat ugyanahhoz a tdmegponthoz.)

A rugdk alakvaltozasat az egyes szabadsagfokok elmozdulasai alapjan fel lehet irni, igy a
rugderdket is ki lehet fejezni, azaz ilyen modell esetén a szabadsagfokonkénti
mozgasegyenletek ténylegesen felirhatok, majd azok valtozok szerinti atrendezése utdn a
merevségi matrix elemei kiolvashatok.

A merevségi matrix eldallitasanak egy egyszeriibb modszere a szuperpozicio elvén alapul. Az
egyes ruglOkrol a szabadsagfokokra 4tadodo erdket egymastol fliggetleniil tudjuk
meghatdrozni, igy felirhatjuk kiilon-kiilon az egyes rugdk hatasabol szdrmazd merevségi
matrixokat, majd azokat 6sszegezhetjiik a szerkezet merevségi matrixaba (a gyakorlatban ezt
az Osszegzést kozvetlentil a teljes merevségi matrixon rugoénként végezziik és kompilalasnak
nevezziik). Amennyiben az egyik rugd az i-edik és a j-edik szabadsagfokot koti 6ssze, akkor
annak a rugénak a megnyuldsa csak két dologtol figg, x,(t)-t6] és Xj(t) -t6l. A rugoerd
szintén ettdl a két elmozdulastdl és a rugdmerevségtol fiigg (utdbbit jeldlje k'7), vagyis

fiiggetlen az i-t6l és j-tdl kiilonbozd szabadsagfokok elmozduldsaitdl, ezért ennek a rugdnak a

hatdsa nem jelenik meg a merevségi matrix i-t6l és j-tél kiilonbdz6 oszlopaiban. A rugderd a

rugd két végén hat, azaz csak az i-edik ¢€s a j-edik szabadsagfokra. Ez a rug6 tehat nincs
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kozvetlen hatassal az i-tdl és j-tdl kiilonboz6 szabadsagfokokra, azaz nem jelenik meg a tobbi

szabadsagfok mozgasegyenletében, tehat a merevségi matrix i-tél és j-t61 kiilonbdzd soraiban.

A két alahuzott feltétel egyiittesen azzal jar, hogy ez a rug6 csak a K, k. k;;,k; elemekre van
hatassal. Ha egy k' rugd az i-edik szabadsagfokot egy mozdulatlan tdmaszhoz kapcsolja, tigy
a fenti gondolatmenettel arra juthatunk, hogy az a rugd csak a k; elemre lesz hat4ssal.

A kompilalas soran kezdd lépésként egy N XN -es méretli matrixot nulldkkal toltiink fel,
majd rugdénként haladva hozzaadjuk azok hatasat a fentiek szerint. Az i-edik és j-edik
szabadsagfokot Osszekapcsold rugd k'™’ merevségével megnoveljik a merevségi matrix
féatlojaban levd k; -ben és kj; -ben levé szamokat. Amennyiben a két szabadsagfok azonos
iranyu elmozdulast ir le, azaz lehetséges mindkét szabadsagfok azonos eldjelli elmozditasa a
rugd megnyuldsa nélkiil, tgy a k; és K -ben levd szdmokhoz —k' /-t adjuk hozza (a
rugdémerevség ellentettjét). Amennyiben a két szabadsagfok ellenkezd iranyu elmozdulést ir
le, azaz lehetséges a két szabadsagfok ellentétes eldjelii elmozditasa a rugd megnytlasa
nélkiil, Ggy a k; és Kk -ben levd szamokhoz k'/-t adjuk hozza. A szabadsagfokot a
tamaszhoz kapcsold rugd esetén csak a szabadsdgfoknak megfeleld foatloelemhez kell
hozzéadni a rugdmerevséget.

A kompilalassal eldallitott merevségi matrixrdl az eldallitdis modja alapjan kijelenthetjiik,
hogy annak szimmetrikusnak kell lennie ( k;=K;; ). Mivel a merevségi matrixnak az el6allitas
modjatol fliggetlennek kell lennie, ezért ezt a tulajdonsidgot a mozgasegyenletek alapjan
torténd eldallitaskor ellendrzési célra hasznalhatjuk. Az eléallitasi modbol azt is észre lehet
venni, hogy ha két szabadsagfokot nem kot 6ssze rugd, akkor a nekik megfeleld féatlon kiviili

helyekre soha nem irunk semmit, azaz azok az eleme nullak maradnak.

3.1.2. Diszkretizalt szerkezet mdtrixai

Amennyiben folytonos szerkezet mozgasat akarjuk tobb pontjdnak mozgasaval leirni, akkor a
folytonosan megoszld tomeget kell a szabadsagfokokba redukalni, illetve a szabadsagfokok
elmozdulasa miatt az egyes szabadsdgfokokra haté er6k meghatarozni.

A tomegmatrix eléallitasdhoz azt a kozelitést tehetjiik, hogy a szabadsagfokok altal
meghatarozott tartészakaszok tomegeit a szakaszok végpontjai kozott osztjuk el fele-fele
aranyban. Mivel a szakaszok végpontjaiban szabadsidgfokok vannak, az oda keriild tomegek
Osszegét a szabadsagfok tomegének tekinthetjiik.

A merevségi matrixot statikus elvbol vezethetjik le a jelentése alapjan. Tételezziik fel, hogy
egy q, statikus teher hatdsara a szerkezeten kialakult egy X, elmozdulds, mely mellett a

szerkezet egyensulyban van. Ekkor a gyorsulasok zérus nagysaguak, igy a mozgas egyenlet
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egy egyensulyi egyenletté egyszeriisodik: K x,=q,, .

Amennyiben az X, vektor a j-edik egységvektor, ugy a fenti szorzat bal oldalan a szorzas
eredménye egy olyan vektor, ami a K matrix j-edik oszlopdnak elemeit tartalmazza:

Kx,=Ke=k;.

A j-edik egységvektornak megfeleld elmozduldsrendszer (amikor tehat a j-edik szabadsagfok
elmozdulésa 1, a tobbi szabadsagfok elmozduladsa pedig nulla) tehat akkor kovetkezik be, ha a
tehervektor a merevségi matrix j-edik oszlopaval egyezik meg (azaz az i-edik szabadsagfokra
egy k; erd hat). Ebb8l mondhatjuk ki a merevségi matrix oszlopainak jelentését: a merevségi
matrix j-edik oszlopa azokat az erdket tartalmazza, melyeket az egyes szabadsdgfokokra

miukodtetve a kialakuld egyensulyi helyzetben a j-edik szabadsagfok elmozduldsa egységnyi

lesz, az Gsszes tobbi szabadsagfok elmozduldsa pedig nulla. Ezt a jelentést gy hasznalhatjuk

fel, hogy egy-egy oszlop N ismeretlen elemét a szabadsagfokokra mikodtetve felirjuk az
igénybevételeket az N paraméter fliggvényében, majd azokbol kifejezziik a szabadséagi fokok
elmozdulésait (még mindig az N paraméter fliggvényében). Az elmozdulasok koziil a j-ediket
egyenldvé tessziik eggyel, a tobbit pedig nullaval, majd megoldjuk az igy kapott N-valtozos
egyenletrendszert. A kapott szamok lesznek a merevségi matrix j-edik oszlopanak elemei. (A
tobb paraméter fiiggvényében felirt igénybevételek €s abbol az elmozduldsok szamitasa csak
leirva hangzik ilyen egyszerlinek, a gyakorlatban ez inkabb faj, mint nem, ezért inkabb csak
az alapelv és a matrix jelentésének érzékeltetésére mutatjuk be.)
A fentinél némiképp egyszeriibb megoldds, ha a merevségi matrixot az ellentettjének a
jelentése alapjan allitjuk elé (szintén statikus elven) az aldbbiak szerint. Epitémérnoki
szerkezeteknél a merevségi matrix altalaban nem szingularis, determinansa nem nulla, 1étezik
az inverze (egy kvadratikus matrix esetén ez a harom ugyanazt jelenti). Ezt az inverz matrixot
hajlékonysagi, vagy engedékenységi matrixnak nevezzikk és F -fel jeloljiikk. Az inverz
kapcsolat miatt F=K™' é K=F'. Az egyensulyi helyzethez tartozé6 matrixegyenlet
mindkét oldalat beszorozva balrdl az inverzzel a bal oldalon az egységmatrixot kapjuk, a jobb
oldalra pedig behelyettesithetjiik a hajlékonysagi matrixot:
K 'Kx,=K 'q, —» x,=Fq,
Amennyiben a q, vektor a j-edik egységvektor, ugy a fenti szorzat jobb oldalan a szorzas
eredménye egy olyan vektor, ami az F matrix j-edik oszlopanak elemeit tartalmazza:
Fq,=Fe=f,.
A j-edik egységvektornak megfelelé erdrendszer hatdsdra (amikor tehat a j-edik
szabadsagfokra egységerd hat, a tobbi pedig terheletlen) egy olyan elmozduldsrendszer alakul

ki, ahol az egyes szabadsagfokok elmozdulasait a hajlékonysagi matrix j-edik oszlopa
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tartalmazza (azaz az i-edik szabadsagfok elmozdulasa ekkor f; ). Ebbél mondhatjuk ki a

hajlékonysagi matrix oszlopainak jelentését: a hajlékonysagi matrix j-edik oszlopa azokat az

elmozduldsokat tartalmazza, melyek az egyes szabadsidgfokokban kialakulnak ha a j-edik

szabadsagfokra egy egységerd hat, az Osszes tObbi szabadsagfok pedig terheletlen. Ezt a

jelentést ngy hasznalhatjuk fel, hogy rendre egységerdket mikodtetink az egyes
szabadsadgfokokra, majd az azok hatdsara az egyes szabadsidgfokokban kialakulo
elmozduldsokat szamoljuk ki. Az elmozdulasok szdmitasdhoz célszeri a virtudlis erdk
moddszerét alkalmazni: az i-edik sorban levd elmozduldsok szamitdsdhoz a virtudlis
erorendszer célszerlien egy, az i-edik szabadsagfokon miikddtetett virtualis egységerdbol és az
azt egyensulyoz6 virtudlis reakciokbol all, ez az erérendszer azonban formailag azonos az i-
edik oszlopban szerepld elmozdulasok szamitdsdhoz haszndlatos erérendszerrel. Az eléallitas
modszerébdl kovetkezik, hogy a hajlékonysdgi matrix szimmetrikus lesz. A teljes matrix
ismeretében annak invertalasaval kaphaté meg a merevségi matrix: K=F '. Mivel a
hajlékonysagi matrixrol mar belattuk, hogy szimmetrikus lesz, igy az inverze, azaz a

merevségi matrix is az lesz.

3.2. Szabadrezgés
3.2.1. Az dltalanositott sajatértékfeladat
Elsé lépésben most is a szabadrezgés esetét oldjuk meg, vagyis keressik azt az x(t)
fiiggvényt, amely megoldasa az M X(t)+K x(t)=0 homogén matrix-differecialegyenletnek
¢s kielégiti az x(0)=x, és x(0)=v, kezdeti feltételeket ( X, és Vv, a kezdeti elmozdulasok
¢és sebességek vektora). A megoldast most is eldszor altalanos alakban keressiik, majd az
abban szerepld paraméterek meghatarozasat mutatjuk meg.
Az egyszabadsagfoku rendszereknél azt tapasztaltuk, hogy a szabadrezgés valamilyen idében
harmonikus rezgés. Azt varjuk, hogy ez a tobbszabadsagfoku rendszereknél is igy lesz, ezért
keressiik a megoldast x(t)=vcos(w,t) alakban (a harmonikus fiiggvény lehetne sin(wot)
is, vagy e kettdé kombindcioja, a kovetkezd Iépéseket nem befolyasolja), azaz egy
sajatkorfrekvenciatol és 1dotol fiiggd skalar és egy idofiiggetlen, a szabadsagfokok
elmozduldsainak egymashoz vald aranyait megad6d vektor szorzataként. A feltételezett
megoldas masodik derivaltia  X(t)=—wjvcos(wyt), ezt behelyettesitve a matrix-
differencialegyenletbe azt kapjuk, hogy™:

—wp Mvcos(myt)+K vcos(myt)=0.
3 A szorzasoknal matrix-miiveletekrdl van sz6, ezért az 6sszeszorzand6 matrixok, vektorok sorrendje altaldban

nem felcserélhetd (rossz esetben akar a szorzas sem lenne elvégezhetd), ezért az atrendezésnél csak a skalar
szorzot mozgathatjuk a szorzat elejére.
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Mivel ennek minden #-re teljesiilnie kell, ezért a harmonikus taggal egyszertsithetiink, a

maradék egyenletben pedig a mindkét tagot jobbrol szorzé vektort kiemelhetjiik:
—wsM+K|v=0, vagy (K—ooéM) v=0
A kapott egyenlet egy homogén egyenletrendszer, melynek azonban az egyiitthatomatrixaban

is van egy ismeretlen, illetve az ismeretlenek vektoraban tovabbi N darab. Ezt az

egyenletrendszert  dltalanositott  sajatértékfeladatnak  nevezzilkk (a  hagyomanyos

sajatértékfeladatban ] helyett A szerepel, a tomegmatrix helyett pedig az egységmatrix).

3.2.2. Az altalanositott sajatértékfeladat megoldasa, a szabadrezgés altalanos megoldasa

Linearis algebrabol tudjuk, hogy egy homogén linearis egyenletrendszernek akkor Iétezik a
trivialis v=0 -t6l kiilonb6z6 megoldasa, ha az egyiitthatomatrix sorai nem fiiggetlenek
egymastol, a matrixnak rangcsokkenése van, szingularis, determinansa zérus. Ha a fentiek
koziil barmelyik teljestil, akkor a tobbi is, €s ha van nemtrividlis megoldas, akkor végtelen sok

1étezik, hiszen ha v kielégiti egy bizonyos “o esetére az egyenletet, akkor v is kielégiti:
—(u(z)M+K)ocv=a(—(u§M+K)v:oc0=0 .
A megoldas tovabbi Iépéseit az egyiitthatomatrix determinansara vonatkozo feltétellel

mutatjuk be. A ‘—wf)M +K | determinanst kifejtve w; -re egy N-edfokd polinomot kapunk.

Ha ezt egyenldvé tessziik nullaval, akkor g -re egy N-ed foku algebrai egyenletre jutunk,

amelynek tipikusan N darab megolddsa van. Ez az N darab megoldéas ¢épitdémérnoki
szerkezetek merevségi matrixa esetén mind pozitiv szam, igy ezeket ndvekvo sorba rendezve
indexeljiik: 0wy <0,<...<oqy. (Az egyenléségjeleknek tobbszords gyokok esetén lenne
jelentésége. E targy keretében ilyen esettel nem foglalkozunk, ezért a tovabbiakban
mindenhol feltételezziik, hogy csak egyszeres gyokok vannak.) Az algebrai egyenlet
megoldéasaibol gyokvonds utdn kapjuk a szerkezet sajdtkorfrekvenciait (itt most mar az
egyenldséget nem megengedve):
0y <Wp,<... <Oy
Az egyes sajatkorfrekvencidkhoz kiilon kiilon rendelhetiink az egyszabadsagfoku

rendszereknél 1atott modon sajatfrekvenciat, illetve periodusidot:

w w w
n01:i<n02:£<...<n01\]: oN _2TC
2 2w

_2m
271’ To1—(1)_01

>Tp=g_>..>T,

027 (1)02

_2m
NT W,y

Egy szerkezet legfontosabb rezgése a legalacsonyabb frekvenciaju, ezt alapfrekvencianak
nevezzik, az ehhez tartozo (legnagyobb) periddusiddt az alapperiodus.

A sajatértékfeladat megoldasanak kovetkezo 1épése minden egyes sajatkorfrekvencidhoz egy-

4 Homogeén differencialegyenletbl homogén egyenletrendszer lett.
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egy sajatvektor meghatarozasa. Ez a j-edik sajatvektor esetén a

—wg; M+K|v,=0
homogén egyenlet megoldasat igényli. A fiiggetlen egyenletek szam azonban eggyel
kevesebb, mint az ismeretlenek szama (hiszen “o; pont olyan, hogy ez teljesiiljon), ezért a
végtelen sok megoldasbol egyet kell kivalasztanunk. Kézi szamitas esetén ennek az a célszerii
modja, hogy eldszor felvessziik a vektor valamelyik elemének értékét (példaul 1-re), majd a
maradék elemeket kiszamoljuk az egyenletrendszerbdl (egy folos egyenletiink is lesz, ezt
ellendrzésre tudjuk hasznélni). A tovabbi felhaszndldshoz azonban célszerli a sajatvektorokat
egyértelmiivé tenni. Ehhez a sajatvektorokat a tdmegmatrixra normaljuk, ami azt jelenti, hogy
ugy skalazzuk 6ket, hogy a VJT~M v;=1. Ha tehat egy kézi szamitassal kapott sajatvektort v,
-vel jeldliink, akkor a vele parhuzamos, tdomegmatrixra normalt sajatvektor v,=a,;V; lesz,
amit a normalas feltételébe beirva: o;V; Ma,;V,=a;V] MV ;=1 a skalazas értékére a

P

VIMY,

adodik. A sajatvektor szamitdsat és a skalazast valamennyi sajatértékre kiilon-kiilon kell
elvégezni. Mivel feltételezett alakban a vektort egyértelmiivé tettiik, ezért a ténylegesen
kialakuld rezgés nagysagat a harmonikus fliggvény skalarszorzdjaval érhetjiik el:

v[a;cos(wy ;t)+b;sin(wy;t)] .
Egy, a fenti fiiggvénnyel leirt rezgés soran az elmozdulasok egymashoz képesti aranya
allando, ezért a v; vektort a rezgésalak vektordnak is nevezziik, ezt a rezgést magat pedig

rezgesmodnak. A szabadrezgés daltaldnos megoldasa az egyes rezgésmodok kombinaciojaként

N
allithato elé:  x(t)=2_ v;[a;cos(w;t)+b sin(wy;t)) .
j

3.2.3. Az altalanositott sajatértékfeladat sajatvektorai

Miel6tt bemutatjuk az altalanos megoldasban szerepld paraméterek meghatarozasanak
modjat, tekintsiik 4t a sajatértékfeladat megoldasanak néhany fontos tulajdonsagat.

A homogén lineéris egyenletrendszert felirhatjuk Kv j=oo§ ;M v alakban is. Ebb0l egyrészt
az is latszik, hogy ha ismerjiik valamelyik sajatvektort, akkor a fenti egyenletrendszer
barmelyik soraba behelyettesitve azt a sajatvektorhoz tartozé sajatkorfrekvenciara kapunk egy
egyismeretlenes egyenletet.

Tegyiik fel, hogy ismert két kiilonb6z6 sajatkorfrekvencia €és a hozzajuk tartozo sajatvektorok.

Jelolje i és j ezt a két megoldast, azaz i#j, igy ©o*®Wo; valamint Kv,=wg,Mv, és
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Kv j:ooé jMv;. Szorozzuk be az els6 egyenletet balrol VJT~ -vel és a masodik egyenletet
balrél v; -vel, az eredmény: v?KVI:coﬁivaMv,- és v, K vjzw(z)jv,-TMvj .
A merevségi és a tdmegmatrix szimmetriaja miatt v; K v]:v?K v, és v Mv = vaM v, igy
ha kivonjuk egymdsbol a két egyenletet, akkor a bal oldalon nullat kapunk, a jobb oldalon
pedig dsszevonhatjuk a vektor-matrix-vektor-szorzatot: 0=(wo—wp;)vi Mv;.
A zargjelen beliili kifejezés nem lehet nulla, hiszen a sajatkorfrekvenciak eltéréek, vagyis a
szorzat csak akkor lehet nulla, ha v/ Mv ;=0 . (Emlékeztetiink, hogy ez csak i#j esetén
igaz.)
A sajatvektorok fenti tulajdonsagat ugy hivjuk, hogy a témegmatrixra ortogonalisak.
Térjiink vissza a Kv ]:wé iMv; egyenlethez. Ha ezt az egyenletet balrdl beszorozzuk v, -
vel, akkor azt kapjuk, hogy . v| K vj:oo(z) jviTM v; Tomegmatrixra normalt sajatvektorok €s
I=j esetén a jobb oldal vektor-matrix-vektor-szorzata 1 lesz, igy az indexek egyenldségét
kihasznalva azt kapjuk, hogy V?va:ooé j- Amennyiben i#j, akkor a jobb oldalon a
sajatvektorok tomegmatrixra vald ortogonalitasa miatt nulla all, igy ekkor a sajatvektorok
merevségi matrixra valé ortogonalitdsat fejezikia v Kv ;=0 feltétel.
Ha a tdmegmatrixra normalt sajatvektorokat egy V=|v, Vv, ... vy| matrixba gyijtjik,
akkor a fenti feltételeket az alabbi egyszerii alakban is kifejezhet;jiik:

VIMV=E é V' KV=Q?,
ahol Q a spektrdlmatrix: egy olyan diagondlmatrix, melynek f{o6atlojaban a

sajatkorfrekvencidk szerepelnek.

3.2.4. A szabadrezgés altalanos megoldasanak paraméterei

N
Az x(t):Zv].(ajcos(mojt)+bjsin(m0jt)) altalanos megoldasban szereplé  a;,b;
J

paramétereket a kezdeti feltételekbodl allapitjuk meg. Minden szabadsagfoknak eldirjuk a
kezdeti elmozduldsat €és sebességét, ez Osszesen ¢éppen a paraméterek 2N szamaval

megegyez0 szamu feltétel. Az altalanos megoldasbol kifejezve a sebességek vektorat:
N
X(t):z v;[—a;wy;sin(wy;t)+b,0,; cos(w,;t)]
J

¢s felhasznalva azt, hogy a kezdeti feltételeket t=0 pillanatban irtuk el6, ez a 1épés két, N-

ismeretlenes egyenletrendszer megoldasat jelenti:

N N
XO_Z v,a; €s VO—Z v,m;b;.
] )
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E két egyenletrendszer megoldasanak az a célszeri menete, ha beszorozzuk mindkét oldalt

v M -mel: viTMXOZi v,.TMvjaj és viTMVO:i vi M v;w;b;.
J J
E szorzas hatdsara a jobb oldali Osszegzésekben az i#j esetekben a sajatvektorok
tomegmatrixra vald ortogonalitasa miatt 0 lesz az 0sszegzendd szorzat értéke, i=j esetben
pedig a tdmegmatrixra normaltsag miatt 1, azaz:
vi Mx,=a; és vi Mvy=w,;b, .
Az egyenletrendszereket tehat nem kell megoldanunk, a paraméterek skalarkifejezések

szamitasabol adodnak. A szabadrezgés kezdeti feltételeket kielégitd megoldasa tehat:

T
VJ-MV

N
x(t)=2 v,(v] M x,cos(w, t)+—L5—sin(awyt)| -

j=1 0J
A sajatvektorok V' matrixat, valamint a spektralmatrixot felhasznalva a kezdeti feltételek két
egyenletrendszerét matrix-alakban is irhatjuk: X,=Va és v,=VQb 6 ahol a és b

vektorok az a; és b; paramétereket tartalmazd N-elemli vektorok. A matrixegyenletek
megoldasa: V™ 'x,=a és Q 'V 'v,=b . Ebben a felirasban gondot okozhat a sajatvektorok
matrixanak invertalasa. Eszrevehetjiik azonban, hogy a V' MV szorzatban a V matrixot
egy olyan matrixszal szorozzuk, hogy az eredmény egy egységmatrix lesz, amely
tulajdonsdgot a matrix inverzétl koveteljiik meg, azaz kijelenthetd, hogy V '=V'M,
vagyis a=V ' Mx, és b=Q 'V ' Myv,.

(Az inverz tulajdonsagabol az is kovetkezik, hogy VV' M=E , amibdl pedig az, hogy

MVV'M=M, de ezt most még nem hasznaljuk semmire.)

3.3. Gerjesztett rezgések

Tobbszabadsagfokt szerkezet gerjesztését akkor tekinthetjilk harmonikusnak, ha valamennyi
szabadsagfokra egy idében azonos harmonikus fiiggvény szerint valtozé nagysagl erd hat,
azaz a tehervektor példaul q(t)=gq,cos(wt) alakban irhaté (a harmonikus tag most is lehetne
barmi mas harmonikus fiiggvény), ahol q, a gerjesztéer0k amplitidoinak vektora. A fenti
meghatarozasba természetesen beleférnek az esetleg terheletlen szabadsagfokok, hiszen azok
esetében az amplitddd zérus, amit barmilyen harmonikus fiiggvénnyel szorozva is nullat
kapunk, a terheletlen szabadsagfokok helyén tehat nulla fog szerepelni a ¢, vektorban.
Keressiik tehat az aldbbi inhomogén matrix-differencidlegyenlet (a harmonikus erdvel
gerjesztett, csillapitatlan tobbszabadsagfoki rendszer matrix-differencidlegyenletének)

megoldasat:
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Mx(t)+K x(t)=qycos(wt)
A megoldds most is egy partikularis megoldasbol és a kiegészitd rendszer altaldnos
megoldasabol all. Az egyszabadsagfokl rendszereknél szerzett tapasztalataink alapjan csak a
partikularis megoldassal foglalkozunk, amely a valaszfiiggvénybdl az allandosult
rezgésrésszel lesz majd egyenld.
3.3.1. Direkt megoldas
Direkt megoldds esetén azt varjuk, hogy a szabadsagfokok elmozduldsai ugyanolyan
harmonikus fiiggvény szerint fognak valtozni az id6ben, mint a gerjesztderd, de kiillonbozo
amplitidoval. Az ennek megfelelden feltételezett xg(t):xgocos(o)t) elmozdulasvektort
(ahol X,, a valasz amplitidoja) és az elmozduldsok kétszeri derivalasaval kapott
X,(t)=—w’x,cos(owt) gyorsulasvektort behelyettesithetjiik az egyenletbe, igy azt kapjuk,
hogy:

— o’ M x,ocos (wt)+K x,oc0s (0t)=q ocos(wt ) .
Mivel ennek az egyenletnek minden pillanatban teljesiilnie kell, ezért cos(wt)-vel
egyszertsithetiink, majd a bal oldalon kiemelve az ismeretlenek vektorat egy inhomogén
linearis egyenlet adodik:

(K—wZM)xgoqu.
Ennek az egyenletnek a megoldéasa soran harom eset lehetséges:
Ha az egyiitthatomatrix determinansa nem nulla, azaz a matrix nem szingularis, akkor
invertalhatd és az inverzzel az egyenletet balrdl beszorozva megkapjuk a megoldast:

Xg0= K-o’M| 'q,.
A determinans akkor nem nulla, ha a ® nem egyenlé egyik “oj-vel sem (hiszen a nulla
determinéns €ppen a sajatkorfrekvencia meghatarozasahoz felirand6 egyenletet oldand meg).
Ha tehat a gerjesztderd korfrekvencidja nem esik egybe a szerkezet egyik
sajatkorfrekvencidjaval sem, akkor az szerkezet valaszabol az 4llandosult rezgésrész:

x(t)=|K—w*M| ' q,cos(wt) .
Ha az egyiitthatomatrix determinansa nulla, akkor a gerjesztéerd korfrekvencidja meggyezik
valamelyik sajatkorfrekvenciaval. Legyen ez a j-edik sajatkorfrekvencia, azaz ©@=®o;. A

megoldhatosag feltétele az, hogy a q, vektor ortogondlis legyen az egyiitthatomatrix
nullterére. Ha ez teljesiil, azaz v§q0:0 , akkor létezik X,, megoldasa az egyenletnek’. Ha

viszont V]T~q0¢0 , azaz a tehernek van vetiilete a j-edik rezgésalakra, akkor azzal az alakkal

5 Egy egyszerii, konnyen elképzelheté példaként ilyen ortogonalitas akkor fordulhat el6, ha egy szimmetrikus
szerkezetet egy szimmetrikus rezgésalakhoz tartozo korfrekvenciaval gerjesztiink egy ferdén szimmetrikus
amplitidoju gerjesztéerdvel.
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rezonancia alakul ki végtelenbe tartd amplitidokkal.

3.3.2. Moddlanalizis
Modalanalizis alatt azt értjiik, hogy az elmozduldsok vektorat a rezgésalakok iddfiiggd

linedris kombinacidjaként allitjuk eld:
N
X(t)zz ij]'(t>:V}'(t) >
j=1

ahol az yj(t) figgvényeket a modalis koordinataknak nevezziik, az y(t) vektoban pedig
ezeket a modalis koordinatékat soroljuk fel.

A modalanalizis tehdt minden esetben igényli a szabadrezgésnél latott altalanositott
sajatértekfeladat megoldasat.

A modalis koordinatakkal kifejezett elmozdulasokbol a gyorsuldsok vektorat a kétszeri
derivalassal kapjuk meg. A sajatvektorok idoéfliggetlenek, igy csak a modalis gyorsulasokra

lesz szilikségiink:
N
x(0)=2v,3,()=vV (o).
j=1

Az igy kifejezett vektorokat behelyettesitve a rezgés egyenletébe:

MV y(t)+KV y(t)=q(t)
Ha ezt az egyenletet beszorozzuk balrol a sajatvektorok matrixanak transzponaltjaval:

VIMVy(t)+V KVy(t)=V'q(t)
akkor a sajatvektorok normaltsdga és ortogonalitasi tulajdonsdgai miatt a bal oldal matrix-
szorzatai egy-egy diagonalmatrixsza egyszer{isddnek. A jobb oldalt jeldljik az f(t)=V" q(t)
vektorral, igy a vektor j-edik eleme a j-edik sajatvektor és a tehervektor skaldris szorzata (
fi(t)=v]q(t)). Az egyszeriisités eredménye:

Ey(e)+Q y(t)=f(t).
A fenti matrixegyenlet j-edik sora altal meghatdrozott egyenlet bal oldaldn csak a j-edik
modalis koordinatanak és masodik derivaltjanak van nemzérus egyiitthatdja. Ugyanezen sor
jobb oldalan az f(t) j-edik eleme szerepel:

}“’j(t)"'(l)(z)j}’(t):fj(t) )
ahol a ;j index értéke természetesen 1 és N kozotti egész szam. Az N-valtozods
differencidlegyenlet-rendszer tehat szétesik N darab egyszabadsagfoki rendszer
differencialegyenletére. Ezekben az egyszabadsagfoku rendszerekben ko6zos, hogy a

LHtomegik” egységnyi, mig a ,rugdmerevségik” a rezgésmod sajatkorfrekvencidjanak a
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négyzete®. Az idaig vezetd atalakitdsok barmilyen teher esetén azonos modon végrehajthatok,
vagyis a modalanalizissel torténd vizsgalat mindig az egyszabadsagfoki rendszerek
gerjesztett rezgésére torténd atalakitassal zajlik.

Ha a tehervektorunk a direkt modszerrel fentebb mar vizsgalt harmonikus terhelés, akkor a j-
edik mod terhe: f;(t)=v]qycos(wt)=f;ocos(wt). A harmonikus erdvel gerjesztett

egyszabadsagfoku rendszer megoldasat felhasznalva a modalis elmozdulas megoldasa:

fio 1
yj(t)Zﬁz)z —cos(wt)
-2 ‘
U‘)Oj

Ezt felhasznalva a modalis 6sszegzés képletében a teljes szerkezet valaszabol az dllandosult

rezgésresz.
N
1 1
Xa(t)= 2 v,v] gy— ——cos (o)
j=1 (Doj 1_(1)_2 .
0y

Fenti képletbdl azt olvashatjuk ki, hogy minden (v j) rezgésalak:
*  szorozva van a gerjesztés idéfiiggésével (cos(mt)),
* szorozva van a tehervektor amplitidojanak a rezgésalakra vett vetiiletével (VJ-TqO) ,

* szorozva van a rezgésalak sajatfrekvencidjanak segitségével szamitott, a

1

s 1 r 1 2
rezonanciatényezdvel rokon tényezovel | 1 _ " |,

2
(1)0]'

1
2 .
0j

* osztva van a sajatkorfrekvencia négyzetével

Az utolso két tag hatasa, hogy a magasabb modokhoz tartoz6 vélasz éaltalaban kisebb hatasu.
Ez all annak a hatterében, amikor a sajatértékfeladatot csak részlegesen oldjak meg az elsé
néhany alak és sajatfrekvencia kiszamitasaval, a magasabb alakokat pedig elhanyagoljak.

Fenti levezetésben nem foglalkoztunk a rezonancia esetleges lehetdségével. Amennyiben a
gerjesztderd korfrekvencidja megegyezik a szerkezet j-edik sajatkorfrekvencidjaval, ugy a
fenti 0sszegzésben azt kell megnézni, hogy a j-edik 0sszegzendd elem végtelen nagysagu
lesz-e. Ha a v]T-q0 tag zérus, akkor az az Osszegzendd nulla lesz, igy nem okoz gondot, ha

viszont nullatél eltéro az értéke, akkor az adott frekvencian rezonancia kovetkezik be.

2
6 Ellendrzésként: moz\/EZq %:ww .
m
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3.4. Specialis kérdések

3.4.1. Tamaszrezgés

Egyszabadsagfoku rendszereknél lattuk, hogy a tdmaszrezgés gerjesztett rezgésként kezelhetd
a megfeleld gerjesztderd meghatarozasaval. A feladatunk tobbszabadsagfokl szerkezetek
esetén is e gerjesztoer6k meghatarozasa.

A peremfeltételek figyelembevételéhez bovitsiik ki az eddig hasznalt modelliinket un. kiilsé
szabadsagfokokkal: ezek azok a pontok, amelyek elmozdulasai eldirtak, ezeket az eloirt
értékeket gytijtsiik a x,(t) vektorba. Ezekre a kiilsé szabadsagfokokra a terheken és belsé
erokon kiviil az ottani reakciderOk hatnak, ezek alapjan irhatjuk fel blokkos alakban a
kibdvitett mozgasegyenletet’:

M M, i(t)_'_
M, M,| xt)

K K,
T
Kk Kkk

x(t)|_

Xk(t) -

q(t)
qi (t)+r ()]

Fenti egyenletben a &k indexek mindig a kiils6 szabadsagfokokhoz k&tddd mennyiségekre
utalnak, az r,(t) vektorban pedig a kiils§ szabadsagfokokra hato reakciderék szerepelnek.
Amennyiben a timaszok elmozdulasa nulla, tgy a gyorsulasaik is, ezért a x,(t) ésa X(t)
vektorok (amikkel az elsé blokksorban a K, és M, matrixokat szorozzuk) zérus
nagysagiak, az elsé blokksorbol visszakapjuk az M x(t)+K x(t)=q(t) egyenletet. Ennek
megoldasa utan a masodik blokksorban mar csak a reakciok maradnak ismeretlenek, igy azt
azok meghatarozasara hasznalhatjuk.
Amennyiben a tdmaszok elmozduldsa nem nulla, Gigy az elsé blokksor altal kifejezett
egyenletet atalakithatjuk ugy, hogy az eldirt ( x,(t) -t és X, (t) -t tartalmazo) mennyiségeket
az egyenlet jobb oldalara rendezziik:

Mx(t)+Kx(t)=q(t)- M, %, (t)—K,x,(t) .
Az elmozduldasok vizsgadlatahoz tehat a tadmasz mozgasat egy olyan teherként vehetjiik
figyelembe, ahol a szabadsagfokokra jutd erdjellegli terheket modositjuk a tdmaszok
mozgasabodl szarmazdé — M, &k(t)—K K Xk(t) erével. Az elmozdulasok meghatarozasa utan a
masodik blokksorban mar csak a reakciok maradnak ismeretlenek, igy azt azok
meghatarozasara hasznalhatjuk.
Tobbszabadsagfoki  szerkezetek — foldrengésvizsgdlatdhoz  feltételezziik, hogy a
szabadsagfokokra hat6 erdjellegii terhekbol szarmazé q(t) vektor egy nullvektor. (Ha nem
az, akkor a szamitds végén a szuperpozicié elvét haszndlva adhatjuk hozzd a hatdsat a

7 A hipermatrixos jeldléssel egyetlen matrixegyenletként irtuk fel a belsd és a kiils6 szabadsagfokok
mozgasegyenleteit:

Mx(t)+M, %, (t)+K x(t)+ K, x,(t)=q(t)
M, %(t)+ My %, (t)+ K x(t)+ K, x, (t)=q, () +1,(t)
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szamitott eredményekhez.) Ezutin még két megkotést tesziink a szamitds elején.
Feltételezziik, hogy az 0Osszes megtamasztott szabadsagi fok azonos irdnyban és azonos
mértékben mozdul el a z(t) fiiggvény szerint, és az igénybevételeket okozo, alakvéltozassal
jar6 elmozdulasokat akarjuk csak meghatarozni. Az els6 feltételezésiinket matematikailag gy
irhatjuk le, hogy ez el6irt elmozdulasok vektorat a z(t) skalarfiiggvény, és a timaszmozgas
iranyadba es® egységnyi eltolodasnak a kiilsé szabadsagfokok iranyaba esd vetiileteit
Osszegyljto vektor, az un. mutatovektor (index-vektor) szorzataként irjuk fel:

xi(t)=iz(t),
ahol I, a kiilsé szabadsagfokok mutatovektora (ezzel tudjuk kifejezni, hogy a tamaszok
vizszintes elmozduldsa esetén a fiiggdleges iranyu eltolddast kifejezd szabadsagfok
elmozduldsa nulla). A belsé csomoépontok elmozdulasat két tag dsszegeként irjuk fel: az elsd
egy merevtest-szerli mozgas, mely a tdmaszmozgas iranyaba esd, z(t) nagysagu eltolodas
minden szabadséagi fokban, a méasodik pedig az alakvaltozést okoz6 elmozdulasokbol all. Az
elébbi szamitasahoz bevezetjiik a belsé szabadsagfokok i mutatovektorat, ami azt mutatja
meg, hogy a tdmaszmozgas irdnyaba torténd egységnyi statikus eltolodas esetén az egyes
szabadsagfokok elmozduldsa mennyi lesz, az alakvaltozast okozo elmozduldsokhoz pedig
bevezetjilk a tamaszokhoz képesti elmozdulas u(t) vektorat:

x(t)=iz(t)+u(t).
A fentiek szerint eldallitott elmozduldsvektorokbdl a gyorsulasvektorok:

(e)=iz(t)+i(e) es %(t)=iz(t) .
Ezeket beirva bels6 szabadsagfokok mozgasegyenletébe, az ismert €s ismeretlen mennyiségek
egy oldalra rendezése utan azt kapjuk, hogy:

Mi(t)+Ku(t)=—Miz(t)-M,i, z(t)-Kiz(t)—K,i,z(t).
Az egyenlet jobb oldalan az utols6 két tag egylittesen a —(K i+K kik) z(t) erdrendszert fejezi
ki. A zardjelen beliili rész azt az erérendszert fejezi ki, ami akkor keletkezik, ha az Osszes
(belso és a kiilsd) szabadsagfokot elmozditjuk a tdmaszrezgés irdnyaba egységnyivel. Mivel
ebben minden szabadsagfok szerepel, ezért ez a mozgas egy merevtest-szerli mozgas lesz,
amihez nem tartozik alakvaltozas, igy a zardjeles kifejezés egy nullvektor lesz, azaz ez a két

tag nem befolyésolja a szamitast. A megmaradoé két tagot blokkos szerkezetben is irhatjuk:

2(t).

- M M,

i
ik
A matrix-vektor szorzat a kibdvitett (teljes) tomegmatrix belsé szabadsdgfokokhoz tartozé

sorainak és az Osszes szabadsagfok mutatovektoranak a szorzataként ad6do vektor, ami a

mutatovektoron keresztiil fiigg a tdmaszrezgés iranyatdl is, ezért az adott irdnyu
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tamaszrezgéshez tartoz6 szabadsagfokonkénti tomegek vektora. Ezt a vektort m -mel jeloljiik:
i
ik

m=M M,

Ezt felhasznalva az alakvaltozasok meghatarozasara szolgald6 mozgasegyenlet:
Mi(t)+Ku(t)=—mi(t) .

Ennek az egyenletnek a modalanalizissel torténd megoldasa esetén a j-edik egyszabadsagfoku

rendszer differencidlegyenletének alakja:
y(t)+og; y(O)=—vjmz(t)

lesz, ahol bevezetve a modalis részvétel (modal participation) T ]:vfm fogalmat:
yj(t)+ag;y(0)=—TZ(t)

adédik. Amennyiben a tamasz mozgésa a valaszspektrumaval van megadva, ugy a modalis

elmozdulas legnagyobb értékét az S, (T, j) pszeudogyorsulasbol tudjuk felirni:

Spa(To))

2

max __
yi =T;
U‘)Oj

max

Ez a modalis elmozdulas a v;y;" szabadsagfokonkénti elmozdulassal egyenértékii, amely
elmozdulasrendszert az f7“=Kv,;y;" statikus erérendszer hozna létre. Mivel V; egy

sajatvektor, ezért Kv j:mf) jMv;. Ezt és a maximélis modalis kitérésre levezetett
Osszefliggést felhasznalva a j-edik rezgésalakban a legnagyobb alakvaltozasokat és

igénybevételeket az

max S a(T )
f; =w3jMerJpw—z’m:M"jrj5pa<T0j)
0j

modon szamithatd statikus helyettesitd erdrendszer okozza. Barmely keresztmetszet
igénybevételeinek rezgésmodonkénti maximumait a fentiek szerint kiszamitva az 0sszegzést

az eldjelek és az egyidejliségek figyelembevételével kell és lehet elvégezni.

3.4.2. Az dltalanositott sajatértékfeladat kozelito megolddsa — Rayleigh-hdanyados
A (K —wg M ) v=0 Aaltalanositott sajatértékfeladat esetén egy tetszdleges N-elemii v vektorra
az alabbiak szerint definialjuk a Rayleigh-hanyadost:

T

v Kv
R(v)= .
<) vV Mv

A Rayleigh-hanyadosnak egyik fontos tulajdonsaga, hogy ha a vektor a rendszer valamelyik

sajatvektora, akkor a hanyados értéke a sajatvektorhoz tartozo sajatkorfrekvencia négyzete:
_ 2
R(v;)=wy; .

Ennek bizonyitdsa a sajatvektorok tulajdonsagainak levezetésénél kordbban mar felirt
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viKv j =w; jv,.T My ; Osszefiligges alapjan konnyen belathato.
Ha a vektor nem sajatvektor, akkor is felirhat6 a tomegmatrixra normalt sajatvektorok linearis

kombinaciojaként:

N
V:ZOLJ-VJ-.
j=1

crcr

hanyados atalakithat6 az alabbi alakra:

N

2 2

Zajwoj
R(v)=

— .
2o
i
j=1

N N
7 71z s 2 2 2 2 r o r r ’
A szamlalot kibdvitve +Z Oij(n—Z oy, -tel €és az Osszegzéseket atalakitva azt
j=2 j=2

kaphatjuk, hogy:

S 2/ 2 2
Zaj(o‘)Oj_(’om)

R(v)=aw, +£2 =
2o
i=1

A masodik tag vagy pozitiv (hiszen az elsd sajatkorfrekvencia a legkisebb), vagy nulla (ha

v|lv,), amib8l a Rayleigh-hdnyados azon tulajdonsagat allapithatjuk meg, hogy mindig

” . ” .7 . . ’ 2
nagyobb vagy egyenld mint az elsd sajdtkérfrekvencia négyzete: R(v)=wy, .
N-1 N-1
Ha a szamlalo bévitésé +) dwpy— 2, aogy  kifejezést hasznaljuk, akk
S 6 bdvitésére a 10y jooy  kifejezést hasznaljuk, akkor az
j=1 j=1
Osszegzések atalakitasa utan azt kapjuk, hogy:
N-1
> o, ~oi
a; (g y

R(v)=0wpy+I= N
2
o
.;1 !

Itt a masodik tag vagy negativ (hiszen az utolsé sajatkorfrekvencia a legnagyobb), vagy nulla

(ha v|lvy), amib8l a Rayleigh-hanyados azon tulajdonsagat allapithatjuk meg, hogy mindig
kisebb vagy egyenld mint az utolsé sajatkérfrekvencia négyzete: R(v)<wiy .

A Rayleigh-hdnyados fenti tulajdonsagait felhasznalhatjuk a sajatkorfrekvencia becslésére is.
TetszOleges rezgésalak felvétele esetén az alakot leird vektorbdl szamitott hanyados az elsd
sajatkorfrekvencia négyzeténél nem kisebb érték lesz. A kiilonbség annal kisebb, minél
jobban eltaldljuk a vektorral az elsé rezgésalakot. Ennek kiilondsen olyan diszkrét

szerkezeteknél lehet nagy haszna, ahol egy egyenértékli kontinuum-modell rezgésalakjat
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konnyen leirhatjuk valamilyen fliggvénnyel, igy annak a diszkrét pontokban vett értékeivel a
rezgésalakot jol kozelitd vektorbdl szamitott hanyados a sajatkorfrekvenciat is jol kozeliti

majd.

3.4.3. Az altalanositott sajatértékfeladat atalakitasa

A (K —wi M )v=0 homogén egyenlet formajaban megadott altalanositott sajatértékfeladatot
altalaban atrendezhetjiik sztenderd sajatértékfeladattd. Amennyiben a tOmegmatrix
invertalhato, akkor a Kv=w, Mv alakban felirt egyenlet mindkét oldalat balrél beszorozva
az inverzzel az M 'Kv=w,v feladatot kapjuk. Ez egy sztenderd, Av=Av alakban irhat6
sajatértékfeladat, ahol A=M 'K és A=w,.

Amennyiben a merevségi matrix invertalhatd (marpedig épitdmérndki szerkezeteknél

altalaban ez a helyzet), akkor annak inverzével beszorozva mindkét oldalt és a

1 _
sajatkorfrekvencia négyzetével pedig leosztva azt kapjuk, hogy: 3 v=K 'Mv
0

1
Ez is egy sztenderd, Av=Av alakban irhat6 sajatértékfeladat, ahol A=K 'M és A= g .
0

A fenti két atalakitasban kozos, hogy sziikség van hozza egy nagy matrix invertalasara és két
nagy matrix szorzatara, rdadasul a kapott A matrix tipikus esetben nem szimmetrikus. A
sztenderd sajatértékfeladat megoldasaként kapott sajatvektorok megegyeznek az eredeti
feladat sajatvektoraival, az elsd esetben a legkisebb, a masdik esetben pedig a legnagyobb
sajatértékhez tartozik az elsd sajatkorfrekvencia.

A sztenderd sajatértékfeladat részleges megoldasara létezik egy egyszerl iterativ modszer.
Egy altalanos v vektornak minden sajatvektorra van valamekkora vetiilete. Ha ennek a

vektornak egymas utdn képezziikk az A matrixszal vett szorzatat, akkor az eredmény a
legnagyobb sajatértékhez tartozo sajatvektorhoz fog tartani AAA...AAv=>Ajv,||v,.Azaza

masodik atalakitas esetén ez az eljaras éppen az elsé rezgésalakot szolgéltatja.

3.4.4. Modalanalizis az altalanositott sajatértékfeladat részleges megoldasa esetén

A sajatértékfeladat részleges megoldasa azt jelenti, hogy az N sajatvektorbol csak az elsd n
sajatvektort €és a hozzajuk tartozé rezgésalakokat hatarozzuk meg. A rezgésalakok V matrixa
helyett tehat csak egy redukalt matrixot hasznalunk: V= vV, v, ... v,|. Ezekre az
alakokra természetesen ugyanugy igaz a sajatvektorok normaltsaga, illetve ortogonalitdsa, de

az ezt kifejezd matrix-szorzatok eredménye egy-egy kisebb métrix leszz V' MV=E és
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~

VIKV=Q%. A méretek eltérése miatt tehat a V' M matrix nem lehet az inverze a V
matrixnak, igy a VV' M szorzas, bar elvégezhetd, de nem egy egységmatrixot eredményez,
miként az MV V'™ M szorzat sem adja vissza a teljes tomeg matrixot, csak annak a szamitas
soran hatékony részét. A célunk azonban az, hogy a matrixok hatésat, illetve annak kelld
hanyadat kapjuk meg a szamitas eredményeként.

A tamaszrezgés vizsgalatanal lattuk, hogy a tdmaszok mozgdsanak irdnydba mozgd
szabadsagfokonkénti tomegeket a mutatovektor segitségével allitjuk el6. Ennek az i
vektornak a segitségével képezhetjik az alabbi szorzatot: i' MV V' Mi. A szorzatot
elemeire bontva azt tapasztaljuk, hogy a V' Mi szorzat egy olyan n-elemii vektor, melynek a
j-edik eleme éppen a j-edik rezgésalak modalis részvétele: vfM i :v? m=1I";. Mivel ezt a
vektor a sajat transzponaltjaval szorozzuk balrdl, az eredmény az egyes modalis részvételek

négyzetosszege lesz. Egy rezgésalak modalis tomegét a modalis részvétel négyzeteként

2
Jj°

definialjuk: m;=1I";, a szamitas soran hasznalt hatékony (effektiv) tomeg pedig a modalis

tomegek Osszege: meff:Z mj:Z Ff.:iTM‘N/T/TMi .
j=1 j=1

Ennek a teljes tomeghez viszonyitott aranyat irdk el a szabvanyok.

3.4.5. Dinamikus rezgéscsillapitas

Ezt a fogalmat annak a jelenségnek a leirdsdra hasznaljuk, amikor a tobbszabadsagfoku
szerkezet valamelyik részét (tomegét, illetve a kornyezetéhez vald kapcsoldodasanak a
merevségét) ugy hangoljuk, hogy a tipikus (harmonikus) gerjesztés esetén a fo szerkezeti
elemek elmozdulasai kicsinyek (az allandosult rezgésrészben akéar nulla amplitidojiak)

legyenek.

3.4.6. Megforditott szabadsagfok hatdasa
Ha egy szabadsagfok pozitiv értelmezési iranyat megforditjuk, akkor annak az alabbi hatasai
lesznek:

* A merevségi ¢s a hajlékonysagi matrixban egyarant szoroznunk kell minusz eggyel
mind a szabadsagfokhoz tartoz6 oszlop, mind a szabadsagfokhoz tartoz6 sor elemeit.
(Hiszen az elmozduldsok pozitiv iranydnak megvaltozasaval a szabadsagfokra hato
erd pozitiv iranyat is meg kell forditanunk.) A f64atlobeli tagot mindkétszer szorozzuk,
igy annak eldjele végiil nem valtozik.

* A sajatkorfrekvencidk azonosak lesznek, hiszen az a fizikai rendszer jellemzoéje.

* A sajatvektorokban az érintett szabadsagfokhoz tartozo tag eldjele megfordul.

2018-08-07 Tartok dinamikéja oravazlat: - 36



* A rezgésalakok fizikailag azonosak lesznek (hiszen az ellenkezd eldjelii tagot a
sajatvektorbol az ellenkez0 irdnyu szabadsagfokhoz kell viszonyitani).
Tobb szabadsagfok megforditasa esetén természetesen fentiek egymas utan végrehajtandok és

értelmezendok.

4. Keretek rezgésvizsgalata végeslemmodszerrel

4.1. A matrix-elmozdulismédszer hattere, merevségi matrixa

A félév soran mar lattuk, hogy folytonos szerkezeteken csomépontok, szabadsagfokok
felvételével a diszkretizalt szerkezet elmozdulasainak szdmitasaival hogyan hatarozhatunk
meg merevségi matrixot, melyet a dinamikai vizsgélathoz is hasznalhatunk. Bonyolult, nagy
szerkezeteknél az eddig bemutatott modszer mégsem jarhato ut: a sok szabadsagfok miatt sok
elmozdulast kell kiszdmolni a hajlékonysagi matrixhoz, majd a nagy méretli matrixot
invertalni. A sok szabadsagfok miatt a matrix nagy méretén nem lehet valtoztatni, de legalabb
a sok szadmitasi munka egyszeriibb elemekre bontasat és igy automatizalhatosagat tlizziik ki
célként (a nagyméretli altalanositott sajatértékfeladatot ugyis szamitégéppel oldatjuk meg).
Ehhez a Tartok statikdja L.-II. targyakban is latott mdédszerhez nyulunk. Vegyiink fel olyan
szabadsagfokokat, melyek egyenkénti elmozdulasai csak a tartonak egy, az érintett
szabadsagfokhoz kapcsolodd részén okoznak alakvaltozasokat. Egy sikbeli keretszerkezet®
esetén ezt Ugy érhetjiik el, ha a rudtengelyt megszakitd csomopontokban nem csak az
eltolodasokat, hanem az elforduldsokat is szabadsagfoknak tekintjiik.

Ha példdul a jobb oldalon lathatd §; g g o

gerendat harom kozbensé csomodponttal

Il
négy szakaszra bontjuk, akkor egy % M/@% %

csomopont  egységnyi  eltolasahoz,

illetve elforditisahoz csak a kapcsolodo ij_‘j'vg"j_%

szakaszok végein kell a csomdpontokra a szabadsagfokoknak megfeleld erét, illetve

nyomatékot miikddtetni az egyensuly fenntartdsdhoz. A tobbszabadsagfokl rendszereknél mar
megtanultuk, hogy ezek a csomdponti erék és nyomatékok alkotjadk a merevségi matrix adott
szabadsagfokhoz tartoz6 oszlopat (meg persze van ott jO par zérus értékli is), azaz itt
lehetdség nyilik a hajlékonysagi matrix felirdsa helyett az egyes szakaszokrol, mint rugalmas
elemekrdl a csomopontokra atadodo erdknek az Gsszegzésére, amit kordbban kompilaldsnak
neveztiink. Az egyes szakaszok (amiket elemeknek hivunk majd) esetén kiilon-kiilon
szamitjuk az elemi merevségi matrixot. Az elemi merevségi matrix szamitasahoz

8 Itt keretszerkezetnek tekintiink minden oszlopokbol, gerendakbol allo szerkezetet, aminek az elemei
htzas-nyomast, illetve hajlitast szenvedhetnek.
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kiilonvalasztjuk a huzas-nyomdashoz és a hajlitashoz tartozé elmozdulasokat, ezért egy lokalis

koordinatarendszerben hatarozzuk meg el6szor, majd az elem helyzetétdl fiiggden

transzformaljuk a globalis koordinata-rendszerbe.

El8szor egy elem lokalis koordinata-rendszerében [ m_,x
nézzilk meg a matrix eldallitasat, ehhez a jobb
oldalt lathato lokalis koordinatarendszerben nézziik

az elemet. Az ij-elem elmozdulasvektora a két csomdpont elmozdulésvektorabol allithato eld:

lok
lok __ ul‘
ij | lok | o
u;

u

ahol a két csomodponti elmozduldsvektor elemei a hosszirdnyu eltolédas (u), a merdleges

eltolddas (w) és az elfordulés (P ):

u; u
lok lok__|
U =lw, % =|w,

(piy (pjy

Az elemvégi elmozdulasokbdl az elemvégre hato erdket a

lok
lok __ fio _Klok lok
fi = flok |~ u;
j

formulaval szamitjuk, ahol az erék vektoraiban a szabadsagfokokra hat6é rugalmas hatasok

szerepelnek, hosszirdnyu erd, merdleges iranyu erd és forgatonyomaték:

in ij
lok lok
fi - in ’fj = sz )
M, M,

az elmozdulasok és erdk kozotti kapcsolatot pedig az elemi merevségi matrix irja le. Utobbi
oszlopait tehat a befogott-befogott gerenda végponti reakcioit felhasznalva irhatjuk fel,
amennyiben a kezdd-, vagy végpontjat egységnyivel eltoljuk hosszirdnyban, vagy a
radtengelyre merdlegesen, illetve elforgatjuk. A hat oszlopot kiilon-kiilon végigszamolva

kapjuk a 6X6 -0s merevségi matrixot az elem lokalis koordinata-rendszerében:

1! EA EA o
Foll7T % = 2 %
0 12 EI 6 EI 0 12 EI 6EI
F, P - 12 - P - E || Wi
0 __6EI 4FEI 0 6 EI 2EI
Miy _ lZ 1 12 1 (piy
| _EA EA
ij __I 0 0 T 0 0 u}.
12EI 6EI 12 EI 6EI
FZJ' 0 - 3 2 0 3 2 W
l 1 1 1
6EI 2EI 6 EI 4 EI
MD’ 0 - 12 1 0 12 1 (pj}’
| 1 I [ | |
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A merevségi matrix harom jellemzdjére hivjuk fel a figyelmet:

* A merevségi matrix szimmetrikus.

* Emlékeztetliink, hogy az egyes oszlopok mindegyike egy egyensulyban levd, de
deformalt rid végeire hatd erdket tartalmazza. Az x-, illetve z-irdnyu vetiileti
egyenleteket rendre az elsO és negyedik, illetve a masodik sor 6sszegeként irhatjuk fel,
ezért azoknak nullat kell adni. A nyomatéki egyensulyt a harmadik és hatodik sorok és
a masodik sor [-szeresének Osszegével ellendrizhetjiik, hiszen annak is nullanak kell
lennie.

*  Végiil, a merevségi matrix elemeiben szerepld tortek nevezdjének hatvanykitevdjét
ugy ellendrizhetjiik, hogy tudjuk, milyen elmozdulasi szabadsagfokbol milyen erét,
vagy nyomatékot kell kapnunk a vele valo szorzast kovetden.

A merevségi matrix elemeit a virtudlis elmozdulasok tétele segitségével is szamolhatjuk.
Ehhez egy adott sorban olyan elmozdulasrendszert kell felvenni, amelyen a keresett radvégi
erd6 munkat tud végezni. Az ilyen elmozduldsok persze éppen az egyes szabadsagfokok
egységnyi elmozduldsdhoz tartozd elmozdult alakok, ugyanugy, mint az egyes oszlopok
szamitasdhoz felvett elmozdult alakok esetében. Ezeket az elmozdult alakokat leiro
fliggvényeket az adott szabadsagfok alakfiiggvényének nevezziik. A virtudlis elmozdulasok
tételét formalisan felirva azt tapasztaljuk, hogy egy adott sor- és oszlopban levé elem
szamitasahoz a kapcsolodo két szabadsagfok alakfiiggvényének megfeleld derivaltjainak és az

alakvaltozashoz tartozo keresztmetszeti merevségnek a szorzatintegraljat kell kiszamolni.

4.2. Merevségi matrix végeselemmodszerrel
Az el6z0 pont végén leirtakat matrixos alakban is megfogalmazhatjuk.
A szabadsagfokok alakfiiggvényeit a bazisfiiggvények matrixaba gytjtjiik:

_| N (x) 0 0 N,(x) 0 0
0 Nz(x) N3<X) 0 Ns(x) NG(X) ’

lok

ahol N,(x) a k-adik szabadsagfokhoz tartozé alakfiiggvény. Ezzel az N (x)u;

j szorzat két
sora az u(x):ui-Nl(x)+uj-N4(x), w(x):wi-Nz(x)+cpiy-N3(x)+wj-N5(x)+cpjy-N6(x)
elmozdulasfiiggvényeket hatdrozza meg.

Vezessiik be az L operdtormatrixot:

a
[= dx
0l
2
dx

ami a moge irt matrixon az eldirt derivalast hajtja végre. Ezzel eldallithatjuk a keresztmetszet
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alakvaltozasait (fajlagos megnyulésat és gorbiiletét):

LN (x)u.

ij

Fenti szorzatban a csomoéponti elmozdulasok vektora fiiggetlen az x koordinatatol, ezért

vezessiuk be az alakvaltozasok matrixat:

dn,(x) o M) 0
B(x)=LN(x)=| & dx
d’°N,(x) d°N,(x) d*Ns(x) d°Ng(x)
0 2 2 O 2 2
dx dx dx dx
Végiil a normal- és hajlitdmerevségeket a keresztmetszet merevségi matrixaba gytjtjiik:
p=|EA 0 .
0 EI

Fenti bevezetett matrixos jeloléssel a merevségi matrixot a

K= [ B'(x) DB(x)dx
1

képlettel szamolhatjuk.

Az igy kiszdmolt merevségi matrixot at kell még transzformalni a globalis koordinata-
rendszerbe és kompilalni a szerkezet merevségi matrixaba, amit a 4.4. pontban mutatunk majd
be.

Maga a matrix persze nem kiilonbozik a korabban felirttél, viszont a végeselemes
megfogalmazas lehetdvé teszi mas tipusu szerkezetek (tarcsak, lemezek, testek, stb.) esetén is
a rendszer matrixainak eléallitdsat, csupan a szabadsagfokok vektorat, ¢és a
bazisfiiggvényeket, azok matrixat, az operator és az elemi merevségi matrixot kell mas

moédon (és méretben) eldallitani.

4.3. Keretek tomegmatrixa

4.3.1. Diagondl tomegmatrix

Keretek dinamikai szamitisat a statikai vizsgélathoz hasonloan egy tobbszabadsagfoku
diszkrét rendszer vizsgalatara vezetjiilk vissza, ezért a szabadsagfokok elmozdulasainak
masodik derivaltjait tartalmazé gyorsuldsvektor szorzotényezdjére, a tOmegmatrixra is
sziikségiink lesz.

A legegyszeriibb esetben a gerendaelemet félbevagjuk, és a félgerenda hatasat kell a radvégi
csomopontokba, az ottani szabadsagfokokba redukalni. Ehhez tételezziik fel, hogy az elem
fajlagos (egységnyi hosszra jutd) tomege Y. Az eltolédasokhoz egyszerlien csak a fél
gerendaelem tomegét kell beirnunk. Az elfordulasi szabadsagfokokra a perdiilettételt irjuk fel
mozgasegyenletként, tehat a szoggyorsulds szorzétényezdje a csomdpontra vett tehetetlenségi

nyomaték (tdmegszer hossz a négyzeten per harom). Ezekkel a tagokkal a
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diagonaltomegmatrix alakja:

1/2
1/2
Jok __ 1’124
My =ul 1/2
1/2
1’124

Ezt a tomegmatrixot barmilyen koordinatarendszerbe forgatjuk, mindig megtartja

diagonalszerkezetét és az egyes tagok értékét is.

4.3.2. Blokk-diagonal tomegmatrix

A gerendaelem félbevagasaval kapott diagonaltomegmatrixndl nem csak a gerendaelem
felezésével végeztiink egy egyszerlsitést, de a haladd félgerenda sulypontjanak a
csomopontra vett perdiiletét illetve az elforduld félgerenda sulypontjanak eltolodasat is
elhanyagoltuk. Ha ezt is figyelembe vessziik, akkor a matrix az aldbbi alakra modosul a

lokalis koordinatarendszerben:

1/2
12 —1/8
Jok _ —1/8 /24
M =ul 1/2
12 1/8
1/8 F/24

Ezt a valtozatot blokkdiagonal tomegmatrixnak nevezziik. A koordinatarendszer forgatasa
esetén ez a matrix a blokkdiagonal szerkezetét 6rzi meg, de az elemi tomegmatrixnak lesznek
foatlon kiviili elemei.

Ugyanakkor, a szerkezet tomegmatrixdnak kompilalasa sordan az egyes elemekbdl szdrmazé
foatlon kiviili tagok kiejthetik egymast, ha egy csomdpont koriil ugy helyezkednek el az
elemek, hogy a kapcsolédd elemek sulypontja a csomodpontra esik. Ilyen lehet példaul
szimmetrikusan elhelyezkedd elemeknél, de tipikusan nem ez torténik eldgazasoknal,

sarkoknal.

4.3.3. Konzisztens tomegmatrix
Ha a végeselemes megkozelitést hasznalunk, akkor a félbevagott radelemnél pontosabban is
kozelithetjiik a tehetetlenségi hatdsokat. A merevségi matrix szamitdsdnal is hasznalt

bazisfiiggvények matrixaval szamithat6 a konzisztens tomegmatrix:

Mﬁ;CZJ‘ uN"(x)N(x)dx _
L
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Elnevezésének hattere, hogy eldallitdsdhoz ugyanazokat az alakfiiggvényeket hasznaljuk,

mint a merevségi matrix szamitasahoz, azzal konzisztens alakot tételeziink fel. Elemei:

173 1/6 '
13/35  —111/210 9/70  131/420
M =l —111/210  I’/105 —131/420 1°/140
i 1/6 1/3
9/70  —131/420 13/35  111/210
. 131/420 I°/140 111/210  I’/105 .

Latszik, hogy ez a matrix teli matrix, a forgatas, ill. a kompilalas sem hozza diagonal-alakra.

4.4. Rendszermatrixok kompilalasa, altalanositott sajatértékfeladat

lok

Amennyiben a gerendaelem lokalis koordinata-rendszerében megadott a** vektor elemeit a

k

a’=T ijalo transzformacioval lehet a globalis koordinatarendszerbe forgatni, gy az elem

merevségi és tomegmatrixat egyarant a

T. 0

J

AT_
ij_

matrix segitségével forgathatjuk a globalis koordinatarendszerbe:

gl _ & lok 4T
K9=T, K*T!

gl_ & lok n T
ij > Mi]' _TiiMii Tij :
A gyakorlatban a fenti szorzast nem a 6X6 -os matrixokon végezziik el, hanem 3X3 -as

blokkonként:

lok ,AA =T
T, K "T,

i

lok,BA qnT
T, K5 T!

lok ,AB =T
T;K; T,

ij

lok, BB nT
T, K]

lok, AA o T
T,M™MT)

ij

lok ,BA qn T
T, M T!

lok, AB =T
T,M"T)

ij

lok ,.BB nT | *
T, M T!

gl _

gl _
X i =

ij

Az egyes szabadsagfokokra hat6 erdk Osszegzése a matrixok kompildlasaval torténik.
Globalis koordinatarendszerbe forgatott elemi matrix elemeit a szerekezet (kezdetben nulla
elemekkel feltoltott) merevségi matrixanak a megfeleld elemeihez kell hozzaadni.

A teljes szerkezet merevségi és tomegmatrixara kell alkalmazni a tdmaszokat, azaz a nem
elmozdul6d szabadsagfokok sorainak és oszlopainak torlésével a matrixokat kondenzaljuk.
Tamaszmozgas esetén viszont figyelni kell arra, hogy a helyettesitd tehervektort szamitd

2(t)

-M M, i

I
szorzatban a tdmegmatrix esetleges nem-diagonal volta miatt az M, tag nem mindig zérus,

ezért elhanyagolasa hibat eredményezhet. A szabadsagfokonkéni tomegek vektorat tehat a

|

szorzattal kell szdmitanunk. A tovabbi Iépések nem kiilonboznek a tobbszabadsagfoku

m=M M,

rendszereknél tanultaktol.
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5. Folytonos rud hajlitorezgése

A végeselemes megoldasnal bemutatott konzisztens tomegmatrix eldéallitasi modjanal nem
igazoltuk, hogy az valdban valamilyen kozelitése lenne a folytonos rud rezgésének. Ez ebben
a targyban nem is célunk, de el6készitésként megmutatjuk, hogyan lehet vizsgalni a folytonos
rad hajlitérezgését. Az alapelv egyszerre nyul a szilardsagtan és az eddigi dinamikai
vizsgalatok mddszereihez. Egy elemi darab egyenstlya helyett Newton masodik térvényét
irjuk fel a belsé erdket az elmozdulasokbol q(x,t)
szarmaztatva, majd az elem méretét végtelen W

kicsire  csokkentve  hataratmenetben  egy

z
differencialegyenletet kapunk. w(x,t)

A hajlitorezgés vizsgalatdhoz az alabbi feltételezésekkel éliink:
+ adott a hossz mentén megoszl6 eré q(x,t),
* ismert a gerenda fajlagos tomege Y,
* érvényes a kis elmozdulasok elve,
* agerenda viselkedését az Euler-Bernoulli, modell irja le

* akeresztmetszetek elfordulasi tehetetlenségét elhanyagoljuk.

5.1. Kontinuum mozgasanak differencialegyenlete ‘ % ‘ q(x.t)

Egy elemi hosszisag szakaszra hato kiils6 és bels6 M z
eroket mutatja a jobb oldali dbra. A mozgasegyenletet M, +dM,
egy elemi darabra hato erdk alapjan irhatjuk fel:

—V,+|V,+dV,|+q(x,t)-dx=udx-w(x,t)

Egyszer(isités, dx-szel valo osztas és hatdratmenet utan
V,+dV,

, d
V. (x,6)+q(x,t)=piv(x,¢) g s

Az elfordulasi tehetetlenség elhanyagoldsa miatt a perdiilettételbdl nyomatéki egyensulyi

(' jeloli az x szerinti derivalast):

| dM
egyenlet lesz: —My—Vzdx+(My+dMy)+q(x,t)-dx-d7X=0,amib(’il V,= 7 y
X

az eddigiekbdl pedig:

M;(x,t)+q(x,t):u\}{/(x,t) .
A geometria egyenlet Ky(x,t):—w”(x,t) , mig az anyagegyenlet: My(X,t):EIy-Ky(X,t) ,
a kettd egyiitt:

My(x,t):—EIy-w”(x,t) .
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Ezt behelyettesitve a nyomatékfiiggvény helyére, és az oldalakat atrendezve a hajlitorezgés
parcialis differencidlegyenlete:
Elw  (x,t)+uw(x,t)=q(x,t).

Fenti egyenletben q(x,t) fejezi ki a gerjesztést, amennyiben az nulla, Ggy itt is szabadrezgésrol
beszélhetiink.
A megoldas itt is két rész dsszegébdl all:

* aszabadrezgés altalanos megoldasa, plusz

* az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa.
A kezdeti feltételeket a kettd Osszegével kell kielégiteni. E targy keretében csak a
szabadrezgéssel foglalkozunk.

5.2. Szabadrezgés altalanos megoldasa
A szabadrezgés homogén parcidlisdifferencidlegyenlete

Elw (x,t)+uw(x,t)=0.
Keressiik a megoldast a valtozok szétvalasztasaval, azaz egy, az alakot leird és egy, az
1dofiiggést leiro fliggvény szorzataként:

w(x,t)=w(x)-cos(myt) .
(Az id6fiiggést barmilyen mas, ®o -tol fiiggd harmonikus fiiggvény megadhatna, a rovidebb
megfogalmazas érdekében ezt most még igy roviditjiik.)
A feltételezett  megoldasfiiggvény  derivaltjait  behelyettesitjik a  parcidlis
differencialegyenletbe:

EIw (x)-cos(wyt)+uw(x)-(—og)-cos(w,t)=0,
és egyszertisitink az idOfiiggd taggal. Igy a rezgésalakra egy homogén, kozonséges
differencidlegyenletet kapunk:

Elw (x)—uwsw(x)=0.
Az alakfiiggvény differencidlegyenletének altalanos megoldasa:

w (x)=Asin (A x)+Bcos(hx)+Csinh(Ax)+Dcosh(hx),
ahol A a frekvenciaparaméter, a harmonikus tagokon beliil az alak hosszmenti oda-vissza
valtozasanak gyakorisagat jellemzi. Az altalanos megoldast visszahelyettesitve a kozonséges
differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy:

EI
M 2

azaz a frekvenciaparaméter és a sajatkorfrekvencia egyarant jellemzi a szabadrezgést:

EI'A*W(x)—nw,w(x)=0 - %-N‘:wé > w, =\

nagyobb frekvenciaparaméter, sliriibben valtozo rezgésalak esetén a sajatkorfrekvencia

nagyobb, a periddusido kisebb lesz.
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Az A,B,C,D paramétereket €s a frekvenciaparamétert a peremfeltételek segitségével kell
meghatarozni. A gerenda végein eltolodas, elfordulds, gorbiilet (hajlitbnyomaték), illetve
nyiréerd zérus volta lehet eldirva (végenként kettd). Az eloirt értékeket egy
egyenletrendszerbe foglalva egy homogén linedris egyenletrendszert kapunk A,B,C,D-re,
melynek az egylitthatomatrixa tartalmazza a frekvenciaparamétert. Ezt az egyiitthatomatrixot
nevezziik a gerenda F frekvenciamatrixanak. A frekvenciamatrix tehat az altalanos megoldas
paramétereinek egymashoz képesti ardnyanak a peremfeltételek fliggvényében torténd
meghatarozasara szolgalo egyenletrendszer egyiitthatomatrixa.

Mivel az egyenletrendszer homogén, nemtrividlis megoldasa akkor lesz, ha a
frekvenciamatrix szingularis, determinansa zérus. Ez egy nemlinedris kifejezést eredményez a
frekvenciaparaméterre, melynek tipikusan végtelen megoldasa van. A kontinuumnak tehat
végtelen frekvenciaparamétere és igy végtelen sok sajatkorfrekvencidja lesz. Ezeket most is
novekvd sorrendben sorszamozzuk: ®g;,0Wg,,W,5,... (és szilkség esetén a magasabbakat
elhanyagoljuk). A végtelen sok sajatkorfrekvencia mindegyikéhez kiilon A,B,C,D
paraméternégyes altal meghatarozott sajatrezgésalak tartozik. Utobbi rdadasul most sem
egyértelmii, de megfeleld norméléssal azzad tehetd. Kontinuum esetén a normalas altalaban
egy szorzatintegral segitségével torténik.

A kontinuum sajatrezgésalakjaira is 1igaz az ortogonalitds, azaz két rezgésalak
szorzatintegralja nulla, kivéve, ha azonos alak filiggvényérdl van szo6. A szabadrezgés
megoldasat végiil w(x,t)= ; (a COS(U% it)+b, Sm((“ol )) alakban irhatjuk fel, ahol a
végtelen sok a; és b, paraméter a kezdeti feltételektdl (a kezdeti alaktol és sebességtdl)
fliggenek. Ez gyakorlatilag egy végtelen szabadsagfoku rendszerre kiterjesztett képlete a
tobbszabadsagfoku rendszereknek.

A sajatalakok ortogonalitdsa egyben lehetévé teszi a végtelen szabadsagfoku rendszer

modalanalizisét. Ilyenkor az elmozdulasfiiggvényt a
x t = Z

alakban keressiik, ahol m;(x)-t modalis koordinatdanak nevezziik. A fenti alakot
behelyettesitve a rezgés parcidlis differencidlegyenletébe a rezgésalakokkal valo
szorzatintegrallal végtelen sok kozonséges differencidlegyenletet kapunk a modalis
koordinatakra. Azokat (azok maximumait) meghatarozva kaphatjuk meg a teljes szerkezet

valaszat.
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