Tartok dinamikaja
BMEEOTMAS43

2 EA /3 ZH / évkozi jegy
70% jelenlét / 2 legjobb ZH atlaga 50%

Németh Robert

Tartészerkezetek Mechanikaja Tsz.



Mit fogunk tanulni?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszerek rezgései
Tobbszabadsagfoku rendszerek rezgései
Rudszerkezetek rezgése

Kontinuumok rezgése



Mit fogunk tanulni ma?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok

modell

merevség, helyettesitd merevség
tomeg

csillapitas

mozgas differencidlegyenlete



Alapfogalmak — I.

Bevezetés

Epitémérnoki szerkezetek terhei - 4ltalaban allé teherként kezeljiik
Valo6jaban a terhek jo része mozog:

- hidakon atmend (gyalogos-, jarmi-) forgalom

- koncertterem kozonsége

- szélteher

- gépek mozgo részei miatti terhek

- stb.

Mi valtozik emiatt?

Idofiiggd elmozdulasok - id6fiiggd alakvaltozasok - id6fiigg6 igénybevételek
-Esetleg elegendd ezek maximumértéke.
Kovetelmények: teherbirasi, hasznalhatdsagi, stabilitasi kovetelmények

Mit hasznalunk? (~Elgksvetelmények)

- Kozonséges differencidlegyenletek (homogén ,inhomogén ,linedris , dllandé egyiitthatdjii, stb. )

- Tart6k elmozduldsainak szamitasa, matrix-elmozduldsmédszer ( Tartok statikdja I ., Szildrdsdgtan)
- Lineéris algebra (linedris egyenletrendszerek, sajdtértékfeladat , sajatérték , sajdtvektor)

- Parcidlis differencialegyenletek (vdltozék szétvdlasztdsa )



Alapfogalmak — II.

Miben mas a dinamikai vizsgalat az egyensulyi helyzetéhez képest?

Emlékeztetdiil a dinamika alaptoérvénye:

R=m-a
Itt a gyorsulas nem nulla - a jobb oldal nem nulla.
Ennek két oka lehet:

1. Konstans teher, stabil egyenstlyi helyzet = a kitéritett szerkezet visszatér az egyensulyi allapotban.

- Milyen gyorsan (mennyi id6 alatt) tér vissza?
- Mennyire megy tul az egyensulyi helyzeten, miel6tt megall?
(Hogy aztan ebbdl a nem egyensulyi, azaz kitéritettnek tekinthetd helyzetbdl visszatérjen, s.i.t.

Ez az oda-vissza mozgas a rezgés.)

A magara hagyott szerkezet mozgasa a szabadrezgés.
A kitérés maximumanak csokkenése a csillapitas hatasa.

2. Ido6fiiggo teher = gerjesztett rezgés
- Mi az elmozdulésok, alakvaltozasok, igénybevételek idofiiggése?

- Mi az elmozdulasok, alakvaltozasok, igénybevételek maximuma?



Szabadsagfok — I.

Szabadsdgfok :
azon skalarfiiggvények minimalis szama, mely elegend6 a szerkezet pillanatnyi helyzetének megadasara.
- valamilyen hely-, vagy elmozdulas-koordinata.

Példak egyszabadsagfoku szerkezetekre (mindig sikbeli feladat)
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Szabadsagfok — II.

Szabadsdgfok :
azon skalarfiiggvények minimalis szama, mely elegend® a szerkezet pillanatnyi helyzetének megadasara.
- valamilyen hely-, vagy elmozdulas.

Példak tobbszabadsagfoku szerkezetekre
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Mit fogunk tanulni ma?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok

modell

merevség, helyettesitd merevség
tomeg

csillapitas

mozgas differencidlegyenlete



Egyszabadsagfoku rendszer — modell és mozgasegyenlet

Modell : >
/ C
1 q(1)
Tarn| ™ —
;—/\/\/\/—
Elkilonités ,_,X( t)
fos(t) €—— q(t)
m —>
f,(t) e——

A modell elemei:
tomeg

merevség
csillapitas
gerjesztés (teher)
))
t))

elmozdulas (x(t
alakvaltozéas (u(

Az elmozdulast az egyenstilyi helyzethez
képest mérjiik. Globalis koordinata.

sebesség :
a helykoordinata id6 szerinti elsd derivaltja

(=220

gyorsulds:
a helykoordinata id6 szerinti masodik derivaltja

uw%:m)



Egyszabadsagfoku rendszer jellemzéi — tomeg )
m-x(t)+f(t)+f (t)=q(t)
A szabadsagfok elmozduldsa nem mindig azonos a rugalmas szerkezet

minden pontjanak elmozdulasaval - nem a teljes tomeg mozog azonos gyorsulassal.

A folytonos szerkezet tomegének csak egy része jelenik meg a modell tomegében.
- A teljes tomeg helyett egy redukdlt tomeget hasznalunk.

Példak a redukalt tomegre:

naiv kozelités: m~m,,/2

m C—> szakaszok tomegeinek a m
x(t)

fele a szakaszok végpontjaiba

pontosabb kozelités: ms_——m,,

hasonlo rezgésjellemzk m
x(t)

m~m../3

P —> 2—.{:“)



Egyszabadsagfoku rendszer jellemz6i — merevség . .
m-x(t)+f(t)+f(t)=q(¢)

A rugalmas visszatérit6 eré ardnyos a rugé megnyulasaval/rugalmas szerkezet alakvaltozasaval: u(t).
Linedrisan rugalmas szerkezet: az aranyossagi tényezd a rugomerevség :k.

fo(t)=k-u(t)

Ha a rug6 masik vége (a timasz) nem mozog, akkor x(t)=u(t).

f.(t)=k-x(t)
Rugdémerevség fizikai jelentése: egységnyi elmozdulast 1étrehozé statikus erd.

Rugalmas szerkezeten helyettesité vagy ekvivalens rugomerevség szamithato a jelentés alapjan:

Példaul: lk

& g, @~
k2 k2 ki k-I° . _48EI
b i 12 ! 4 -

/2

Hatrany: paraméteres reakciok, igénybevételi abrak, elmozduléasok.



Egyszabadsagfoku rendszer jellemz6i — merevség ll.

A helyettesité vagy ekvivalens rugémerevség szamithat6 az ellentettje alapjan is.

Ez a szerkezet hajlékonysdga, vagy engedékenysége. - f :% , 6sigy k=1

f

Fizikai jelentése: egységnyi statikus er6 altal 1étrehozott elmozdulas.

ll
- )
1/2 1/2 1l
2 12 4

m-%(0)+f(t)+f,(t)=q(t)

=

f_

1P
48 EI

7

1 48EI
S>k===
f r

Sorba és pdrhuzamosan kapcsolt rugok helyettesité merevsége

k, k, Soros kapcsolas Ky Pdrhuzamos kapcsolas

m rugderdk azonosak k m rugéerfi}k}bsszeadédnak

Vo & ar ar ar or v ar av or o ov ov or ov ov ov v av av 4 mEgHYﬁléSOk osszeadodnak: y B4 A4 EE— I megHYUIHSOk azonosak:
f=f+f, k=k +k,
k 1_1 N 1 k l:i+i
m k k. k, m ffif

LA AR AR R AR AR AR AR AR AE AR 4E 4E 4% 4% 4

17777777

70777

Hanem linearisanrugalmas a szerkezet ,akkor a helyettesité rugo sem linedris - a differencidlegyenletis nemlinedris



Egyszabadsagfoku rendszer jellemzéi

— merevség HF

Szamitsa ki az alabbi szerkezetek helyettesitd rugomerevségét!

(Az x koordinata jel6li a szabadsagfok helyét.)

EI=1300 kNm?

L. A

Ha=2rn= b=3m

EI=2400 kNm®
Y 4 2

a=2,2m =b:1,3mI

—» X

777

I 0777 7777777777777

g EI=4300kNm?
1x

[=2,4m

g EA=4300kN

[=2,4m

EI=1300 kNm®

h=3,6m

[=7,2m

g EI=4300kNm”

v x 7

~a=3m_b=3m

! EI=1300 kNm® !

[=72m

h=3,6m

gt




Egyszabadsagfoku rendszer — modell és mozgasegyenlet

Modell : - A dell el )
y c modell elemei:
$_|:'_ q(t) tomeg
y k m. —> merevség
4
j_/\/\/\/_ csillapitas
VP77 7777777777777 777 gerjesztés(teher)
Elkiilonités «(0) elmozdulds (x(t))
e alakvaltozas (u(t))
fo(t) q(t)
f(t) 4 " I Az elmozdulast az egyensulyi helyzethez
r képest mérjiik. Globalis koordinata.
N2 mek(0=q(0—f, ()~ fo(0) sebessed:

a helykoordinata id6 szerinti elsd derivaltja

(=220

gyorsulds:
a helykoordinata id6 szerinti masodik derivaltja

uw%:m)




Egyszabadsagfoku rendszer jellemzéi — csillapitas )
m-x(t)+f(t)+f (t)=q(t)

A mozgés miatti lassit6 erd, az alakvaltozas sebességével (i(t)) ellenkez6 irdnyba hat
Sebességgel aranyos csillapitas

Modell: viszkézus folyadékkal toltott hengerben mozgd dugattyt —|:'_
Aranyossagi tényezd: ¢ > f.(t)=c-u(t)

Ha a rugé mésik vége (a timasz) nem mozog, akkor x(t)=u(t)=>x(t)=u(t) » f(t)=c-x(t)

Behelyettesités utan a mozgas differencialegyenlete: x(t),%(t)
—
t t
m-x(t)+c x(6)+k-x(t)=q(t) flt) < m _q“,
NP o f.(t) <
kozonséges, masodrendd, linearis, allandé egyiitthatoju

Surléddsi eré miatti csillapitds
Modell : Coulomb— féle szaraz surlodas
A stirléddsi eré mozgds esetén dllandé nagysdgu ,irdnya a mozgdsirdnydval ( a sebességgel ) ellentétes:

|x(t)]

s=umg—— (a pozitiv eldjel esetén mutat balra, mint az elkiilonitésen)

x(t)
|x(t)]
x(t)

Igy amozgdsdiff . egyenlete: m-%(t)+u-m-g- +k-x (t)=q(t)> ezmdr nemlinedris




Rezgések tipusai
m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

q(t)=0 q(t)#0
szabadrezgés gerjesztett rezgés
(homogén DE) (inhomogén DE)
c=0
csillapitatlan csillapitatlan szabadrezgés csillapitatlan , gerjesztett rezgés
rendszer m-x(t)+k-x(t)=0 m-x(t)+k-x(t)=q(t)
(hidnyos DE)
c>0 —— ; —— . ;
Tapi csillapitott szabadrezgés csillapitott , gerjesztett rezgés
csillaptitolt m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=0 m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)
rendszer

A differencialegyenlet x(t) megoldasénak ki kell elégitenie a kezdeti feltételeket is.
Egy adott t, pillanatban az elmozdulas és a sebesség értéke eldirt: x,, illetve v, azaz:

X(to):XO X<to>:V0



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — I.

Modell x(t)

-

k m

4§77 777777 LR AR AR 4R 4R 4E 4R 4R 4R 4% 4

Elkilonités % ( t)

m-%(t)+k-x(t)=0

kozonséges, masodrendd, linearis, hianyos
allando egyiitthat6ju, homogén

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.

Megoldas

Az x(t)=0 tn. trividlis megoldas, nem érdekes.

Keressiik az altalanos megoldast az alabbi alakban:
x(t)=d-e"

fgy: x(t)=d-1*-e"
Behelyettesitve a DE-be: m-d-A’-e*'+k-d-e"'=0

Amibél:x=—X

m
9%12:i1/—£:i\/—71\/E=ii\/z
’ m m m
k

Vezessiik be az w,=4/—|mennyiséget
m

Neve: sajdtkérfrekvencia [rad/s]

£ . e +io,t —io,t
Igy M,=*iw, és x(t)=d,-e"" +d, e

Euler: e =cos x+isin x
sin(—x)=—sinx
cos (—x)=cos x



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése - Il.

Az altalanos megoldas atirasa:
x(t)=d,(cos(w,t)+isin(w,t))+
+d,(cos(—w,t)+isin (—w,t))
=(d,+d,)cos(w,t)+(id,—id,)sin(w,t)
=Acos(m,t)+Bsin (w,t)

| ®,=0,2rad/s
| X,=3cm
1 v,=0,5cm/s

A hely, a sebesség és a gyorsulas:
x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t) )
x(t)=—w,Asin(w,t)+w,Bcos(w,t) : T A=3cm

% (t)=—wg(Acos (w,t)+Bsin(w,t), | B=2,5cm

Ell.:m(—w;| Acos(w,t)+Bsin(w,t)|)+
+k(Acos(m,t)+Bsin(w,t))=

:—mcoé+k:—m%+k:0

Kezdeti feltételek, ha t,=0:
X,=A-cos0+B-sin0>A=x,

Vv
Vy=—w,A-sin0+a, B-cos 0 B=g;

A kezdeti feltételeket kielégité megoldas:

x(t):xo-cos(wot)+:)—z-sin (ot




Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése - llI.

Az altalanos megoldas atirasa:
x(t)=d,(cos(w,t)+isin(w,t))+
 +d,(cos(—w,t)+isin (—m,t))
=(d,+d,)cos(w,t)+(id,—id,)sin(w,t)
=Acos(m,t)+Bsin (w,t)

A hely, a sebesség és a gyorsulas:
x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)
x(t)=—w,Asin(w,t)+w,Bcos(w,t)
% (t)=—wg(Acos (w,t)+Bsin(w,t),

Ell.:m(—wy| Acos(m,t)+Bsin(w,t)|)+

+k(Acos(w,t)+Bsin(o,t))=

:mmi+k:m%+k20

Kezdeti feltételek, ha t,=0:
Xo=A-cos0+B-sin0>A=x,

Vv
vy=—w,A-sin0+w, B-cos 0> B= g

A kezdeti feltételeket kielégité megoldas:

x(t)zxo-cos(wot)+(‘:)—2-sin (gt

m-x(t)+k-x(t)=0

A két harmonikus fliggvény 6sszege atirhatd
x(t)=C-cos(w,t—¢,)
ahol C: arezgés amplitidoja
¢ ,: arezgés kezdetifdazisszoge

Trigonometriai azonossagok:

x(t)=C-cos(wyt—a,)
=C-cos(—¢,)-cos(wyt)—C-sin(—¢,)-sin (w,t)
=C-cos¢,-cos(m,t)+C-sin ¢, sin(w,t)

»A=Ccos¢,, B=Csin¢,,C=+A’+B*

Ebbdl a felirasbol:

X —C

X(t)=—w,Csin(wot—dg) 2 Xpu=0,C
X(t)=—wsCcos(myt—hy) > Xpx=wgC
X(t):—wéx(t)



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — IV.

Az altalanos megoldas atirasa:
x(t)=d,(cos(w,t)+isin(w,t))+
+d,(cos(—w,t)+isin (—w,t))
=(d,+d,)cos(w,t)+(id,—id,)sin(w,t)
=Acos(m,t)+Bsin (w,t)

| ®,=0,2rad/s
| X,=3cm
1 v,=0,5cm/s

A hely, a sebesség és a gyorsulas:
x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t) )
x(t)=—w,Asin(w,t)+w,Bcos(w,t) : T A=3cm

% (t)=—wg(Acos (w,t)+Bsin(w,t), | B=2,5cm

Ell.:m(—wi| Acos(m,t)+Bsin(w,t)])+
+k(Acos(m,t)+Bsin(w,t))=

:—mco(2)+k:—m%+k:0

Kezdeti feltételek, ha t,=0:
X,=A-cos0+B-sin0>A=x,

. Vo
Vo=—0yA-sin 0+, B-cos 0> B=5 A két harmonikus fiiggvény 6sszege atirhat6
x(t)=C-cos(w,t—d,)
> ahol C: arezgés amplitudoja C=3,905cm
X<t):Xo'C05(wot)+m_Z‘5m (gt ¢, arezgés kezdeti fazisszége

A kezdeti feltételeket kielégité megoldas:




Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — V. Acos(w,t)+Bsin(w,t)
Miért sajat kor frekvencia?
Az orig6 koriil w, szogsebességel forgd merev test egy pontjanak az egyik koordinataja

megegyezik x(t)-vel.

x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)=C-cos(m,t —,)

\ B

A csillapitatlan szabadrezgés periodikus azaz:
AT >0 amire x(¢)=x(t+T,)Vt

A legkisebb T, neve a periodusid6 , vagy rezgésido .
A harmonikus x (t) fiiggvénybdl:
=2t

A periodusido egy teljes rezgés megtételéhez sziikséges ido.
A periodusidé forditottja az egységnyi id6 alatt megtett rezgések szama.
Ez arezgés sajdtfrekvencidja vagy onrezgésszdma.
_1_®
ny=—=—

T, 2=n
(Mértékegysége [1/s]=Hz, Hertz- ezt halljuk)



Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer szabadrezgése — VI.

Sajdtkorfrekvencia kézelité szamitdsa

m-x(t)+k-x(t)=0

Ha az onsuly hatasara a szabadsagi fok elmozdulasa e, akkor a rugomerevség: k= g

Ezt behelyettesitve a sajatkorfrekvencia képletébe: w, :\/E: A\l mg_ \/z
m \e,m e,

Vg
2my/e,
A tavolsagokat cm-ben behelyettesitve (azaz g=981 cm/s’-bél):
_4,985 5

Ve, e,

Egyszert, a hiba kb. 3%o, de e, -t cm-ben kell behelyettesiteni!!!

Az 6nrezgésszam pedig: n,=

€

A rugoer0 (ami a rugorol a testre hat):

f.(t)=k-x(t)=k| x,cos (w,t)+ 5" Yo sm(mut)

a maleuma: fl' , max - k ’ X max

a rugora (rugalmas szerkezetre) hat6 er6 ennek ellentettje
- azonos nagysag, ellentétes irany

Példa
Két végén megtamasztott acél cs6
sajatrezgésideje, ha adott: I=1,2m,
@=3cm (kiils6 atmérd) ,v=2mm,
0=7,85g/cm’, E=210GPa

Megoldas
4 4
=R =8 _3639Nm?
k= 48 EI =101085 N/m

m:%~g-l~(R2—Bz)n:1,657kg

0 :\/ 101085 _ 354,4rad/s
1,657

n,=56,4Hz, T,=0,01773s




Egyszabadsagfoku rendszer jellemz6i — sajatkorfrekvencia HF

Szamitsa ki az alabbi szerkezetek sajatkorfrekvenciajat, onrezgésszamat, periédusidejét!

(Az x koordinata jel6li a szabadsagfok helyét.)

_ 2
m=12t g EI=4300kNm

EI=1300 kNm®
Y I 1x o
m=1,2t

X
m=2,1t
. [=2,4m .
' ' ~a=3m_b=3m

g EI=4300kNm?

Ha=2rn= b=3m

EA=4300kN
EI=2400 kNm* g > >
Jrase m X E m=2,1t X
X m=1,4t P ,
m=4t , [=2,4m I EI=1300 kNm”
' -~
a=2,2m =b:1,3mI
> [=7,2m
k,;=j-100N/m,m=50 kg E m=1500kg| *
—» X o 5
Il EI=1300kNm El,m
=
m ﬁ ix %
g |—¢

[=7,2m

77

$ 0777 7777777777777



Osszefoglalas

rezgés
szabadsdgfok
rugomerevség
csillapitas
gerjesztés
szabadrezgés
m-%(t)+k-x(t)=0
sajatkorfrekvencia
wy=1 X
m
periodusid6
Onrezgésszdm
kezdeti feltételek



Mit tanultunk eddig?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

szabadsagfok

modell

merevség, helyettesitd merevség
tomeg

csillapitas

altalanos mozgas differencialegyenlete

csillapitott, csillapitatlan rezgés
gerjesztett rezgés, szabadrezgés

csillapitatlan szabadrezgés
sajatkorfrekvencia
onrezgésszam, periodusidd



Mit fogunk tanulni ma?

Egyszabadsagfoku csillapitott rendszer mechanikai rezgései:

mozgas differencidlegyenlete
altalanos megoldas menete
megoldasi lehet6ségek, a csillapitas jellemzése

Egyszabadsagfoku csillapitatlan rendszer gerjesztett rezgései:

mozgas differencidlegyenlete
altalanos megoldas menete
megoldas



Csillapitott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas —I.

x(t)

Modell

1 >
]
4 c
L
/ m
VM-
]
]
Elkiilonité .
iilonités k(o)
foi(t) ——
m
f.(t) —
N2 mele)=—, (0—f.(0
linearis rugé: f,(t ) k-x(

)
c-x(t)

=k-x
seb. arényos csill.: f(t)=

m-%(t)+c-x(t)+k-x(t)=0

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.

Megolddas
Keressiik az altalanos megoldast az alabbi alakban:
x(t)=d-e"
fgy: x(t)=d-h-e™, x(t)=d-7*-e"
Behelyettesitve a DE-be:
m-d-2*-e" +c-d-h-e" +k-d-e"'=0

A karakterisztikus egyenlet :
m-A+c-A+k=0
c+¢cz—4mk c

Amib6l: A, ,=—— ™ ===

Vezessiik be a o ZZL mennyiséget
m

(ez végsd soron egy, a csillapitast jellemz6 fajlagos érték),

és hasznaljuk az moz\/ - sajatkorfrekvenciat:

7‘1,2:_9 + VQZ_(D(Z)



Csillapitott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas — Il.

Def.: kritikus csillapitds: c,,=2vk-m ekkor ,,=w, h,=—0xVe'—0) , Q:L , wé:k
A csillapitas aktualis értékétdl fliggéen harom eset lehetséges:

1. Nagy csillapitas: ha c>c,, és igy o>,

Ekkor 4 o’—w; valés (és kisebb o-nal), igy A, és A, két valés (negativ) gyok, ezért a megoldas:
x(t)=d,e"" +d,e""
Mindkét exponencialis fliggvény aszimptotikusan tart a nulldhoz (azaz az egyensiilyi helyzethez).

Nem alakul ki tényleges rezgés.
d, és d, értéke a kezdeti értékektdl fiigg (x, és v,)

Az elmozdulasfiiggvény jellege néhany tipus lehet:

x,=0 X, 70 X, 70 X, 70
v, #0 v,=0 XoVy>0 Xy V<0
X X X X X

~




Csillapitott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas - lil.
Def.: kritikus csillapitds: c,,=2 Vk-m ekkor 0 =W, A,=—0x% \/m , 0=
A csillapitas aktualis értékétdl fliggéen harom eset lehetséges:
2. Kritikus csillapitas: ha c=c,, ésigy o=w,

Ekkor v QZ—(D(Z)ZO, igy a A,=A,=—0 valos (negativ) gyok kétszeres, ezért a megoldas:
x(t)=d,-e ' +d, t-e ®

Mindkét fiiggvény aszimptotikusan tart a nullahoz (azaz az egyensilyi helyzethez).
d, és d, értéke a kezdeti értékektdl fiigg (x, és v,)

Az elmozdulasfiiggvény jellege néhany tipus lehet:

x,=0 X, 70 X, 70 X, 70
v, #0 v,=0 XoVy>0 Xy V<0

X X X X X

~
‘Vﬁr




Csillapitott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas - IV.

Def.: kritikus csillapitds: c,,=2vk-m ekkor ,,=w, A ,=—0*yVo 0 , Q:ZL , (Dg:k
’ m m
A csillapitas aktualis értékétdl fliggéen harom eset lehetséges:

3. Kis csillapitas: ha c<c,, ésigy o<w,

Ekkor \o°—w; képzetes, igy A, és A, két komplex gyok.

Legyen c=E&-c,, (azaz jellemezziik a csillapitds mértékét a dimenzi6tlan E<1 szammal)

fng—EZJk m_g ( £
és Vo' — 0=,V E — 1=y | 1—2):%'FV —E =ioyV1-E'=iw,

m;a csillapitott sajatkorfrekvencia (és van csillapitott periodusidd T;, ill. 6nrezgésszam n; is)

—o+iw |t —o—in|t
0 o/

—ot _+iogt —ot —iwgt
+d,-e =d,e *e""+d, e *e ™

:e,gt_(dl'e+im;t+d2_efim;r):efet_(A.Cos(m;t)+B~sin((u;t))

A =—0+iw, , A,=—0—im, >|x(t)=d,-e

A megoldas két fiiggvény szorzata: e *' exponencialisan lecseng6
A-cos ( W, t ) +B-sin (oo;t) harmonikus fiiggvény



Csillapitott szabadrezgés - kis csillapitas I. 0=E-0, , 0y=w,\1—E
A megoldés altalanos alakja: x(t)zef‘”-(A-cos(mgt)+B~sin(m;t))

Kezdeti feltételek: x (0)=x, , x(0)=v,

Ehhez: X(t):—g-e_gt-(A~Cos(w;t)+B-sin(m;t))+e_9t-(—A~(u;-sin(m;t)+B~wZ-cos(co;t))
x,=1-(A-1+B-0)» A=x,

VotQ@Xo_ Vo S

vi=—0-1(x,-1+B-0)+1-(—x,-0+B-w,-1)> B= = T——2>—x
0 Q (0 ) ( 0 o ) o ~ \/1_22 0

* Votox *
A megoldés kezdetL feltételeket kielégitd alakja: x(t)=e ' xo'cos(mot)+ L Q* 0 -sin(mot)
AN o, _

Pl.:
w,=0,2rad/s
£=0,1
X,=3cm
v,=0,5cm/s




Csillapitott szabadrezgés — kis csillapitas II. 0=E-0, , 0y=w,\1—E

x(t):e_gt-(A-cos(w;t)+B-sin(co;t))
A csillapitas hatasa a csillapitatlan esethez képest kett0s:

1. Az amplitidé csokkenése 2. A "periodusidd" megnovekedése
—et : * — . «_2m 2w T
az e - tag miatt. az mo:wo-\/l—g tag miatt: T )=—= = °

o (1)0\/1—22_ V1-8°

Nézziik két, egyméshoz képest T, id6 kiilonbséggel mérhetd elmozdulés hanyadosat:

x(t) e_Q[-(A-Cos(u); )+B-sin( Ot)) _ e A-cos((o;t)+B-sin((o;t)
X(t+T;)_e_Q(t"T;).(A-cos(o);(HT )+B sm(m; t+T, ))_ o= AL cos oo;t+u);T;)+B.sin(mSHwZT;)_
- . A- Cos(oo t)+B sin {ﬂ)oj 1 e iiz
el ee é/j/ggsﬁwgtﬂn)+B~sm(w;t+2n) ST il

ez hanyados csak a csillapitastdl fiigg

A gyakorlatban a hanyados e-alapu logaritmusat hasznaljak. akar ezzel is jellemezhet6 a csillapitas

Ennek neve logaritmikus dekrementum:

EZIH (x(t) __2nE

x(+T)) J1-¢& Ha a (kis) csillapités kicsi (E<1),
S ——— akkor \/1—§2~1 és
A logaritmikus dekrementum gyakorlati haszna: $~2nE,
a kitérés maximumértékei (egyméstél T, id6ben) kénnyen mérhet6k Ewi

- hanyadosuk szamithaté - a szerkezet csillapitasa jellemezhet6.



Surlédassal csillapitatott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas I.

Modell x(t)

k m

4§77 777777 II(’IIV"'

Elkiilonités % ( t)

f.(t) ¢— m

<4—>» fmg

N2 mek(t)==f—f,(t)
linearis rugo: f,(t)=k-x(t)

m-x(t)=fmg+k-x(t)=0

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.

Megoldds

Vilasszuk szét a mozgast harom szakaszra:
1. elére mozog a test (x(t)>0):
mx(t)+fmg+kx(t)=0
2. hatra mozog a test (x(t)<0):
mx(t)—fmg+kx(t)=0
3. all (és tobbé nem mozdul) a test
x(t)=0 és [k-x(t)<fmg

Az els6 két eset kiilon-kiilon lineéaris feladat.

Ha az f mg -t atvinnénk a tiloldalra, akkor egy
gerjesztett rezgés differenciadlegyenletét kapnank.
mx(t)+kx(t)=—fmg
mx(t)+kx(t)=fmg

(Megolddst Idsd késébb. )

Otlet : az alland6 erd miatt az egyenstlyi helyzet
fmg
k
Ekoril az egyensulyi helyzet koriil végez

szabadrezgést a test, amig meg nem all.
(Utana vagy visszaindul, vagy ottmarad.)

eltol6dna -val (hétra ill. elére)



Surlédassal csillapitatott szabadrezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas Il.

A x(t)

Az elsd két eset kiilon-kiilon linedris feladat.

Ha az f mg -t atvinnénk a tuloldalra, akkor egy
gerjesztett rezgés differencialegyenletét kapnank.
mx(t)+kx(t)=—fmg
mx(t)+kx(t)=fmg

(Megolddst Idsd késébb. )

Otlet : az 4lland6 erd miatt az egyenstilyi helyzet
eltol6dna fng—wl(hétra ill. elére)
Ekoriil az egyensulyi helyzet koriil végez

szabadrezgést a test, amig meg nem all.
(Utana vagy visszaindul, vagy ottmarad.)




Rezgések egyéb abrazolasi moédja
Példa: csillapitott szabadrezgés

A masdorend differencidlegyenlet atirhat6 két A féazistérben x(t)=v (t),v(t)=—20v(t)—w; x(t)
elsorendti differencialegyenletté. Spiralisan befelé tarté vonal:

Példaul: m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=0
helyett: m-v(t)+c-v(t)+k-x(t)=0 és v(t)=x(t)
vagy atirva: x(t)=v(t)
v(t)=—20v(t)—wix(t)
Barmilyen x(t),v(t) parosbél egyértelmiien eldénthetd,

%
hogy hogyan fog valtozni ez a két mennyiség. w >

A mozgast akar egy (x(t),v(t)) sikon is abrazolhatjuk.
E sik neve: fazistér.

Példa: csillapitatlan szabadrezgés
A fazistérben x (t)=v (t),v(t)=—w; x(t)
A rezgéshez a kezdeti értékekt6l fiiggs Példa: surlodas

ellipszis tartozik: Egymashoz kapcsolédo félellipszisek sorozata
1%

\J

A J




Csillapitatlan rendszer gerjesztett rezgése — modell, mozgasegyenlet, megoldas

Megoldad
Modell x(t) egoldds
e A megoldas a homogén differencialegyenlet altalanos,
k m q(t) és az inhomogén differencialegyenlet egy partikuldris
> megoldasanak osszege:
VP77 7777777777777 7777 X(t):Xhom(t)"'Xg(t)
- A homogén egyenlet m %(t)+k x(t)=0 megoldasa:
Elkulonites o x(t) X, (t) a szabadrezgésnél megismert megoldas:
q(t) Xpom (t)= Acos(w,t)+Bsin(w,t)
fl)e— m (—> (de A és B majd x,(t)-t6l is fiigg, ezért a kezdeti)
feltételeket még nem helyettesitjiik be)
N2: m-x(t)=q(t)—f,(¢) Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa
linearis rugé: f,(t)=k-x(t) a gerjesztéstol fiigg (ezért g az indexe).

m-x(t)+k-x(t)=q(t)

kozonséges, masodrendd, linearis, hianyos
allando egyiitthatéjui, inhomogén

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.



Gerjesztett rezgés — harmonikus gerjesztéer6

Merev test forog w szogsebességgel egy,
a sulypontjan nem atmend tengely kortil.
A sulypont kiilpontossaga legyen r.

A sulypont helyzete: ry=

r.-cos(mt—q,)
—rsin(ot—d,)|

A sulypont kdrmozgast végez, ezért gyorsulasa:
a,= Wr s a forgastengely felé mutat.
Stulyponttétel : a merev testre hato er6k ereddje:
m-a, a forgastengely felé mutat.
Ez az erd a tengelyr6l adodik at a testre
(nagysaga allando)

Hatas— ellenhatds : a forgas tengelyére és az
azt megtamaszto szerkezetre ugyanekkora, de
ellentétes iranyu erd hat:

qoC0s (0t =)
_QOSin(U) t_q)o)

m-w’rgcos(wt—g,) |_

q(t)= S
—m-w rgsin(wt—d,)

Minket csak a rezgés iranyaba es6 komponens érdekel:
q,amplitidojd, o korfrekvencidji harmonikus gerjeszt6erd:

q(t)=qy-cos(wt) vagy q(t)=q,-sin(wt)

"
/
\ B

\p

(a masik iranyu elmozdulast meggatoljuk,
vagy két, egymassal szemben forgo test
miatt azok a komponensek kiejtik egymast)



Harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgése -

modell, mozgasegyenlet, megoldas I.

Modell x(t)

-

k m

4§77 777777 LR AR AR 4R 4R 4E 4R 4R 4R 4% 4

Elkiilonités % ( t)

-

q,cos(wt)
f.(t) ¢—— m —>

N2:  mX(t)=q,cos(wt)—f,(t)
linearis rugé: f,(t)=k-x(t)

m-X(t)+k-x(t)=g,cos(wt)

kozonséges, masodrendd, linearis, hianyos
allando egyiitthatéjui, inhomogén

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.

q,cos(wt)

Megoldds

Keressiik a partikularis megoldast a gerjeszt6erd
fiiggvényéhez hasonl6 alakban:
x,(t)=x,9-cos(wt)

fgy: X (t)=—x, ,0sin(0t), X (t)=—x 0’ cos(wt)

Behelyettesitve a DE-be:
—m-wz-xgocos(mt)+k-xg0cos(wt):qo-cos (wt)

cos (w t)-vel egyszerfisitve:
2 _
—m-m”-x,,+k-X ,=q,

(k—m-w*)-x,0=q, ftEh. kzmo’e oo,

go_k—mw2 k' mw k _u)_2
11— 2
Wy
xg(t)Z%- 1 —cos (wt)
1o
Wy

ez a modell valasza a gerjesztésre



Harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgése -
modell, mozgasegyenlet, megoldas Il.

x,(t) % ~cos(ot)
1=
W,
A teljes megoldas:
. q 1
x(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)+ ?0 5 t0s (wt)——_ a valaszfiiggvény id6fiiggése
1—- (D—Z (azonos a gerjesztés idofiiggésével)
W,
gerjesztés amplitiddja/rugdmerevség \
- statikus elmozdulas x a két korfrekvencia
viszonyatol fiiggd tényezo: 1
1_00_2 X4 €5 q, elGjele azonos
A valasz irhat6 az alabbi alakban is: " azonos fazisban rezeg
xg(t)zxsl' 1 : .cos(wt—g), ahol = 0, ha w<w, a test (szinkronban)
1-0_ m, ha w>w,
0y

a valasz ¢ szoggel 'késik' a gerjesztéshez képest
rezonancia esetén ¢ = /2

>
w

W,
Ha w=w, (azaz a gerjeszt6erd korfrekvenciaja

azonos a sajatkorfrekvenciaval), akkor a véalaszfiiggvény

X4(t)=x,0tsin(wt) lenne, maximuma a végtelenhez tartana Xgo €s q, elojele ellentétes
Ennek az esetnek a neve rezonancia. ellenfazisban rezeg
a test (aszinkron)



Harmonikus erdével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgése — . (t)_@ 1 cos (1)
modell, mozgasegyenlet, megoldas Ill. A 2

A kezdeti feltételekkel (x(0)=x,, x(0)=v,):

v
x(t)= xo—%- 1(02 cos(mot)+w—zsin(w0t)+%- 1(02 cos(wt)
1—; I_E
0 0
1
u= e X40 €s q, elGjele ellentétes

ellenfazisban rezeg

A val6sagban mindig van valamilyen csillapitas.
a test (aszinkron)

Ezért a w,t-s tagok lecsengenek (lin. tranziens rezgésrész).

Csak ki kell varni.
Ami marad dllandésult rezgésrész.

9
Xau(t):?' 7 cos(wt)
_0_
2 : |
(D 0 3 1 ..IIII.II'IIIIIIII'I>
ez PP . ). L2 .
Az allandosult rezgésrészbol minket csak az X40 €s q eldjele azonos | W,
amplitidé érdekel, a fazis altaldban mar nem azonos fazisban rezeg ‘
1 a test (szinkronban
X a,: ﬁ . = Xst . M ( )
k >
1--5
Wy
Au= > | tag neve rezonanciatényezo.



Harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgése -
modell, mozgasegyenlet, megoldas IV.

xs(t)=x 4 ucos(wt)
Ha m>\/§w0, akkor u<1.

Barmilyen kis rezonanciatényezd elérhetd, de

- a gép felporgésekor/leallasakor at kell jutni a rezonancian

(er6s motor/fék, vagy rovid ideig nagy amplitido lehet)
- kis w,=> kis rugomerevség - nagy statikus elmozdulasok

A rugbero értéke az allandosult rezgésrészbdl:

f(0)=kex, (0)=k- 2L cos(wt)=g,—L cos(wt) BERE o
k j_o 1— |
(L)2 (JJ2
0 0

(==}

A rugberd szélsoértéke az allandosult rezgésrészbol:

fTaX:CIo' — 5 |=qo W
1—-W_

2
Wg




Harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgése -
modell, mozgasegyenlet, megoldas V.

. . . __ Wyt Wy~ W
Ha |o—w,|kicsiny (kozel a rezonancidhoz):  Legyen ®= ,Am=

cos (w,t)+cos(wt)=cos(®t+Awt)+cos(Ddt—Awt)

=cos(@t)cos(A wt)—sin(o‘ot)sin(_A ot)+cos(@t)cos(—Awt)—sin(@mt)sin(—Awt)=

=2cos(mt)cos(Amt)
Eredmény: egy A w-t6l fiiggéen ° ' ' 7 e
valtoz6 amplitidoju rezgés rreonif. o

a gerjesztés korfrekvenciaja és
a sajatkorfrekvencia kdzelében
levo atlagos korfrekvenciaval. — * |
Ez a jelenség (az amplitido

hullamzé valtozasa) a lebegés. °°

0.5

pl.: iy
®w=19,5rad/s ||
w,=20,5rad/s

®=20rad/s (gyor§ dinamika)
Aw=0,5rad/s (lassu dinamika)



Harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rendszer rezgése -
szinuszos gerjesztdero

A differencialegyenlet alakja, ha q(t )=q,sin(wt):
m-%(t)+k-x(t)=q,sin (ot)

A megoldas feltételezett alakja:
xg(t)zxgosin (ot)
%

(t)=—o’x,osin (wt)
g g

A teljes megoldas:

x(t):Acos(wot)+Bsin(oo0t)+%- 1 —sin(wt)

Csak a harmonikus fiiggvény valtozott.

Mintha az idét eltoltuk volna ZL —val.
®



Osszefoglalas

csillapitott szabadrezgés
nagy , kritikus , kis csillapitas
logaritmikus dekrementum

harmonikus gerjesztés
m-X(t)+k-x(t)=q, cos(wt)
rezgés azonos/ ellenfdzisban
rezonancia
rezonanciatényezo
dllandosul rezgésrész
lebegés



Mit tanultunk eddig?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:
altalanos mozgas differencidlegyenlete

csillapitatlan szabadrezgés
sajatkorfrekvencia

csillapitott szabadrezgés
exponencialisan lecseng0 rezgés

harmonikus er6vel gerjesztett csillapitatlan rezgés
rezonanciatanyezo



Mit fogunk tanulni ma?

Egyszabadsagfoku csillapitott rendszer gerjesztett rezgései:

mozgas differencidlegyenlete
altalanos megoldas menete
megoldas

Egyszabadsagfoku rendszer rezgései: altalanos gerjesztés

tamaszrezges
periodikus gerjesztés
nemperiddikus gerjesztés



Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —

modell, mozgasegyenlet, megoldas — I.

Modell 4 —x(1)
4 c
y :'_I m q,cos(wt)
AN —
]

Elkiilonités x(t)
folt) 4— Qocos (0
m —>
f.(t) ¢——
N2: m-%(t)=q,cos (owt)—f .(t)—f (t)

linearis rugé: f,(t)=k-x
seb. aranyos csill.: f(t)=

(t)
c-x(t)

m-%(t)+c-x(t)+k-x(t)=q,cos(wt)

Keressiik x (t)-t, ha x(t,)=x,, és x(t,)=v,.

Megoldds

A megoldas a homogén differencialegyenlet altalanos,
és az inhomogén differencialegyenlet egy partikuldris
megoldasanak osszege:

X(£)= Xy (£)+x, (1)

A homogén egyenlet megoldasanak altalanos alakja:
xhom(t)=e_9t~(A~Cos((u;t)+B-sin(u);t))

Keressiik a partikularis megoldast a gerjesztGero
fiiggvényéhez hasonl6 alakban:

x,(t)=x,0-cos(wt—q,)
azaz a valasz ¢, szoggel késik a gerjesztéshez képest.

Igy: %, (t)=—x wsin(wt—q,),
X

¢, (t)=—x,0 0" cos(wt—q,)

Behelyettesitve a DE-be:
—m-0 X, cos(wt—y)— - 0-x osin (wt — @)+
+k-x jocos (0 t—@,)=q,-cos (wt)



Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —
modell, mozgasegyenlet, megoldas - Il.

Behelyettesitve a DE-be:

—m-w" X,,c08(wt—qy)—cr0-x osin (@t —@,)+k-x 08 (Wt —p,) =g, cos(wt)

cos(o.—P)=cos o.-cos B+sino.-sin B
A trigonometriai azonossagokat felhasznalva: sin (o.— P )=sin a-cos B—cos a-sin

—m~w2~xgo(cos (wt)cos,+sin(wt)sin cpo)—c-w-xgo(sin((ut)cos @ —cos(wt)sin |+
+k-x 54| cos (@ t) cos ¢y +sin (@) sin g, | —q,- cos(wt)=0
az idében szinuszos és koszinuszos tagokat szétvalasztva
cos(mt)(—m-m2~xgocos cp0+c-oo~xgo~sincp0+k-xgocoscp0—qo)+

. 2 . .
+sm(wt)(—m-w "X 4SINQy—C X 4 COS cp0+k-xgosmcp0):0

(1) Ha sin(wt)=0 akkor cos(mt)#0 és: —m-w’ x 08 Py+C- WX 1oSin Gy +K- X, 4 COS Py— Gy =0
(2) Ha cos(wt)=0 akkor sin(wt)#0 és: —m-m’-x ,Sin @y— - w-X 4,€OS Gy +k-X o sin ¢y =0

A (2) egyenletbdl:

1

[ cos oL =—F—
((k—m-ooz)sincpozcoocoscp0 - tgcpozc—m2 - (@,=arctg o 5 «/tgza+1

k—m-w k—m-w in =18
igart

Ezt hasznaljuk fel az (1) egyenletben: o

cw
1 k—m o’

Xgo| (k—m-o?)

+C - =q,
\/ co | co

2
k—m-w




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés — cw

~ , t =
modell, mozgasegyenlet, megoldas - lll. EALIP——
(p,=arctg
k—m-o
cw
2
| (ko) ey MO,
\/& +1 \/& +1
k—m-o’ k—m-o’
(k—m-w®)? (cw) 72 2
+ =x_,V(k—m-o’)+[cw|]'=q
g0 \/(cm)2+(k—m-w2)2 \/(C(u)2+(k—m-w2)2 g0 0
Amibdl a valasz amplitidéja: o =vkTm
X = Do ) 1 — Do 1 c:ogzm
go_\/(k—m'w2)2+(0w)2_k m . [c >k 212 2 w?
‘ (1——-00 + —oo) 1-0 ) +48° 0
k k Wy 0
2%\/@(»:2&03&0
A partikuléris megoldas: k=mo® | o
g
4o 1 283,
xg(t):? - cos | w t —arctg :
o +4§2"°—2 1-5
w; w; Wo




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —
modell, mozgasegyenlet, megoldas — IV.

A teljes megoldas:
0N
— ,—Ewpt * . * dy 1 ZE w
x(t)=e -(A-Cos(mot)+B-sm((o0t))+ cos | mt—arctg :
k 2\2 5 2 11—
J[1— | 44820 2
) : Wo
0 0
gerjesztés amplitudoja/rugémerevség a két korfrekvencia
- statikus elmozdulas x, viszonyatol fliggo tényezo:

Az allandosult rezgésrész
(most nyilvanval6 a tranziens rész lecsengése):

% 1 28 g
Xa(t)="7 cos| wt—arctg ——
\/ w’ 2m° 1-9

1-@ | yq2 e —2

o] T4 02 o;

Az allandosult rezgés amplitidoja:
_ % 1

x(t)= k \/ e S~ Xa'l




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés — X (t)=x, u-cos(wt—q,)
rezonancia, rezonanciatényezo .

o 1 28 ((1)00

1 xd,,(t):? cos| wt —arctg :
jellemz6i: 02V 2’ 1-9

2\2 2 1-25| +48° % 2

\/(1_ (DZ) +4E 2 Wy 0 0

- pozitiv = csillapitott rezonanciatényez6 u
( a fazis mar ¢,-ban benne van)

- mindig kisebb a csillapitatlan rendszer
rezonanciatényezgdjénél

- nagyobb csillapitasnal kisebb a
rezonanciatényezo

- nem valik soha végtelenné

- rezonancia (w=w,) esetén:
a csillapitas hatasa a legjelentésebb

(végtelenbdl véges)

o faziskésés: q,=m/2

- u maximuma eltolodik balra,
ahogy & novekszik, de

o ha & kicsi, akkor umaxmi

o ha g>71§ akkor u<1
- eszményi csillapitas: E=1/v2




Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés —
rezonancia, rezonanciatényezo II.

5(1,¢
\“ (\)a

2 2
+482 0
(O

Kisérletek soran a g,-u erdt tudjuk mérni -
(mikdzben g_0 is bizonytalan)

Kicsi § esetén kozelité modszer hasznalhato:

a maximum/+/2 értékhez tartozé két
korfrekvencia kozotti savszélesség 2§

Vrmax




Mit fogunk tanulni ma?

Egyszabadsagfoku csillapitott rendszer gerjesztett rezgései:

mozgas differencidlegyenlete
altalanos megoldas menete
megoldas

Egyszabadsagfoku rendszer rezgései: altalanos gerjesztés

tamaszrezges
periodikus gerjesztés
nemperiddikus gerjesztés



Tamaszrezgéssel gerjesztett rezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas

x(t)

Modell 4 -
¥
1 .2(1)
¥
L] -
¥
¥
Elkilonités % ( t)

f)€e— ™

-
linearis rugé: f,(t)=k-u(t)

m-%(t)+k-u(t)=0

Keressiik x(t)-t, vagy u(t)-t.

Differencidlegyenlet az elmozduldsra

rugé megnytilasa: u(t)=x(t)—z(t)
igy: rzl-ié(t)+k-(x(t)—z(t))=0

amibdl:
m-x(t)+k-x(t)=k-z(t)

Differencidlegyenlet a rugé megnytldsdra
az elmozdulés: x(t)=u(t)+z(t)
a gyorsulas: x(t)=z(t)+ii(t)
igy: m-(z(t)+ii(t))+k-u(t)=0
amibdl:
m-ii(t)+k-u(t)=—m-z(t)

Formailag mindkét eset egy gerjesztett rezgés
vizsgalatahoz felirt differencidlegyenletnek felel meg
- a tamaszrezgés gerjesztett rezgésként kezelhet6

Kiilonbség az eredmények felhasznaldsaban van:
o x(t)-bél szdmolhaté: sebesség, gyorsulas
o u(t)-bél szdmolhat6: alakvéltozés, belsd erék



Harmonikus tamaszrezgéssel gerjesztett rezgés — elmozdulasok  m-x(t)+k-x(t)=k-z(t)

Modell

AN A8 88.585080

—»

ANA T

x(t)

z(t)=z,cos(wt)

AR AR AR AR AR 4E 4 4 LR AR AR 4R 4R 4E 4R 4R 4R 4% 4

Az allandosult rezgésrész:

q k-z
Xz (t)=-2 —-cos(wt)= 0)~ ~-cos(wt)=
k ® k
1-=; 1-—=
Wo W,
1
Zy| ——|cos (wt)
1-= "~ valaszfiiggvény
“o idéfiiggése
gerjesztés ~ a két korfrekvencia
amplituddja viszonyatol fiigg6 tényezo
(mint korabban)
1-[1-©]
, 1 \ ( ;g ) .
u(t)=x(t)—z(t)=z, >—1|cos(wt)=z, s—cos(wt)=

m-X(t)+k-x(t)=k-z,cos(wt)

Harmonikus erével gerjesztett csillapitatlan rezgés, ahol

qo=k-z,

| X4 €5 2, elOjele azonos
-~ azonos fazisban rezeg
a test (szinkronban)

>
L0

Wy

X40 €s z, elGjele ellentétes

) ellenfazisban rezeg
a test (aszinkron)



Harmonikus tamaszrezgéssel gerjesztett rezgés — alakvaltozasok m:ii(t)+k-u(t)=—m-z(t)

x(t)

Modell : - ,
1 ,z(t)=z,cos(wt) m-ii (t)+k-u(t)=m-w>z,cos(wt)
4
y —/\/\/\k/— m Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitatlan rezgés, ahol
y q=mw’ -z,
Az allandosult rezgésrész: o 1
2 ~
d, 1 (m(n -ZO) 1 A 2 2
Uau(t):?' e cos(wt)= K o rcos(wt)= @ -0 | u,, és z, eljele azonos
1= w2 1- 2 0 |& azonos fazisban rezeg
0 0 .
S a test (szinkronban)
zof - _fcos(mt)
oo () i " .
0 1-+ a valaszfiiggvény
) id6figgése
gerjesztés ~ a két korfrekvencia
amplitudoja viszonyatol fliggd tényezd
2
(a korabbi % -szerese)
W,
A rug6er6 maximuma az allandosult rezgés soran: ‘
frex—y w1 Ugo €s z, elbjele ellentétes
' “w2 |, 2| statikusan ekkora erével lehetne ellenfazisban rezeg

a test (aszinkron)

o ugyanakkora alakvaltozast elérni




Altalanos periddikus gerjesztés — alapelv I.

Miikodjon két periddikus gerjesztéerd: m % (t)+k x(t)=q,cos(w,t)+q,cos(w,t)

A megoldas a homogén egyenlet altalanos megoldasa és az ihomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

x(t):Acos(mot)+Bsin(m0t)+%-% cos(mlt)+%' 1 —cos (o, t)
)
o -
Wy Wy

Az allandoésult rezgésrész:

Xau(t):%' ZCOS((DJ)+%‘ 5 COS((x)2t)
, w,
u -
0

W,
Mekkora a maximuma? (x,=?)
Ha w, és m, relativ primek, akkor el6fordulhat olyan t, amikor a két tag
1

szélsbértékei egyszerre és azonos elbjellel 1épnek fel.-)xa:z &, >
i o;

1-=

Wy

Minél t6bb w, van, ez az egybeesés annal valdsziniitlenebb.

Pontosabb felsd hatar kellene?



Altalanos periddikus gerjesztés — alapelv II.

Mekkora az allandésult rezgésrész: | x ., ()= o
; ]

.

Wy

Ha a gerjesztést alkoto harmonikus fiiggvények korfrekvenciai
egy kozos korfrekvencia tébbszordsei (o, =j-w, ), pL:

a(0)=Y q,cos(0,0)= X q,cos(jo,t)

J

akkor a valasz is periddikus lesz le% (alap) periodusidovel:

q; 1 .
Xau(t)zz ?J 2 2 COS(]“’J)
j J O
2
Wo

A széls6érték is T, id6kozonként 1ép fel.
Elegend6 egy akkora id6tartamban megkeresni a maximumot.

A vélaszban a (kell6en) magasabb felharmonikusok szerepe kisebb.

—cos (w;t )| maximuma? (x,=?)

q;
k i
| o
o ™
\ ! >
1
2
([ON '
w;
Wo
q, 1
klmj. ‘
| ‘ w;



Periédikus gerjesztés — Fourier-sor I.

Ha a gerjesztés T, periddikus (azaz q(t)=q(t+T,)), akkor 4tirhat6 az elébbihez hasonlé alakra:
q(t):a0+z (a].cos(jwlt)+bjsin(ju)1t)):a0+z c;cos(jo,t—g,)
J

J
T+ T,

ahol: aozTi f q(t)dt
1 T

t+T,

T+T,

) . 2 .
a;= ! cos(jw,t)q(t)dt, bj:? I sin(jo,t)q(t)de

1

Példa
Aq(t)
dy

2q, sin(jo, T)

Tl Tl jo‘)l
T .
2 0 . . 2q,1—cos(jo,T)
b.=— | sin(jw,t)q,dt= :
! T1{ b T, J @

1

[

Milenne ,ha:

T1—)00,T->0,q0:%?



Periédikus gerjesztés — Fourier-sor Il. q(t)=ay+_|a;cos(jw,t)+b;sin(jaw,t)]

1

t+T,
1
a,=— t)dt
jo, T ‘ T, I q< )

1q(t)
90 CjZT o 2|sin > ) T+ T,
W H H H ; e a].:T—JT. cos(jw, t)q(t)dt
T > | 1
r
T

T+T,

% [ sin(jo,c)q(c)de
1 T

Milenne ha:T = x?

Ha T, o, akkor az alap frekvencia nulldhoz tart, a palcikék végteleniil bestirlisoédnek

a teherfliggvény Osszegzésekor integralni kell m szerint |d w= 2% -gyel szorzunk

Tl
az a és b amplitid6 nem j-t6l fiigg, hanem w-tdl q(t)=f la(w)cos(wt)+b(w)sin(ot)|do
az id6 szerinti integraldst - oo -t6l + oo -ig kell elvégzni 0 '
T 17
és visszaszorozni 2—;-Vd alw)=7 L cos(wt)q(t)dt
| b(m):%f sin(wt)q(t)dt
Mi lenne , ha atéglalappal Ac(w) o -
T, és T->0,q0=l? ‘ >
T 1 ‘
o] ‘\_/
K o
Yy i




Osszefoglalas

csillapitott rendszer gerjesztett rezgése
rezonanciatényezo
eszményi csillapitds

tamaszrezgés
elmozdulds/alakvdltozds differencidlegyenlete

harmonikus gerjesztések dsszegzése
Fourier —transzformdcio



Mit tanultunk eddig?

Alapfogalmak

Egyszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

altalanos mozgas differencidlegyenlete

szabadrezgés
harmonikus er6vel gerjesztett rezgés
periddikus erével gerjesztett rezgés



Mit fogunk tanulni ma?

Egyszabadsagfoku rendszer gerjesztett rezgései:

mozgas differencidlegyenlete
altalanos megoldas menete
megoldasi modszerek

Tobbszabadsagfoku rendszer rezgései

mozgas differencidlegyenlete
mozgas matrix-differencialegyenlete



Altalanos erével gerjesztett rezgés — modell, mozgasegyenlet, megoldas

Modell

B=lm alt)
A~

AR AR AR AR AR 4E 4 4

AN 888.8 0808

LR AR AR 4R 4R 4E 4R 4R 4R 4% 4

Elkilonités % ( t)

fos(t) —— q(t)

f.(t) e——

N2 mex(e)=q(t)—f,(¢)—f 4(t)
linearis rugé: f,(t)=k-x(t)
seb. aranyos csill.: f . (t)=c-x(t)

m-%(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

Keressiik x(t)-t, ha x(t,)=x,=0, és x(t,)=v,=0.

Megoldds

A megoldas a homogén differencialegyenlet altalanos,
és az inhomogén differencialegyenlet egy partikuldris
megoldasanak 0sszege:

X(£)= X ()4, (t)

A megoldas gerjesztés miatti részét kereshetjiik:

1.1Un. Ansatz -fliggvénnyel
feltételezett alak paramétereit a DE-be val6
visszahelyettesitéssel allitjuk be

(harmonikus gerjesztésnél tulajdonképpen ezt csinaltuk)
- fliggvényszerl gerjesztés kell

2.1d6lépéses megoldassal:
diszkrét ¢, idopillanatokban:

olyan elmozdulas és sebességértéket szamitunk
ami kielégiti a differencialegyenletet

3.DE direkt integralasa



Mozgasegyenlet direkt integralasa — I.

A q(t) gerjesztéeré-fiiggvényt elemi d ¢ ideig hat6 részekre bontjuk.
Adt ideig hat6 erék éltal 4tadott elemi q(t)-dt impulzusok hatasat dsszegezziik.

A

ndx

B
)

A T idépillanatban atadott g(t)dt impulzus
miatt a test mozgasmennyisége megvaltozik:
q(t)dt=m-dv

Ebbdl adv :Md t egy, a t=T pillanatban
m

kezd6d6 szabadrezgés v, kezdeti sebessége.
Mivel ez a rezgés hozzaadddik a korabbi
mozgasokhoz, a kapcsolodo x,=0.

Egy t>t pillanatban az elmozdulas:
(figyelembe véve, hogy addig t—t id6 telik el)

q(t)

dx(t)=e = -dt
m-,

-sin((o;(t—r))

A teljes megoldashoz az 6sszes elemi impulzus hatasat kell 6sszegezniink.
A t pillanat elmozdulasaira a T<t pillanatokban haté elemi impulzusok hatnak.

t
Azok 6sszege az alabbi integral: x( f
0

gooo t— 17)

sin(m;(t—r))dt



Mozgasegyenlet direkt integralasa — 2.

7@,(1)0 t— T

sm(oo;(t—r))dr

*

t
Duhamel-integral:  x( f
0

O

Ez a rendszer vdlaszfiiggvénye.
Specidlis esetek

Tdmaszrezgés: az alakvaltozasok, igénybevételek vizsgalatara a teherfiiggvény:

qlt)=—mz(t)
Amit behelyettesitve:

u (t)=_:[ _2(*T> eiEwO([iT)'Sin(w; (t—r))d T

Csillapz'tatlan szerkezeten' E=0és w,=w,:

CI
0 mmo

sin(w,(t—7)|dT



Mozgasegyenlet kozvetlen megoldasa — példa I. A mozgés differencidlegyenlete:
m-%(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

q(t)

}k(t)+2§(noi<(t)+w§-x(t):7

Legyen egy csillapitatlan rendszerben a teher egy id6ben linearisan névekvé intenzitasu ero:

q(t)=b-t

Keressiik a megoldast is linearisan novekvd alakban:

x,(t)=a-t
Ekkor: X (t)=a, %,(t)=0 behelyettesithet a DE-be (és ¢=0):

O+k-a-t=b-t
Ez megoldhato a-ra:
azééx(ﬂzéi
k ¢ k

A teljes megoldashoz ezt kell kiegésziteniink a homogén egyenlet altalanos megoldasaval:

x(t):A-cos(ooOt)+B-sin(wot)+%t

Es A, illetve B értékét a kezdeti feltételk fiiggvényében meghatérozni.

Ha példaul x(0)=0, és x(0)=0:

x(t)Z—kl; sin(u)ot)+%t
0



Mozgasegyenlet megoldasa — példa Il. m=200 kg, k=5000N/m - w,=5rad/s, T,=1,257 s

B o €=0,05->c=100Ns/m
Keressiik a valaszt egy tetszoleges gerjesztGerore:
(Itt egy véletlenszeriien felvett fiiggvénnyel szemléltetve.)

400 A t; pillanatban ismert q(t;),x(t;),v(t;)
288 meghatérozza a DE-bél a(t,)-t.
100 E gyorsulast felhasznalva szamoljuk a kis A t
0 id6lépésre levo t;,, =t;+At pillanatban a
o
-100 3 .. L -
200 kovetkez6 x(t;,,),v(t,,) értékeket.
-300 . .
-400 (Legegyszertibb esetben pl. konstans gyorsulast
-500 feltételezve az id6lépés alatt.)
t
0.1 0.6
0.05 0.4
0 0.2
x > 0 ©
0.05-0-05 3 020 05\ [15 5 3 3
0.1 -0.4
-0.15 -0.6
t t t

x"=0,135m,v"*=0,5212m/s,a"*=3,298 m/s’



Pszeudogyorsulas, pszeudosebesség m=200kg,k=5000N/m = w,=5rad/s, T;=1,257 s

£=0,05-c=100Ns/m
Keressiik a valaszt egy tetszoleges gerjesztGerore:
(Itt egy véletlenszeriien felvett fiiggvénnyel szemléltetve.)

400 0.6
300
300 0.4 XmaX:0,135 m
100 0.2
_ 0 _ v"=0,5212m/s
%88 3 020 5 3 max __ 2
-300 ' a =3,298m/s
00 0.4
-500 0.6
t t
y x(t)
0.1 4 4
3 1 ¢
: = | e
x 3 © 0 : k ﬁ
10 15 2 2.5 3 ,—/\/\/\/—
2 4
3 LR AR AR 4R 4R 4E 4x 4 LR AR AR 4R AR 4R 4E 4F 4F 4 4
t t

Ahhoz, hogy az x(t) elmozdulés statikusan jojjon létre, egy q,(t)=k-x(t) statikus erét kellene miikodtetni.
Mivel k=m-w, ez az er6 szamithat6 q(t)=m-w;-x(t) alakban is.

Az w,-x(t) szorzat egy gyorsulas mértékegységii mennyiség, a neve pszeudogyorsulds: a”(t)=w;-x(t)
Az elmozdulést 1étrehozé erd a pszeudogyorsuldsbél: g, (t)=m-a”(t)

Ha fentiekbdl csak a maximum érdekel minket, akkor az id6fiiggést elhagyva

s . /7 2
a helyettesitd statikus eré: q; " =m-a” , ahol a”=w, x"™"

Hasonl6 elven definidlhatunk pszeudosebességet is: v'=w,- x"* . (Ez csillapitéelemeknél fordul eld.)



Mozgasegyenlet megoldasa — valaszspektrum . A mozgés differencidlegyenlete:
m-x(t)+c-x(t)+k-x(t)=q(t)

q(t)

400 . . 2
Legyen adott egy tetszéleges teher. 200 X(e)+28 0, k(tJrwpx(t)= m
Hatarozzuk meg az elmozdulasok maximumait T tsnél:
kiilonb6z6 szerkezetekre, de legyen: amaszrezgzesne :
o azonos anyag > azonos £ 2000 0571 25 3 i(t)+2E wyu(t)+oy-u(t)=—2(t)
& azonos tomeg ] ] -400
A maximum csak w,-tél (vagy T,-tol) fiigg. 500

Abrazoljuk ezeket a maximumokat a periédusidd, illetve a sajatkorfrekvencia fiiggvényében:

0.8 0.8
07 £=0,05 0.7 £=0,05
0.6 0.6
0.5 0.5
s 04 s 04
S <
% 0.3 % 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0 re—x
0O 05 1 15 2 25 3 35 4 0 2 4 6 8 10 12 14 16
TO omega_0

Az igy kapott fliggvény az adott teher elmozdulds - vdlaszspektruma.



Mozgasegyenlet megoldasa — valaszspektrum Il. 400
200

2000 05 25 3
Egy rogzitett teherhez nem csak elmozdulas-valaszspektrum szamithato. 400
Lehet még gyorsulasi, pszeudogyorsulasi, sebesség és pszeudosebesség valaszspektrum. -600
4 4
3.5 EZO,OS 35 EZO,OS
3 3
2.5 2.5
2 2
© ©
1.5 —t— a"p 1.5 e AP
amax amax
1 1
0.5 0.5
0 0
0 05115 2 25 3 35 4 45 0O 2 4 6 8 10 12 14 16
T_O omega_0
Haszndlata :

A (& csillapitasu) szerkezet periédusidejéhez (vagy sajatkorfrekvencidjahoz) tartozo
pszeudogyorsuldst leolvassuk az abrabol: S, (T, &)
Az ehhez tartoz6 (legnagyobb) alakvaltozast 1étrehoz6 statikus er6:
q;naX:m.Sap(TO,E)
Ezzel terhelve a szerkezetet megkaphatdk a legnagyobb igénybevételek.



Valaszspektrum szamitasanak lépései — a peridodusidé fliggvényében

abs(x(t))

0.8

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

all I|||||| H H ‘
0.5 1 1.5 2

To

25

3.5

4.5

aP

2.5




Valaszspektrum szamitasanak lépései — a sajatkorfrekvencia fliggvényében

abs(x(t))

0.8

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

2.5

H||||||||I B
4 6 8

10 12

Wo

16

aP

2.5

10

12

14

16



Foldrengés-vizsgalat

A tamasz rezeg z(t) fiiggvény szerint, tehat a mozgéas DE-e:

m-ii(t)+c-u(t)+k-u(t)=—m-z(t)

- Csakhogy z(t)ismeretlen (igazabdl azt sem tudjuk, mikor lesz)
+ Léteznek viszont korabbi rengések adatai, amikhez szamolhatdk a valaszspektrumok:

50

40

30

2
. wu i il —
S L N HM M 22
N -1 ““ N “ ‘l\“ I Hm” ‘\ Ml ‘HH ‘\ ‘N l\\\” 3 ii

-20 f I

20 i \ | 25

-40

t

Az eltérd erdsségek és a periodusid6-fiiggd ugrasokat kisimitva
egyfajta fels6 burkoloként kaphato a tervezési vdlaszspektrum.

Pl. ECS8:

12
10

Shap

O N M O

i(t)+2Ewyu(t)+wi-ult)=—2z(t)

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
TO
12
10
8
S 6
» 4
2
0

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
omega_0



Osszefoglalas ma, eddig

gerjesztett rezgése
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