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Mit fogunk tanulni ma?

Keretek rezgései

Keretek szamitasa (tomegmatrix, kompilalas, rugalmas megtamasztas)
Végeselem modszer



Dinamikai vizsgalat matrix-elmozdulasmaédszerrel — merevségi matrix I.

A Tartok statikaja I.-I1.-ben tanult merevségi matrix fizikai jelentése ugyanaz.

El6allitasa azonban mindig elemenként torténik, amit a kompilalas kovet.

Az elemekre bontéds miatt egy szabadsagfokra csak a kapcsol6dé elemek szabadsagfokainak
elmozduldsa miatt adodik erd, tavolabbi elemek tavolabbi csomdpontjai miatt nem.

LT LT LT

Ennek az elvnek a hatasa keretek szamitasara:

Az ij-elem elemi merevségi matrixa lokalis koordinatarendszerben el6allithatd.

Eza K fj"k matrix a végpontok lokalis elmozdulasabol szamitja a végpontokra hato

eroket, nyomatékokat a lokalis koordinata-rendszerben.

Az elem lokalis koordinatarendszerébdl at kell forgatni a globalis rendszerbe.

A globalis koordinatarendszerbe forgatott K?jl matrixokbol kompilaljuk a szerkezet merevségi matrixat.



Dinamikai vizsgalat matrix-elmozdulasmaédszerrel — merevségi matrix Il.

A modszer el6nyei:
+ a merevségi matrix kompilalhato, elemenként, egyszertien allithat6 el6
+ A matrix savos szerkezetii lesz, sok zérus elemmel

Hatranyok
- a csompontonkénti szabadsagfokok szama megnovekszik: eltolédasok + elfordulas
- sok szabadsagfok - nagy matrixok = a sajatértékfeladat megoldasa nehezebb

Egy elem (ij) merevségi matrixa a lokdlis koordinatarendszerben: A, elem elmozdulisvektora:
lok

. . lok __ i
i m—; Ui =1 ok

J

z . . .
Az elemvég elmozdulasvektorai:
A Kg.’k elemi merevségi matrix megadja, hogy az elemvégekre U, u
4 , e . lok _ lok _
mekkora er6ket/nyomatékokat kell miikodtetni, hogy az ug.’k u = w, Juj = W,
elmozdult alakot kapjuk: @y ®;y
ik Az elemvégre hat6 erdk:
lok __|1i __ grlok __lok
fy _flok =K u; ok Fy ok Fy
. Ok __ ok _
J fi - in ’ fj - sz
M. M.

y Iy



Dinamikai vizsgalat matrix-elmozdulasmaédszerrel — merevségi matrix lll.

Az elemi merevségi matrix tehat 6X6-os,

ok | M.
.. = 1y
f F

)

lok
=K.

]

Példaul a negyedik oszlop = u;

(a végcsomopont | f )

eltolédésa x -irdnyba (u)

)
< %/
Z

de felirhat6 un. blokkos alakban is:

| r ! R |
U;
lok ,AA lok ,AB
Kij Kij w;
= (piy
U;
lok , BA lok , BB
K; K; W
Py
[ I L [

Egy oszlop jelentése most is a szokdsos :
Mekkora er6ket/nyomatékokat kell miikddtetniink, hogy
egységnyi elmozdulast kapjunk a megfelel6 szabadsagfokon?




Dinamikai vizsgalat matrix-elmozdulasmaédszerrel — merevségi matrix IV.

Példaul az 6todik oszlop>w;
(a végcsomopont ( )
eltolédésa z -iranyba (w) 6 EI

Pl. Tartok statikaja I.-bol:

Példaul a harmadik oszlop = ¢,
(a kezdb (i)

csomépont elfordulasa (o)

az y-tengely koriil) 4EI 6 EI

Pl. Tartok statikaja I.-bél:

I I?
_— (Y
i j > i |7 LR
T Tﬁ]ﬂ 2ET
Z V4 lz l

6EI
7
4EI

6 EI

2FEI




Dinamikai vizsgalat merevségi matrixa — jellemz6k

I (I
EA
in T
12 EI 6 EI
F, B - I?
_6El  4EI
M, | 7 1
| EA
Fs 17T
12EI 6EI
FZ] - P 12
v _6El  2EI
s 2
l 1
| 1y

Fdatloban pozitiv szamok!

Az elemi merevségi matrixot egyensulyi alapon is szamithatjuk, ezért:
o az 1. és 4. sorban szerepelnek az x iranyu erok.

12EI
— 13
6 EI
IZ

12EI

6 EI
IZ

6 EI
— ;
2EI

[

6 EI
12
4EI
l

o a 2. és 5. sorban szerepelnek a z iranyu erdk.
Ezek 6sszege kiilon-kiilon nullat kell adjon (1. sor + 4. sor, illetve 2. sor + 5. sor).

I

lok __ lok _ lok
z fi =Kj uj
Mértékegységek: u,w: m
EA: kN @: rad
EI: kNm® F: kN
I: m M: kNm
kN kN/m kN/m
kN kN/m kN kN/m
kNm |_ kN  kNm kN
kN || kN/m kN/m
kN kN/m kN kN/m
kNm kN kNm kN

A

m

kN m
kNm || rad

m

kN m
kNrnl i 1radl

o a j csomopont koriil forgatnak a 3. és 6. sor nyomatékai, valamint a 2 sor er6i [ karral pozitiv iranyba.
Az 6sszes nyomatéknak nullat kell adnia (2. sor I-szerese + 3. sor + 6. sor).

A 2, 3., 5., 6. sorok fenti tulajdonsagaibol kdvetkezden: 5. sor [ -szerese = 3. sor + 6. sor.



Dinamikai vizsgalat matrix-elmozdulasmaédszerrel — merevségi matrix V.

A merevségi matrix transzformalasa lokalisbél globalis koordinatarendszerbe

T; 0

T
0 T
Tinlok,AA TT TUKfJok,ABTT

ij i i
lok ,BA T lok ,BB g T
T, KT, T,K;"™T]

ij ij ij

T, O

J

0 T,

lok

y

gl __
K{=

A transzformacié blokkonként is elvégezhetd: K 512

Amikor jobbrol szorozzuk a globalis elmozdulassal, akkor T;-Vel valo szorzas lokalis elmozdulast szamit,
amibol K f]ok blokkja erdt szamol a lokalis rendszerben, amit a T ; -vel valo szorzas atszamit a globalis krsz.-be.

Merevségi matrix kompilalasa

Mint a diszkrét rugés modellnél, itt is az egyes elemek merevségi matrixaibol allithatjuk
eld a szerkezet merevségi matrixat, de most az egyes csomopontok 3<3 -as blokkjait kell
Osszegezni a kezdetben nullakkal feltoltott K matrixban.

gl, AA gl, AB
K9 K

olia peonne | DIOKkstruktira esetén: k54 az i -blokkhoz adjuk,

K{"""-taz i, j -blokkhoz adjuk,
KY"™-ta j,i-blokkhoz adjuk,
K™ -ta j, j-blokkhoz adjuk.

ij -

A K9=
ij

ij




Dinamikai vizsgalat végeselemmaodszerrel — alakfiiggvények o u, u
lok __ | Y lok __ lok
G ok |2 T W2 Wj-
i cpiy (p]_y
A merevségi matrix eldallitasanak automatizalasahoz felsoroljuk az egyes oszlopok alakjait:
N, (x)i m—;{ Az elem teljes elmozduléasa ezeknek a fiiggvényeknek
1=x/L a linedris kombinacidja:
z

u(x)=u, N, (x)+u;N,(x)

N2<X) i ‘J\I,—; W<X):Wi'Nz(X)"'(Piy'N3(X)+WJ'N5(X)+ijy'N6(X)

3.f.p.

De elegansabb tgy irni, hogy:

u(x)

wlo) [T

y

ahol N (x) a bdzisfiiggvények métrixa:

N4<x)% — J p—— N(X):Nl(x) 0 0 Nyx) 0 0

0 Ny(x) Ny(x) 0 Ni(x) Ng(x)

Az N, (x) fiiggvények pedig a bdzisfiiggvények.

N 5()()%L m—’x - egy szabadsagfok helyén 1, a tobbi helyén zérus
3.f.p.
z

- kell6en folytonos
- eloallitasi technikai itt nem a feladatunk

3.f.p.



Dinamikai vizsgalat végeselemmodszerrel — matrixok

Vezessiik be az L tn. operdtormdtrixot :

d()

1= dx 0
- d*()
O 2

dx

Operator: amit mogé irunk, azzal csinal valamit.

Az L matrixot alkalmazva a bazisfiiggvények matrixara
a kapott matrix az alakvaltozasok métrixa (B(x)):

T
B | dx N,(x) O 0 N,x) © 0 |_
S DN R AR No(x) Nolx)|”
dx’
dN1<X dN4(X)
& 0 0 - 0 0
B d’N,(x) d°N,(x) d’N.(x) d°N,(x)
dx’ dx dx’ dx’

Vezessiik be a D un. keresztmetszetimerevségi mdtrixot :

EA 0
0 EI




Dinamikai vizsgalat végeselemmaodszerrel — merevségi matrix

Az elemi merevségi matrix igy el6éllithaté az alabbi formulaval:
loc J‘ B ) dx

Az integralast a matrixszorzaton beliil elemenként lehet végrehajtani,
de ez alapvet6en a program dolga. (Persze ha nekiink kell megirni a programot

akkor ez mar nem ilyen egyértelmii.) 1 [
EA _EA
’ ’ 7 . . r I I
Példaul: a masodik sor 6t6dik oszlopaban az elem*: 12EI  6EI _12EI _6EI
d*N,(x d’°N. (x I I r I
foczs—f 0-EA-0+ d )-EI- 5(x) dx= 6E  4EI 6EI  2EI
I 2 2 — il ==
dx dx Ko 12 ! I’ !
d’N,(x) d*N.(x) " |_EA EA
=FI [ —2" —>"dx I I
L dx dx 12EI  6EI 12EI  6EI
R P P P
A virtualis elmozdulasok tétele alapjan lathat6 be, hogy ez valéban —Gﬁl Z—]Iﬂ Gﬁl g
éppen a keresett elmozdulasrendszer mellett a keresett reakcioerd. ! i
A fenti elv mas szerkezetnél is hasznalhat6 (pl. tarcsa, lemez), csak mas lesz:
-d Vegesielem . . * Egy matrixszorzat eredményének a k,l eleme
- a csomoponti elmozdulasok vektora . .
bézisfil i K 6 K matri (azaz a k-adik sor, I -edik oszlop eleme
- abazis ngve,n}{e » €5 azOK matrixa a szorzat els6 matrixanak k -adik sordbol
- az operatormatrix a kozbens6 matrixokbol és az utolsé matrix

- a keresztmetszeti merevség matrixa [ -edik oszlopabdl képzett szorzattal egyenld



Dinamikai vizsgalat merevségi matrixa — osszefoglalas

v b

% Az elem elmozdulasvektora:

s
L]
L]
L]

lok ! lok__| J
U =tw 4 =|w;
N (x)= N,(x) 0 0 N,(x) 0 0 Py Piy
0 M) Nylx) 0 Nilx) Nelx) Az elemvégre hat6 erék:
in ij
d) o | B=LN(x) D:[EA 01 o=l b =] E
dx 0 EI
b= dz() loc T My M
0 = K: :IB (x)DB(x)dx
dx ) g u(x)
=N foc
| SR

lok ,AA =T lok ,AB g T
T, KT, T,K"T;
lok, BA T lok, BB T
T,K ™1, T,K“"T;

y i

s e r 1 12172
Krsz.-transzformacié: K ?j = - Kompilalas




Mit tanultunk eddig?

Egy- és tobbszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései

Keretszerkezetek merevségi matrixa

Mi lesz még?

Keretszerkezetek szamitasa

Keretek szamitasa (tdmegmatrix, rugalmas megtamasztas)

Példak



Dinamikai vizsgalat tomegmatrixa — diagonal tomegmatrix Az elem elmozduldsvektora:

u;

i m—; Legyen az | hossztisagu elem fajlagos ol | Wi
fajlagos tomege: . ulok=| Ui |=| Py

7z U ok | Ty
j j

Wi

i B R

Az eltolodasi szabadsagfokokhoz az elem tomegének fele tartozik: m,=m, =m =m = 5

Az elfordulasi szabadsagfokokra nyomatéki egyenletet irunk -> perdiilettétel a csomopontra

Az ehhez tartozo tehetetlenség a tehetetlenségi nyomaték.
2 3

A rid végi forgastengelyre ez tdmeg-szer-hossznégyzet-per-harom, azaz a fél elemre:l;, =1 jy:% % L) :%

1/2
1/2
M% =01 I’/24
j —H 1/2 Ez a tomegmatrix a globalis koordinata-
1/2 rendszerbe forgataskor sem valtozik:
/24 M=M;"




Dinamikai vizsgalat tomegmatrixa — majdnem diagonal tomegmatrix

Az elem elmozdulasvektora;

lok Wi
lok __ ul‘ _ (P,-y
i k|
j U;
A fél ridelem haladé mozgésakor (w;,w j) perdiilete is van a csomopontra. W;
A fél ridelem elfordulasakor (cpiy, () ].y) a sulypontjanak haladé mozgasa is van. .(pfy .
'1 /2 ! Ezt a tomegmatrixot transzformalni kell:
1/2  —1/8 (Ezt is lehet blokkonként)
lok, AA =T lok, AB in T
M{c_;k:“l —1/8 I’/24 gl_ T,M; T, T,M, T;
’ 1/2 CoTMt Ty T My
1/2 1/8
1/8 I2/24 Csak a 3X3-as f6atlo-blokkok

lesznek zérustol kiill6nbozok.

A féatlon kiviili tagok a kompilalas utan kiesnek, ha a
csomoponthoz kapcsolodo rudelem-felek stilypontja a csomopontba esik.

: —_—




Dinamikai vizsgalat tomegmatrixa — konzisztens tomegmatrix

] b

A bazisfiiggvények matrixaval:
N,(x) 0 0

NOE 0T N M) o

Az elem elmozdulasvektora;

Konzisztens tomegmatrix :
A merevségi matrixhoz hasznalt bazisfiiggvényeket
alkalmazzuk a ttmegmatrixhoz is.

L
1/3 1/6
13/35  —111/210 9/70  131/420
M=yl —111/210  I°/105 —131/420  1°/140
d 1/6 1/3
9/70  —131/420 13/35  111/210
. 131/420  [°/140 111/210  I°/105 |

Ezt a tomegmatrixot transzformalni kell:

(Ezt is lehet blokkonként)
lok, AA =T lok, AB =T
ol_ r,m;,”"T; T,M;""T,

ij lok ,BA = T lok ,BB 4= T
TijMij Tij TijMij T

y



Példa — Gerenda normal és hajlitérezgése I.

L=4,8m hosszu rad, fajlagos tomege: uw=400 kg/m,
normalmerevsége: EA=15000kN, hajlitémerevsége EI=100kNm®
Allitsuk el6 a teljes szerkezet merevségi és tomegmatrixat, ha 3 elemre bontjuk a rudat!

% 2 3 A
V4

. . s s , ;o lok lok lok lok lok lok
Mindegyik elem azonos (hosszilsagi, anyagid, merevségii) 2K, =K, =K, és M, =My, =M,
Mindegyik elem a globalis krsz.-ben azonos modon all - nem sziikséges transzformalni:

lok 1 - lok 1
K’ K*Z és Mi]‘.’ :ij.

i

213 O 0 106 O 0 9375 0 0 —9375 0 0
0 237 -54 O 82 31 0 292 235 0 —293 —235
MY=10"3 0 —-54 15 0 —-32 11 K9= 0 —235 250 0 234 125
/ 106 O 0 213 O o> Y |-9375 0 0 9375 0 0
0 82 -—-32 0 237 53 0 —293 234 0 292 234

0 31 11 0 53 15 0 —235 125 0 234 250




Példa — Gerenda normal és hajlitérezgése II. 9875 0 0 -9375 0 0
0 292 -235 0  —293 -235
Kki=| 0 —235 250 0 234 125
1 2} 3] (4—> T97(-9375 0 0 975 0 0
0 —-293 234 0 292 234
‘ i 0 —235 125 0 234 250 J
Merevségi matrix kompilalasa:
, [4] :
9375 0 0 [ —-9375 0 0 0 0 0 0 0 0
0 292 -235{ 0 —293 -235| O 0 0 0 0 0
0 =235 250 0 234 125 0 0 0 0 0 0
—9375 0 0 /18750 0 0 |-9375 0 0 0 0 0
0 —293 234 0 585 0 0 —293 -235| O 0 0
g—|L0 =235 125 0 0 500 0 234 125 0 0 0
0 0 0 [|-9375 0 0 (18750 0O 0 |—-9375 0 0
0 0 0 0 —293 234 0 585 0 0 —293 —235
0 0 0 0 =235 125 0 0 500 0 234 125
0 0 0 0 0 0 [-9375 0 0 9375 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —293 234 0 292 234
0 0 0 0 0 0 0 —235 125 0 234 250
|




Példa — Gerenda normal és hajlitérezgése ll.

Iy
12}

ey
13}

i

Tomegmatrix kompilalasa:

MalI:10—3'

gl __ 73_
4 b—’x M;=10 106

213

0

0
237
—54

0

82
63

,
13 0 0 ;106 O 0 0 0 0 0 0 O
0 237 -54, 0 8 31| 0 0 0 0 0 O
0 =54 15 0 =32 111 0 0 0 0 0.0
06 O 0 1426 O 0 {106 O 0 0 0 O
0 82 =32 0 475 0 0 82 31 0 0 0
0 31 11 0 0 311 0 =32 11 0 0 O
0 0 0 |106 O 0 | 426 0 0106 0 O
0 0 0 0 82 =321 0 475 O 0 82 31
0 0 0 0 31 111 0 0 31 0 =32 11
0 0 0 0 0 0 1106 O 0213 O 0
0 0 0 0 0 0 0 82 -—-32¢ 0 237 53
0 0 0 0 0 0 0 31 11 0 53 15

0
—54
15
0
-32
11

106
0
0

213
0
0

0
82
—-32
0
237
53

0
31
11

53
15




Példa — Gerenda tamaszai |.

% 2 3 IR
VA

Merev befogas mindkét végen: a megtamasztott szabadsagfokok elmozdulasa 0.
- a nekik megfelel6 oszlopok nullaval szorzédnak

- a nekik megfelel6 sorokban a reakcié lesz az ismeretlen

- az egyenletrenszer redukalhat6

Mi(t)+Ku(t)=q(t)

Innen a szokott médon szamolhato.



Példa — Gerenda tamaszai Il.

i

Iy
12}

ey
13}

18750 0 0 —-9375 0 0

0 585 0 0 -293 —235
K=|l=2 0__500 0 234 125
-9375 0 0 i[18750 0 0

0 —293 234 0 585 0
0 —235 125 0 0 500

(4)—>
,
426 0 0 106 0 0
0 475 0 0 82 31
M=10"% 0 0 31 0 -32 11
106 O 0 426 0 0
0 82 -—-32 0 475 0
0 31 11 0 0 31

A szabadrezgés (az altalanositott sajatértékfeladat) megoldasai:

Q=(15,545 42,859 130,247 132,583 151,737 296,464 )

—0,593

hajlit6 rezgések

0 0 0 0,968 0
-0,907 1,067 0,463 0 —0,406
0,593 0,571 —3,473 0 —5,281
0 0 0 0,968 0
—-0,907 —-1,067 —0,463 0 —0,406
0,571 —3,473 0 5,281

—1,250
0
0
1,250
0
0

normal rezgések



Példa — Elemméret, elemszam hatasa

Hajlitérezgések sajatkorfrekvenciai az elemszam fiiggvényében:

15,603 | 56,256 )

15,545 42,859 | 130,247 151,737 )

15,374 43,381 84,743 | 218,388 265,156 308,835 )

15,330 42,658 86,229 140,911 ' 339,550 375,270 463,823 520,455 )
15,321 42,329 84,592 144,102 211,406 482,082 528,409 596,410 727,317 777,986 )

zzzzx=
@U‘l-llkCJJl\J

{O{O{ﬁ){O{O

A sajatkorfrekvenciak elso fele hihetd, a magasabb tagok még messze nem.

Ennek oka: a bazisfiiggvények legfeljebb harmadfoku fiiggvények, ilyen alakokkal prébaljuk
leirni a tényleges rezgésalakot. Ez egy geometriai kényszer, ami mereviti a ténylegeshez
képest a szerkezetet = magasabb sajatkorfrekvenciak.

Mekkora elemméretet hasznaljunk?

A figyelembe vehet6 sajatkorfrekvenciak a gerjesztés korfrekvenciajat kovetni tudjak.
Kiilénben lehet, hogy éppen a rezonans rezgésmodot hagyjuk ki.

A magasabb értékekre semmi sziikség:
o pontatlan
a tszf. rendszerben a hatasa egyre csokken.



Altalanositott sajatértékfeladat redukalt megoldasa

Ha az N szabadsagfoku rendszerben csak n sajatvektort és sajatkorfrekvenciat hatarozunk meg:

V:[Vl Vao o VN] hel V.=vs Voo e Vi De az ortogonalitasi és normaltsagi
| es | elyett es tulajdonsagok megmaradnak:
Q=(0w,;, Oy, ... Oy Q =Wy, ®g, ... g, VMV =E
V,KV =Q,
A modalanalizis sorén csak kozelité megoldast kapunk: x(t)~V, y,(t)
A mozgéasegyenlet: VIM V, y,(t)+VIKV, y,(t)=V]q(t)
Most is szétesik (az els6 n alakra): Ey, (t)+Q. y, (t)=f,(t)
yilt)+ g, yi(t)=F(t)
Tamaszrezgés esetén a mutatovektort a teljes szerkezeten szamoljuk, igy: m=M i
T
r v,.m
A modalis részvétel is valtozatlan: I';=v, m , ezeket ktorb Gjtve: !
modalis részvétel is véltozatlan: T';=v; m , ezeket egy vektorba gyfijtve L= Tl VZT.m VT m=VT Mi
Lol vim

Az n rezgésalakkal figyelembe vett hatékony témeg:

mg=2, /=TT =i’ MV, V, Mi
i=1



Gerenda rugalmas megtamasztasa

% 2] 3} A
z

A teljes merevségi matrix féatlojaban a rugalmasan megtamasztott
szabadsagfokok elemeihez kell hozzdadni a rugomerevséget:
& merev tdmasz esetén egy numerikusan kell6en nagy merevségii rug6val tamasztjuk meg
a nem kell megkiilonboztetni a kiils6- és belsé csomépontokat, szabadsagfokokat
o a merev tamasz esetén nagyobb lesz az egyenletrendszer
(de ugyis csak az els6 néhany sajatrezgésalakot hasznaljuk)

,,,,,,,

A L xfe)+ K - xft) =qft)

,,,,,,,

,,,,,,,,




Gerenda rugalmas megtamasztasa — példa

% 2 3 IR
VA

A korabban mar kompilalt matrixok elsd 6 sajatkorfrekvenciaja a rugomerevség fiiggvényében:

p=0 Q.= 0 0 0 14,83 43,84 117,59
p=10 Q.= 299 322 575 17,17 4538 118,16
p=100 Q.= 7,48 1544 2844 5420 1222 147,98
p=1000 Q.= 13,38 32,75 61,30 81,33 134,92 178,74
p=10000 Q.=| 1528 41,59 82,93 126,43 128,01 194,82
p=100000 Q.= 15,51 42,73 124,22 129,93 149,35 278,25
p=0 Q.= 15,555 42,86 130,25 132,58 151,74 296,46

Tul kicsi rugémerevség -> a merevtest-szeri mozgas dominal

Mennyi az elegendd merevség a merev tamasz modellezésére?

o Els6sorban szerkezetfiigg6 (még csak nem is a f6atlo értékeitol).

o A merevtest-szerli rezgés frekvenciaja legyen nagysagrendekkel nagyobb az els6 sajatkorfrekvencianal.



Példa — Keret rezgése, elemi matrixok a lokalis krsz.-ben

L=8m hosszti, H=4 m magas keret, fajlagos tomege: u=400 kg/m,
normalmerevsége: EA=15000kN, hajlitémerevsége EI=100kNm®
Allitsuk el6 a teljes szerkezet merevségi és tomegmatrixat, ha 4 elemre bontjuk a keretet!

2] 3] 47

Mindegyik elem azonos
(hosszusagu, anyagu, merevségii):
lok __ grIlok __ g-lok __ g-lok
K12 _K23 _K34 _K45
és
lok __ lok __ lok __ lok
MlZ _M23 _M34 _M45

3000 0 0 —3000 0 0 533 0 0 267 0 0
0 37,5 =75 0 -37,5 =75 0 594 -335 0 206 198
ok_| 0 =75 200 0 75 100 ok_ -3 0 —335 244 0 —198 183
K;" = , M =10 "
—3000 0 0 3000 0 0 267 0 0 533 0 0
0 -37,5 75 0 37,5 75 0 206 —198 O 594 335

0 —=75 100 0 75 200 0 198 183 0 335 244




Példa — Keret rezgése, elemi matrixok a globalis krsz.-ben

A vizszintes elemek a globalis krsz.-rel azonosan allnak
- nem sziikséges transzformalni:

1 1 lok
Kg3:Kg4:K

i

A fiiggbleges elemek élljanak azonos modon:

7 gl __ gl __ lok
és M3,=M2, =M,

1-2 és 5-4 elem lesz, de a lokalis krsz. azonosan all
- csak egy transzformacio kell

viszont az utols6 elemnél i=5 és j=4!

A transzformacio eredménye:

37,5 0 —75
0 3000 0
Ki=| 75 0 200
-37,5 0 75
0 —-3000 O
—75 0 100
Lépésenként:

—37,5
0
75
37,5
0
75

0
—3000
0
0
3000
0

=75

100
75
0

200 )

, M{=10"

a fel kellett cserélni az x és z irdnyd elmozduldsokat és
azaz az 1. és 2. sort, a 4. és 5. sort, az 1. és 2. oszlopot végiil a 4. és 5. oszlopot

o az igy kapott z irany a globalissal ellenkez6 iranyt:
—1-gyel szorozni kell a 2. és 5. sort, majd a 2. és 5. oszlopot

2] 3]

% 5]
594 0 —335 206 0 198
0 533 0 0 267 0
—-335 0 244 —-198 0 183
206 0 -—198 594 0 335
0 267 0 0 533 0

0 183 335 0 244




Példa — Keret rezgése, kompilalas

A teljes szerkezet matrixainak kompilalasa:

KY,

2

1

K%, o

2

K$, 3
3
4 /

(]




Példa — Keret rezgése, peremfeltételek, sajatértékfeladat

2}

(]

Peremfeltételek, példaul befogott-befogott oszloptalpak:

1 2 3 4 5

FPIVANACHS
1@ C ; :
3 H H
A maradék matrixokbol:Q =(3,22 5,77 26,77 29,55 ...)

» D

1 1
S%vlf\% ~0.9973 —0.0046 —0.0273 0.1051

0.0022 —0.0103 0.0770 0.2001

0.2062  0.2116  0.2741 —1.0000
—1.0000 —0.0001 -0.0333 0.1341
2 3 4 V,=| 0.0000 —1.0000 0.0000 —0.0001
—0.1016  0.0000 1.0000  0.7788

2 ~0.9973  0.0045 —0.0273 0.1051
A2 és 4 csomboont kbt ~0.0023 —0.0103 —0.0771 —0.2002

3 2 ©8 7 SSUMOPO €0ED 0.2062 —02117 02741 —1.0000 ...
nincs elem = a2,4ésa4,2 \ [

blokkok tiresen maradtak.
4 HF: hogy néznek ki ezek az alakok?




Osszefoglalas

keretek merevségimatrixa
keretek tomegmatrixai
kompildlds
elemméret hatdsa
rugalmas megtamasztds

transzformdcié



Mit tanultunk eddig?

Keretszerkezetek merevségi és tomegmatrixai

Mit fogunk tanulni ma?

Folytonos rud rezgése

hajlitérezgés differencialegyenlete

hajlitorezgés: szabadrezgés, rezgésalakok



Folytonos rud hajlitérezgése — differencialegyenlet I.

Adott:
W(X 1) EI : hajlitomerevség )
/\/E—. u: fajlagos tomeg Keressiik:
X I- hossz w(x,t): elmozdulésfiiggvény
z w(x,t) q(x,t): teher
Feltételezéseink:

a Kis elmozdulasok elve
Egy elemi (dx) hossziisagt darab elkiilonitése: o Euler-Bernoulli gerenda

a A keresztmetszet elfordulasi
+ + + q(x,t) tehetetlenségét elhanyagoljuk

M, Vi Newton mésodik térvénye:
M, +dM, —VZ+(VZ+dVZ)+q(x,t).dx:udx-w(x,t)
+dV, +q(x,t)-dx=udx-w(x,t)
dv, ,
KHI(XJ)—MW(XJ)
+dV,

V. (x,t)+q(x,t)=ww(x,t)

Vv,
, dx
7 7

A nyiréerdk és hajlitbnyomatékok is hely- és id6fiiggok, a teljes
jelolésiik: V,(x,t), M (x,t), illetve V,(x+dx,t),M,(x+dx,t)



Folytonos rud hajlitérezgése — differencialegyenlet Il.

Feltételezéseink:
a A keresztmetszet elfordulasi
Egy elemi (dx) hossziisagt darab elkiilonitése: tehetetlenségét elhanyagoljuk
+ + + q(x,t) A perdiilettételb6l nyomatéki egyensulyi egyenlet lesz:

—My—vzdx+(My+dMy)+q(x,t)-dx-ﬁzo

M, & 2
M, +dM, -V,dx +dM, =0
>V _ M,
© dx
dv, . d*M
d_"'Q(X:t):MW(X,t) Y+q(x,t)=uw(x,t)
X dx
+dV,

Vv,
R M;(x,t)+q(x,t) = i(x,t)
Anyagegyenlet: . )
M, (x,t)=EI -, (x,t) —Elw  (x,t)+q(x,t)=uw(x,¢)

M ,t)=—EI - " ot
Geom. egyenlet: x.t) ;W (x,t)

K, (x,t)=—w (x,t)

Elw (x,t)+uw(x,t)=q(x,t)

parcidlis differencidlegyenlet(van benne x és t szerinti derivalt is)



Folytonos rud hajlitérezgése — differencialegyenlet lll.

) X,t
EIw (x,t)+uw(x,t)=q(x,t) W( )
parcidlis differencidlegyenlet(van benne x és t szerinti derivalt is) w

A megoldas itt is két részbol all:

1. A homogén differencidlegyenlet: EI'w (x,t)+uw(x,t)=0

A kontinuum szabadrezgése .

Megoldasaként kapjuk a sajatkorfrekvencidkat, sajatrezgésalakokat.
A w(x,t) végtelen sok pont elmozdulését adja meg
- végtelen szabadsagi fok

- végtelen szamu sajatkorfrekvencia, sajatrezgésalakok

2. Az inhomogeén differencialegyenlet: Ervw™"(x,¢)+uw(x,t)=q(x,t)

A kontinuum gerjesztett rezgése.
Partikularis megoldas.

A teljes megoldast a végtelen sok sajatrezgésalakbol képzett

Osszeg hozzaadasaval kapjuk. Ezek egyiitthatdit a végtelen sok
kezdeti feltételbdl szamithatjuk.



Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés . Elw"(x,t)+ww(x,t)=q(x,¢)

w szabadrezgés = nincs teher - q(x,t)=0

w(x,t)

homogén diff.egy.: EIw (x,t)+uw(x,t)=0

Id6ben masodrendli » varhatéan harmonikus rezgés lesz
Keressiik a megoldast

egy ismeretlen helyfiiggd tag, és
egy harmonikus id6fiiggo tag szorzataként: Az id6fiigg6 tag lehetne mas harmonikus fv. is,
w(x,t)=W(x)-cos(w,t) pL.: sin(w,t),cos(wyt —d,), stb.
A parcialis derivaltak egyszertiek:
w (x,t)=w (x)-cos(w,t)

w(x,t)=w(x)(—w;)-cos(wyt)

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

EIWw " (x)-cos(wyt)+uw (x)-(—wg)-cos(wyt)=0 /:cosat)
Bl vAv””(x)—MUJ(Z)W (x)= 0 Ha ez valakit emlékeztet az
mx(t)+kx(t)=0-ra:
A homogén parcialis DE-bdl hasonl6, de &
homogén kdzonséges DE lett. " negyedrendd es

o kivonas van az 6sszeadas helyett



Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés Il. EIw""(x)—uwiw(x)=0

Az alakfiiggvény differencidlegyenletének dltaldnos megoldasa: /\/E—);
w(x)=Asin(A x)+Bcos(A x)+Csinh (A x)+Dcosh (A x)

z
A harmonikus tagokon beliil a A (frekvenciaparaméter) wlx,t)
a hosszmenti oda-vissza valtozas gyakorisagaval fiigg dssze.
Ennek els6, masodik, harmadik, negyedik derivéltjai: Ha w(x) egy megoldas, akkor
wo(x)=AN (+Acos (A x)—Bsin (A x)+C cosh (A x)+ Dsinh (A x)] annak bérme'ly skalérszorf)sa is
W (x)=A*(—Asin(hx)—Bcos(A x)+Csinh (A x)+Dcosh (A x)| az, mint a sa]at,vektoroknal.
. 3 , ' A négy paraméter (A,B,C,D)
\:v C(x)= k4 |— A cos (A x)+Bsin (Ax)+C cosh(Ax)+Dsinh (A x)| . egymdshoz viszonyitott ardnya
w'(x)=A*(+Asin (A x )+ Bcos (A x)+Csinh (Ax)+D cosh(Ax)|=A*w(x) szamit. (Ez is egyértelm(isithetd:
fliggvény normadja.)
Visszahelyettesitve:
EI- M W(x)—uwpw(x)=0 - %-N‘:wﬁ > wozxz\/%
Nagyobb A Nagyobb sa]atlforfr?kvenc,:la
et e (gyorsabban valtozé rezgés)
(stir(ibben valtozé alak) o i an
Mennyi A,B,C,D,\,w,? révidebb periédusid6

Attdl fiigg.



Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés peremfeltételek I. w. =24 EL
=

Befogott-befogott gerenda:

z w(x,t) w'(0,t)=w'(L,t)=0

A feltételezett alakot behelyettesitve:

w (0)= +Asin(A0)+Bcos(A0)+Csinh(A0)+Dcosh(A0) =0
W'(0)=h-(+Acos()L0)—Bsin(A0)+C cosh(A0 )+ Dsinh (1 0)|=0

w (L)= +Asin(AL)+Bcos(AL)+Csinh(AL)+Dcosh(AL) =0
w'(L)=A-{+Acos(NL)—Bsin(AL)+Ccosh(A L)+ Dsinh (A L)|=0

Matrix-alakban:

0 1 0 1 Al |0
A 0 A 0 B|_|0
sin(AL)  cos(AL) sinh(AL) cosh(AL)|[C| |0
Acos(hL) —Aisin(AL) Acosh(AL) Asinh(AL)||D| |O

Frekvenciamatrix
Az éltalanos megoldas paramétereinek aranyait

a peremfeltételek fiiggvényében meghatérozd
egyenletrendszer egyiitthatomatixa

Eltolédasok és elfordulasok
w a gerenda végeinél elGirtak:
w(0,t)=w(L,t)=0

Mivel w(x,t)=w(x)cos(w,t),

és a peremfeltételeknek

minden t-re teljesiilniiik kell:
w(0)=w(L)=0
w'(0)=w'(L)=0

sin(0)=sinh (0)=0
cos(O):ce§sh(O)=1

Homogeén, linearis egyenletrendszer
4 egyenlet, 5 ismeretlen

Nemtrivialis megoldas létének
feltétele, hogy az egyiitthatomatrix
o szingularis

o sorai linedrisan 6sszefiigg6k

o determinansa zérus



Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés peremfeltételek Il. w. =24 EL
0 u
Befogott-befogott gerenda:
/\/E—;
0 1 0 1 Al |0
A 0 A 0 B _ 0 z w (x , t)
sin(A L) cos(AL) sinh(AL) cosh(ML)||C| |0
Acos(AL) —Asin(AL) Acosh(hL) Asinh(AL)|{D| |0
A determinans kifejtve:
det(F)=2-A*{1—cos(A L)-cosh (A L)|=
Ennek els6 megoldasai:
i 0 1 2 3 4 5
0 473 7,86 10,98 14,15 17,29 < végtelen sok, ahogy vartuk
(eriv.) L L L L L A szamlalok rendre (2i+1)m kozelében
vannak. (Egy nagyobb, egy kisebb.)
A kapcsolodo sajatkorfrekvenciak, periédusidok:
] 1 2 3 4 5
% ,73 ,86 10,98 14,15 17,29
! L L L
Wo; , \/ ; 61,8 7 | 120,6 EI4 200,2\/ EI4 298,9 EI4
uL ulL wlL ulL wlL
wL® wL® \/uL“ \/ML4 \/ML4
T, | 0,04474/* 0,01624)* 0,0083 0,0050 0,0033
o \/ EI \/ EI EI EI EI




Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés korfrekvenciai

A mult orai példank numerikus eredményei a hajlitore

15,603 | 56,256 )
15,545 42,859

15,374 43,381 84,743
15,330 42,658 86,229
15,321

42,329 84,592

151,737
218,388

‘ol ol ol ol o)
[l

144,102

zgésekre:

)

265,156 308,835 )

EI =100 kNm?
L=4,8m
u=400 kg/m

211,406 | 482,082 528,409 596,410 727,317 777,986 )

A folytonos rid alapjan szamithat6 sajatkorfrekvenciak:

N=w Q=( 1537 42,41 82,76 1374 2051 ~286 ...)
A kapcsolodo sajatkorfrekvenciak, periédusidok:
i 1 2 3 4 5
N 4,73 7,86 10,98 14,15 17,29 _(2i+1)m
: L L L L L 2L
0o, 22,4\/ EL 1 61,8,-EL | 1206, -EL 200,2\/ EL 1 2989, -EL
wl wlL wlL uwlL wl
\/uL“ \/uL4 uL4 \/ML4 ML4
T,.| 0,0447 0,01624/ 0,0083 0,0050 0,0033
of] ™ EI |~ EI |~ EI |~ EI |~ EI




Folytonos rud hajlitérezgése — szabadrezgés rezgésalakok

Az i-edik alakhoz tartozo A, Ay, oy Wi (x) X
ismeretében A, B;,C;, D,
z
aranya szamithato.
Normélni az
xz’wo,z’To,z_)Wz(X) X
f w,( x)dx=1
z
vagy
f uww;( x)dx=1 )
7\.3,(1)0’3,T0’3—)W3(X) e
feltetellel lehet.
z
Sajatalakok ortogonalitasa:
hai#j:
L Ay @oas Ty, dW,(x)
fwi(x)wj(x)dxzo BT ha T X
0 z
A szabadrezgés teljes megoldésa a rezgésalakokkal: A ) frekvenciaparaméter a

Z W (a oS U’o t)+b,sin (U’o,i t)) zérushelyek/inflexiok gyakorisagara utal.



Folytonos rud hajlitérezgése — példa l.

Csuklos-csuklos gerenda:
Eltol6dasok és hajlitonyomatékok Mivel M (x,t)=—EIw''(x,t)
w a gerenda végeinél el6irtak: és w(x,t)=w(x)cos(w,t)
X s ot/
”I N— w(0,t)=w(L,t)=0 és a peremfeltételeknek
z w(x,t) M(0,t)=M(L,t)=0 minden t-re teljesiilniiik kell:
w(0)=w(L)=0
w''(0)=w'"(L)=0

A feltételezett alakot behelyettesitve:

(0)=  +Asin(A0)+Bcos(A0)+Csinh (1 0)+Dcosh(A0) =0 sin (0)=sinh (0)=0
""(0)=A*(—Asin(10)—Bcos(A0)+Csinh(A 0)+Dcosh (L0)|=0 és
(L)=  +Asin(AL)+Bcos(hL)+Csinh(A L)+ Dcosh(AL) =0 cos(0)=cosh(0)=1
(L)

(
""(L)=A*(—=Asin(A L)—Bcos(AL)+Csinh (A L)+Dcosh (A L)|=0

Matrix-alakban:

Homogén, linearis egyenletrendszer

0 1 0 1 Al lo 1 A 1
0 )2 0 22 B|_[o 4 egyenlet, 5 ismeretlen
sin (A L) cos(2 L) sinh(A L) cosh(AL) || C| |0 Nemtrivialis megoldas létének
D| |0

—’sin(AL) —A‘cos(AL) A’sinh(AL) 2”cosh(AL) feltétele, hogy az egyiitthatdmatrix
a szingularis
a sorai linearisan 0sszefiiggbk

A frekvenciamatrix determindnsa kifejtve: I .
o determinansa zérus

det(F)=4\’sin(A L)sinh (A L)=0



Folytonos rud hajlitérezgése — példa II. % W
VA W(

x,t)

A frekvenciamatrix determinansa kifejtve:
det(F)=42’sin(A L)sinh(AL)=0  -sin(AL)=0- 7»,-L=i'n->7»,-=%

Az i-edik alak egyenlete:

0 1 0 1 Al 1o Csak A, kiilénbozhet zérustol.
0o -1 0 1 |B]|_|o 3

0 cos(ix) sinh(im) cosh(in)| C, 1o csak szinuszos alakok

0 —cos(im) sinh(ixw) cosh(ix)||D.| |0

A sajatkorfrekvenciak i* szerint novekednek.

Wi (x) x I
A peridousidék ——; szerint valtoznak
z i‘m

w,(x -
2( ) X . =i EI
, =1 N%
\2/3(x) X
4
Z TO,‘: 1 ML



Folytonos rud hajlitérezgése — példal lil.

A csuklos-csuklos gerendat diszkretizaltuk tobbszabadsagfokukeént.
Az akkori sajatkorfrekvenciak:

1 sz.f. esetén: woz\/£:¢%4 E—I4:9,798\/ EI3
m wl My, |

2 sz.f. esetén: Q= El 3 3,859 l
my, | 38,184
9,867
3 sz.f. esetén: Q= El 3 39,19
My | 83,21
9,870
? 39,48
A folytonos gerenda rezgését szamolva: 2\/ 2 88,83
mtot

157,9

2.2
Wy, =i"T




Osszefoglalas

folytonosrid hajlitorezgése
kiinduldsi feltételezések
mozgds differencidlegyenlete
homogén differencidlegyenlet ( sajdtrezgés) megolddsa
frekvenciaparaméterek, sajdtkérfrekvencidk jellemzGi

sajdtrezgésalakok jellemzoi
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