Optimalizacié Numerikus modszerek, 12. gyakorlat

OPTIMALIZACIO

Az optimalizacio, egy fuggvény szélsbérték helyének a meghatarozasa. Ez a feladat a
meérnoki gyakorlatban is sokszor el6fordul, meg kell hatarozni példaul egy
tartdszerkezet maximalis elmozdulasanak a helyét, geodéziai mérések
kiegyenlitésekor egy pont legkisebb hibaval rendelkez6 helyzetét, vizmin&ség
vizsgalatnal a maximalis szennyez6dés mértékét.

A sokféle felmerilé feladat megoldasara sok modszert dolgoztak ki. A kidolgozott
numerikus eljarasok tobbnyire minimum hely keresésére vonatkoznak, amennyiben a
meghatarozandd szélséérték nem minimum hanem maximum, akkor azt a figgvény
(-1)-szeresének minimumaval lehet megtalalni, max(f(x)) = min(—f(x)) . A
szélséertéket mindig egy adott intervallumban, tartomanyban vizsgaljuk. Az adott
tartomanyon belll lehetnek lokalis minimumok, ahol a pont akarmilyen kicsiny
koérnyezetében a fuggvényérték nagyobb, mint ebben a pontban (P; pontok az abran).
Amennyiben egy tartomanyban tobb lokalis minimum is van, eltérd
fuggvényértékekkel, akkor a legkisebb fuggvényeértékhez tartozd pont a globalis
minimum (az abran P,).

A

P>

>

Beszélhetlnk feltétel nélkili és feltételes szélséértékrél is (vagy megkotés nélkali és
megkotéses optimalizaciordl). A feltételes szélséérték feladatok esetében ugy
keressik a fuggvény minimumat, hogy kdézben a pontoknak ki kell elégitenilk
valamilyen megkotést, feltételt is. Itt lehet egy vagy tobb feltétel, ezek lehetnek
egyenletekkel vagy egyenlétlenségekkel megadva, lehetnek linearisak vagy
nemlinearisak is. A kllénb6z6 esetekben mas-mas modszert lehet alkalmazni (pl.
Lagrange-moédszer, buntetésfiggvény maoddszer, Karush-Kuhn-Tucker-feltételek,
linedris programozas). Most id6 hianyaban csak a feltétel nélkuli szélséérték
feladatokkal fogunk foglalkozni. Ezeknek a megoldasara is szamos modszer létezik.
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EGYVALTOZOS FUGGVENY SZELSOERTEK KERESESE

LEHAJLAS VIZSGALAT

Nézziink meg most rugalmassagtanbdl egy 1Y
peldat, ahol a maximalis lehajlas helyét és
ertékét keressuk! Egy két végén befogott I
keresztmetszetii gerendara linearisan megoszI6
terhelés jut az abra szerint. Az y tengely iranyu
lehajlas a kovetkez6 Osszefuggéssel
szamithato: 7 L
Yo
Y = 120LE]

ahol go=15kN/m=15N/mm, E=70000 N/mm?, L=3000 mm, | = 5.29x107 mm?.

Mekkora lesz a lehajlas 1 és 2 m-nél? Keressiuk meg azt a helyet, ahol legnagyobb a
lehajlas és hatarozzuk meg a lehajlas értékét!

Y,

(x> — 5Lx* + 71%x3 — 3L3x?),

El6szoOr abrazoljuk a lehajlasokat!

> %% Lehajlads szamitas
> % valtozok megadasa:
> E = 70000; I = 5.29e7; g0 = 15; L = 3000; EI = E*I;

Célszer( 6sszevonni az E és | valtozékat egybe (EIl), hogy ne keveredjenek az 'e'

Euler-féle szammal (2.71...) és az 'I' képzetes egységgel (v—1). Ez a szimbolikus
szamitasoknal problémat okozhatna.

y = @(x) q0/(120*L*ETI)*(XA5-5%L*XA4+7*LA2¥xA3-3*LA3¥XA2)

% lehajlasok abrazolasa

figure(1); fplot(y,[0 3000])
y(1000), y(2000) % lehajlas 1 i1l1. 2 m-nél: -0.3601 és -0.3151 mm
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Nézzink meg két mddszert, amivel meg lehet keresni egy egyvaltozés fliggvény
minimumat!

INTERVALLUM MODSZER (TERNARY SEARCH)

Az intervallum moddszer hasonlit a nemlinearis egyenleteknél tanult zart intervallum
modszerekhez. Kezd6értéknek itt is egy intervallumot kell felvenni [a,b], ahol most nem
egy zérushelye, hanem egy minimuma lesz a figgvénynek, vagyis unimodalis lesz
fuggvény (a minimumhelyig a fuggvény monoton csdkken, utdna monoton né). A zart
intervallum modszerekhez hasonléan itt is valamilyen médon szikiteni kell ezutan az
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intervallumot, amig megtalaljuk a megoldast. Ehhez most két bels6 pontot vegyunk fel
(xa, x2) és vizsgaljuk meg a figgvényértékeket ezekben a pontokban!

Mivel a fuggvény a minimumhelyig monoton csokken, utana pedig monoton né, a
minimumhely csak a legkisebb fliggvényértéket adé pont és a két szomszédja kdzotti
intervallumban lehet. Tehat, ha f(x;) < f(x,) akkor a minimumhely biztosan az [a, x,]
intervallumban lesz, ha f(x,) > f(x;), akkor pedig biztosan az [x,, b] intervallumban.
Lasd az abrat! Ezutan az uj intervallumban ujra felveszunk két belsé pontot és addig
ismételjuk az eljarast, mig az intervallum egy megadott kiiszobérték ala nem csokken.

A —

>

A moddszer mindig konvergalni fog (amennyiben az intervallumon belll a fliggvény
unimodalis). A kérdés az, hogyan érdemes felvenni x1, x2 helyét, hogy minél kevesebb
iteracidval, szamitassal eljussunk a végeredményhez. Az egyik megkozelités, hogy
egyenletesen vesszik fel a pontokat az intervallum 1/3-aban és 2/3-aban (‘ternary
search algorithm’). Nézzik meg hogyan oldhatjuk meg ezt Matlab-ban. Lasd az
intervallum.m fajt!

function [x, i] = intervallum(f, a, b, tol)

i 1;

a + 1/3*(b-a);

x1
x2 b - 1/3*(b-a);

while abs(x2-x1) > tol
if f(x1) < f(x2)
b = x2;
else
a = x1;
end
i = 1+1;
x1 a + 1/3*%(b-a);
x2 a - 1/3*(b-a);
end
X = (x14x2)/2;
end

VVVVVVVVVVYVVYVYVYVYVYV

Keressuk meg ezzel a mddszerrel a maximalis lehajlas helyét! Hiaba beszélink
maximalis lehajlasrodl, itt is egy minimum hely meghatarozasardl van szo, ha
medgfigyeljuk az elsd abran a koordinata rendszert, akkor latni fogjuk, hogy a lehajlasok
negativ elmozdulas értékeket jelentenek, tehat a maximalis lehajlas a legkisebb y
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koordinatat jelenti. A kezdé unimodalis intervallum legyen a [1000, 2000] az abra
alapjan!

% intervallum modszer - egyenld felosztas
[x1 i1l] = intervallum(y,1000,2000,1e-6)

% x1 = 1.4259e+03; i1l = 50

yl = y(x1) % -0.4293

hold on; plot(xl,yl,'rp")

vV V.V V V

Tehat dsszesen 50 iteracié alatt talaltuk meg a minimumhelyet (a maximalis lehajlas
helyét) 1425.9 mm-nél van, értéke pedig -0.4293 mm lett.
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ARANYMETSZES MODSZERE (GOLDEN-SECTION SEARCH)

Van azonban hatékonyabb felvétele is a pontoknak, mint az egyenletes felvétel.
Hasznaljuk az aranymetszési aranyt! Ez az arany a természetben is gyakran eléfordul
és a mulvészetekben is gyakran hasznaljak. Az aranymetszési arannyal ugy
oszthatunk fel egy L szakaszt két részre (L = L1+ L2), hogy a nagyobbik szakasz
aranya a teljes hosszhoz ugyanakkora legyen, mint a kisebbik szakasz aranya a
nagyobbikhoz.

L2 11

L L2
Fejezziik ki ebb6l L1-et és L2-t R és L figgvényében: L2 =R-L; L1 =L2-R = L-R?
Ezt helyettesitsik be az L = L1 + L2 egyenletbe:
L=L-R*+R-L
Ezt elosztva L-lel és 0-ra rendezve kapjuk, hogy:
R+ R—1=0

A masodfoku egyenlet egyetlen pozitiv gyoke lesz az a keresett aranyszam, ahogy a
nagyobbik szakasz aranylik az egészhez, vagy a kisebbik szakasz a nagyobbikhoz, ez
lesz az aranymetszési arany:

R_\/§—1
)

Nézzuk meg, hogyan hasznalhatjuk ezt a hatékonyabb szélséérték meghatarozashoz,
modositva az intervallum modszernél a belsé pontok felvételét!

= 0.618
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A R=L2/L=L1/L2=0.618 _

Vegyuk fel ugy a belsé pontokat szimmetrikusan, hogy 0.618 - L tavolsagra legyen a
két pont a szakasz egyik és masik vegeétél. Ebben az esetben is szlkitsuk az
intervallumot a belsé pontok fiUggvényértékei alapjan, tehat a minimumbhely a legkisebb
fluggvényértéket ado pont és a két szomszédja kozotti intervallumban lehet most is. A
kllonbség az el6z6ekhez képest az, hogy az aranymetszés tulajdonsagai miatt most
az uj intervallum egyik belsé pontja meg fog egyezni az el6z6 intervallum egyik korabbi
belsé pontjavall Az abran az Uj intervallum x2 pontja meg fog egyezni az el6z6
intervallum x1 pontjaval!l Ez azt jelenti, hogy ebben a pontban nem kell Ujra kiszamolni
a fuggvényértéket, elég csak a masik belsé pont ezt megtenni. Ez kilonésen bonyolult
fuggvények esetében lehet jelentés idényereség. Nézzik meg Matlabban hogyan
tudnank ezt megvaldsitani (aranymetszes.m)!

function [x, i] = aranymetszes(f, a, b, tol)

i =1;
R = (sqrt(5)-1)/2;
x1 = b - R*(b-a);
x2 = a + R*(b-a);
fl =Ff(x1); f2 = f(x2);
while abs(x2-x1)>tol
if f1 < f2
b = x2;
x2 = x1; f2 = f1; % ezt atvesszik az el16z6 iteraciobol!
x1 = b - R*(b-a);
fl =f(x1); % ezt szamoljuk
else
a = x1;
x1 = x2; fl = f2; % ezt atvesszik az el6z6 iterdciobdl!
x2 = a + R*(b-a);
f2 = f(x2); % ezt szamoljuk
end
i = 1i+1;

end
X = (x1+x2)/2;

Az elsé iteracioban még ki kell szamitani x1, x2 pontban is a fuggvény értékeket, de
utana mar elég csak az egyiket szamitani, a masikat atvehetjik a korabbi iteraciébol!

VVVVVVVVYVVVVVVVVYVYVYVYVYVYV
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(Megj. : Az intervallum/aranymetszés mddszere megoldhatoé rekurziv algoritmussal is,
lasd a golden.m f3jlt.)

Keressiik meg ezzel is maximalis lehajlas helyét! Abrazoljuk is az eredményt!

% aranymetszes modszere

[x2 i2] = aranymetszes(y,1000,2000,1e-6)
% x2 = 1.4259e+03; 12 = 42

y2 = y(x2) % -0.4293

plot(x2, y2, 'mo")

vV V. V V V

Most egyrészt a korabbi 50 iteracio helyett 42 iteracidés lépés is elég volt a
megoldashoz, viszont, ha a flggvény kiértékelések szamat nézzik, akkor még
nagyobb a kllénbség. Az egyenl6 felosztas esetén minden iteracidban 2
fuggvényértéket kellett kiszamolni, vagyis 50*2=100 fuggvénykiértékelés tortént, az
aranymetszés esetében csak az elsé iteracioban kellett 2 kiértékelést végezni, utana
mar csak iteracionként egyet, vagyis dsszesen 43-szor kellett kiszamolni a fliggvény
ertékét! Ez bonyolult flggvények esetében nagy elényt jelent az egyenletesen felvett
pontokkal szemben.

NEWTON-MODSZER

Ha a flggvény derivaltjanak szamitasa nem okoz gondot akkor megoldhatjuk a
szélséeértek keresést ugy is, hogy az els6é derivalt gyokhelyeit megkeressuk.
Alkalmazzuk most a Newton modszert széls6érték keresésre! A gyokhelykereséssel
szemben nem az f(x) = 0 egyenletet, hanem az f'(x) = 0 egyenletet oldjuk meg, de
ugyanaz az algoritmus hasznalhaté most is (lasd a korabbi newton.m fajlt).

A Newton modszer iteracios képlete zérushely kereséshez: x;,; = x; — %

Ugyanez szélsGérték kereséséhez az f(x)-et, f'(x)-re cserélve:
f)

£ ()
A Newton mddszerrel tortend szeélséérték kereséshez szukség van mind az els6, mind
a masodik derivalt szamitasara! Oldjuk meg az el6z6 feladatot Newton modszerrel is!
Kezddbeérteknek valasszuk most az el6z6 intervallum egyik végpontjat, az

0sszehasonlithatosag végett, mondjuk az 2000-et! (Természetesen az abra alapjan
pontosabb kezdéérték is valaszthato lenne.).

Xit1 = X;

Az eredeti egyenlet a kdvetkez6:

= o
120LEI

Ennek az els6 (vagy masodik) derivaltiat nem tul nehéz szamitogép nélkil sem
meghatarozni, mivel egy polinomrdl van sz6. Az elsé derivalt:
do

f&) =Y =0k

Természetesen Matlab-bal is meghatarozhatjuk az x szerinti derivaltat, szimbolikusan.
Ahhoz, hogy 0Ossze tudjuk hasonlitani a szamitogép nélkil végzett derivalassal,

y (x5 — 5Lx* + 712x3 — 313x?),

(5x* — 20Lx3 + 21L%x% — 613x),
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el6szor alakitsuk szimbolikussa az El, L, qo €s x valtozokat, ezekkel definialjuk a
szimbolikus ys fuggvényt, majd szamitsuk ki a derivaltakat szimbolikusan:

%% Newton médszer

% Derivaltak meghatarozasa

syms EI L g0 x

ys = q0/(120%L*EI)* (X.A5-5%L*X.A4+7*LA2%X . A3-3%LA3*X.A2)
dx=diff(ys,x)

% -(q0*(6*LA3*X - 21*LA2*XA2 + 20*%L*XA3 - 5*xA4))/(120*EI*L)
ddx = diff(ys,x,2)

> % -(q0*(6*LA3 - 42*LA2%X + 60*L*XA2 - 20%xA3))/(120*EI*L)

Miel6tt fuggvénnyé alakithatnank a szimbolikus kifejezéseket, meg kell adnunk uUjra
(be kell helyettesitenunk) az El, L és qo valtozok értékeit. Most a kapott eredményeket

egyszerlen masoljuk be a fuggvény definicio eleje utdn CTRL+C/CTRL+V
hasznalataval.

vV V.V V V VYV

> % Alakitsuk at figgvénnyé a szimbolikus kifejezéseket!
> E = 70000; I = 5.29e7; g0 = 15; L = 3000; EI = E*I;
> dxf = @(x) -(q0*(6*LA3*X - 21*LA2*XA2 + 20%L*XA3 - 5*xA4))/(120*EI*L)
> ddxf = @(x) -(q0*(6*LA3 - 42*LA2*x + 60*L*xA2 - 20%xA3))/(120*EI*L)
Mas megoldas lehet a mar korabban is alkalmazott matlabFunction parancs.
Azonban ebben az esetben csak akkor hasznalhatjuk, ha elétte behelyettesitjik az
ismeretlen (El,qo,L) értékeket a szimbolikus kifejezésekbe, ezt a subs paranccsal
tehetjlk meg. A subs parancs segitségével be lehet helyettesiteni egyszerre az
O0sszes korabban szamként megadott valtozét, vagy meg lehet adni egy bizonyos
valtozo értékét is.
% Mas megoldas
dx = subs(dx),ddx = subs(ddx)

>

>

> dxf = matTabFunction(dx)

> ddxf = matlabFunction(ddx)

Veégul a megoldas Newton mddszerrel:

> % megoldas Newton médszerrel
> [xn in] = newton(dxf, ddxf, 2000, le-6, 100)
> % xn = 1.4257e+03; in = 3

Most minddssze 3 iteraciobdl eljutottunk a megoldashoz, latszik, hogy ez a modszer
sokkal gyorsabban konvergal, amennyiben konvergal.

MATLAB BEEPITETT FUGGVENY ALKALMAZASA

Természetesen a Matlab-nak van sajat beépitett fliggvénye is, amivel minimumot lehet
keresni, pl. az fminsearch parancs. Ez Nelder-Mead szimplex modszert hasznal.

> % Matlab beépitett filiggvény - fminsearch
> y = @(x) q0/(120*L*EI)* (X.A5-5%L*X.A4+7*LA2*X.A3-3*LA3*x,A2)
> xmin = fminsearch(y,2000) % 1.4259e+0

Részletekkel egyutt:

> [x,fval,exitflag,output] = fminsearch(y,2000)
> 1 = output.iterations % i = 25 - iteracidk szama
> n = output.funcCount % n = 50 - flggvény kiértékelések szama
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TOBBVALTOZOS FUGGVENY SZELSOERTEK KERESESE

Nem csak egy, hanem tobbvaltozds feladatok esetében is gyakran van szikség
szélséérték meghatarozasra, lehet ez egy felllet legkisebb, legnagyobb értéki
helyének meghatarozasa, egy térbeli tartd bizonyos pontjainak x,y iranyu maximalis
elmozdulasa, uthalézat csomdpontjainak idealis megvalasztasa a tavolsagok
minimalizalasaval stb. A megkotés nélkili tobbvaltozds esetben is tobbféle megoldasi
modszer kozul valaszthatunk. Hasznalhatunk példaul tobbvaltozés Newton-mddszert,
gradiens modszert, Nelder-Mead szimplex mddszert is.

POZiCIO MEGHATAROZAS TULHATAROZOTT ESETBEN

Nézzunk példat most egy kétvaltozos szélséérték feladat megoldasara. A korabban
mar megismert mobiltelefonos pozicid6 meghatarozasra vonatkozé ivmetszést
hasznalé példat folytassuk. A nemlinearis egyenletrendszereknél két mérési
eredményunk volt két valtozéra, a gyakorlatban azonban félés méréseink is szoktak
lenni. 3 vagy tobb meérés esetén, ha nem teljesen hibatlanok a meérések, akkor
maradeék ellentmondasok addédnak a pozici6 meghatarozasakor, kiegyenlitésre van
szukség. Akarcsak a tulhatarozott linearis egyenletrendszereknél, itt is a legkisebb
négyzetek moddszerét hasznalva minimalizalhatjuk a hibat, a maradék eltérések
négyzetdsszegét. A feladat megoldhaté linearizalassal is, de hasznalhatunk
tobbvaltozos szélsbérték keresd algoritmusokat is. Az ismeretlen pozicid (x,y)
koordinatajanak meghatarozasara most 4 mobiltoronyra végeztink tavolsag
meéréseket, ebbdl kellene meghatarozni a legvaldszinibb poziciét!

Mobil X koordinata | Y koordinata | Mért bazis-

) torony ( ) ( ) ort bazi

| sorszama | X,/ (m! Y| tavorsag (1)
S mennay [m]
o 1 561 487 2130
? 5203 4625 5620
3 5067 -5728 6040
4 1012 5451 5820

A mért tavolsagok egy-egy kort hataroznak meg, aminek az egyenlete implicit alakban
a kovetkezo:

(x—x)*+ (@ —y)*—n*=0,
ahol xi, yi a mobiltornyok koordinatai, x,y pedig a keresett allaspont.

Elsé Iépésként abrazoljuk a koroket és nézzik meg a metszéspont kornyékét Matlab-
ban! El6szor adjuk meg vektorokban a mérések eredményeit és abrazoljuk a
mobiltornyok helyzetét!
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clear all; clc; close all;

xt = [561; 5203; 5067; 1012]
yt [487; 4625; -5728; 5451]
rm = [2130; 5620; 6040; 5820]
% Korok kozéppontjai
figure(1l); hold on;

> plot(xt, yt, 'r*')

vV V.V V V V

Ezutan definialjuk a kor egyenletét altalanosan, és szimbolikus x,y valtozot hasznalva
abrazoljuk az egyes koroket!

> % Kor altalanos egyenlete

> kor = @(x,y,xi,yi,ri) (x-xi).A2 + (y-yi).A2 - ri.A2
> % korok abrazolasa

> syms Xy

> E = kor(x,y,xt,yt,rm)

> for i = 1:4

> fimpTlicit(ECi),[-5000 12000])

> end

> axis equal

>

title('Pozicid meghatdrozas kiegyenlitéssel')
Nagyitsunk ra a metszéspont koruli tertletre!

> % A metszéspont koriuli terilet

> figure(2); hold on;

> for i = 1:4

> fimplicit(e(i), [2000 3000 -500 100])

> end

> axis equal

> title('Pozicidé meghatdrozas kiegyenlitéssel')

Pozicio meghatarozas kiegyenlitéssel
12000

10000 - Pozicio meghatarozas kiegyenlitéssel

8000
6000
4000

>
2000

> -200
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X

4
-5000 0 5000 10000
X

Latjuk, hogy a négy kor nem egy pontban metszi egymast, hanem kozrezarnak egy
terlletet, ahol a feltételezett pozicionk van. Ezt a legvalészinibb helyzetet
hatarozhatjuk meg a maradék eltérések négyzetdsszegének minimalizalasaval. irjuk
fel a minimalizalandé figgvényt (f), ami a maradék eltérések négyzetdsszege lesz

oY) = ) (=% + (7 = y)? = 1)

Definialjuk a célfuggvényt és abrazoljuk is Matlab-ban szintvonalakkal és 3D felllettel
is!
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% minimalizalando flggvény

f = sum((kor(x,y,xt,yt,rm)).A2)

F = matlabFunction(f) % f szimbolikus kifejezés filiggvénnyé alakitasa
fcontour(f, [2000 3000 -500 100]);

figure(3)

fsurf(f, [2000 3000 -500 100])

vV V. V V V V

2
su m((eq(x,y,xt,yt,rm))z) sum((eq(x,y,xt,yt,rm)))
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A fenti fuggvény minimum helye lesz a keresett pozicio legvaldszinlbb értéke. Hogyan
tudjuk ezt megtalalni? Hasznalhatjuk példaul a tobbvaltozés Newton-maodszert!

TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZER

Egyvaltozds esetben a Newton-modszer széls6érték keresésre alkalmazott iteracios
képlete a kovetkezd volt:

_ S

£ ()
Ezt a képletet lehet altalanositani tobbvaltozos esetre is, csak az els derivalt helyett
a tobbvaltozés fuggvény gradiens vektorat kell hasznaljuk (Vf), a masodik derivalt

helyett pedig a Hesse matrixot (H). A tdbb valtozoét itt is egy vektorban kel megadni (x).
Itt az

Xit1 = X;

Xiv1 = X — H7'(x;) - Vf(x;)

ahol a Hesse-matrix, az f(x) fuggvény masodik parcialis derivaltjainak a matrixa, a
gradiens vektor pedig az elsé parcialis derivaltak vektora. Kétvaltozos f(x,y) esetben a
gradiens vektor és a Hesse-matrix a kovetkezd lesz:

) oF oL

a0 2
Vf(x,y)=|lgﬂl: H(x,y) = gff ag!;y

ay L?yax a_yZJ

Korabban, a nemlinearis egyenletrendszerek megoldasakor, mar hasznaltuk a Jacobi
matrixot, amiben a vektorban tarolt egyenleteknek/figgvényeknek az elsé parcialis
derivaltjai voltak benne. A Hesse matrix eléallithaté egy fliggvény gradiens vektorara
kiszamolt Jacobi matrixszal is.
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TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZER MATLAB-BAN

> function [x i X] = gradmulti(grad, hesse, x0, eps, nmax)
>

> x1 = x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);

> =1

> X=[x0 x1];

>

> while and(norm(x1l - x0) > eps, i < nmax)
> x0 = x1;

> x1 = x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);
> i=1 + 1;

> X = [X x1];

> end

> X = x1;

A fenti fuggvény (gradmulti.m) a tébbvaltozés Newton-mddszer megoldasa Matlab-
ban, ahol a bemenet a gradiens vektor, a Hesse matrix, egy x0 kezdeti pozicio, eps
tolerancia érték a leallasi feltételhez és egy nmax maximalis iteracié szam.

A kimenetben x1 a megoldas, i az iteracio szam, X pedig az egymast kovetd
megoldasok |épéseit tartalmazza.

POZiclIO MEGHATAROZAS TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZERREL

Lattuk, hogy tobbvaltozds esetben szikség lesz a gradiens vektorra és a Hesse
matrixra, az egyvaltozos esetben alkalmazott elsé és masodik derivalt helyett. Allitsuk
el6 ezeket Matlab-ban. A gradiens vektor elGallitdsara hasznalhatjuk a gradient
parancsot a Matlab-ban, mind numerikusan, mind szimbolikusan. Hogy jobban el
tudjuk képzelni abrazoljuk el6szor a numerikusan el6allitott gradiens vektorokat!
Ehhez hozzunk létre egy racsot meshgrid paranccsal €s ebben a racsban szamoljuk
ki a gradiens értékeket, amiket a quiver paranccsal abrazolhatunk!

% Gradiens vektor abrazolasa numerikusan

[X,Y] = meshgrid(2000:100:3000, -500:50:100);

Z = F(X,Y);

[px,py] = gradient(z); % gradiensek szamitasa numerikusan
figure(2)

quiver(X,Y,px,py)

V V.V V V V
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A tobbvaltozos Newton-mddszer alkalmazasahoz nem numerikusan van szukségunk
a gradiens vektorra és Hesse matrixra, hanem vektorvaltozos fliggvény formajaban.
Ezt meghatarozhatjuk szimbolikus szamitasokkal a gradient és a hessian parancsok

alkalmazasaval a szimbolikus f fliggvényre!

> % Gradiens vektor szimbolikusan

> G = gradient(f)

> % Hesse matrix szimbolikusan

> H = hessian(f)

> % Alakitsuk H-t és G-t vektorvaltozods fliggvénnyé

> G = matlabFunction(G) % G szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitdasa
> H = matlabFunction(H) % H szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitdasa
> G =0(x) Gx(D),x(2)) % vektorvaltozossa alakitas

> H=0@X) HXx(),x(2)) % vektorvaltozossa alakitas

L, L, . 2 . 2 2 Y 2 2 i
A megoldashoz vélasszunk @iy 40T - 4596800) .k (= SOBTI™ ¢ (pt JT20) ~36491900)
s - , L o - P N\ N\ N \ ] & / /
kezdbértéket az abrabdl és hivjuk meg il o B s II ,/ ‘,""'}.rr &
a gradmulti.m fiiggvényt! % \\\, I T S T e R
LRI N, Kl g e e
> x0 = [2400; -300] B o Mt i e e N
> [p i ppl = e & T st Laste e
gradmuiti(G,H,x0,le-6,100) SRS T e =
> % Abrazoljuk a megoldast! R bl e R
[ O | s X . - s \\/ N > . e
> plot(p(L),p(2), 'r*") R SR ol T o L . e
Nagyon gyorsan konvergalt a médszer, WS STy TN A
y4E? NN
4 iteraciobol eljutottunk a st = = N B il
. Y , 2000 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000
minimumhelyre a kivant pontossagon "
beldl.

MATLAB BEEPITETT FUGGVENY ALKALMAZASA - FMINSEARCH

Vannak Matlabos beépitett fliggvények is,

amiket tobbvaltozos szélsdérték

kereséshez hasznéalhatunk, az egyik az fminsearch, ami a Nelder-Mead szimplex
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modszert hasznalja, egy masik pedig az fminunc, ami kvazi-Newton minimalizalast
alkalmaz. Ha a derivaltak nem szamithatéak kénnyen, akkor célszerli a szimplex
modszert hasznalni. A modszer soran felveszunk egy kezd6 poliédert (szimplexet), 2
dimenzids esetben egy haromszoget, majd az eljaras soran kulonbozé miveleteket
alkalmazva (nyujtas, zsugoritas, tukrozés) ugy valtoztatjuk a 3 pont helyzetét, hogy
mindig igazodjon a fuggvényfelllet alakjahoz, amig a minimumhely kornyezetére
zsugorodik. Az eljaras megértéséhez érdemes megnézni mintanak a kovetkez6
animaciot: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Nelder-Mead Himmelblau.qgif

Oldjuk meg a feladatot szimplex modszerrel! Ehhez az F fliggvényt vektor valtozéssa
kell alakitanunk!

x0 = [2400; -300]

F=0(x) F(x(1),x(2)) % vektorvaltozéssa alakitas
sol = fminsearch(F,x0)

plot(sol1(1),s01(2), "ks")

Nézzik meg az eltérést a mért tavolsagok és kiegyenlitett allaspont-mobiltornyok
tavolsagai kozott!

vV V. V V

((x - 561)% + (y - 487)? - 4536900)2 +...+ ((x - 5067)2 + (y + 5728)? - 36481600)"

> % hibak

> ex = Xt - sol(1);

> ey =yt - sol(2);

> er = rm - sqrt(ex.A2+ey.A2)
> % 99.0847

> % 26.3188

> % -31.7595

> % -57.7440

Abrazoljuk a megoldast a 3D abran is!

> figure(3); hold on; 3 20 500 g o 200
> plot3(sol1(1),so01(2),F(sol), " 'r*") ¥

Megjegyzés: Az ismertetett modszerek lokalis széls6érték keresd algoritmusok voltak,
mindig egy adott kezddérték kozelében keresték a lokalis minimumot. A globalis
minimum meghatarozasahoz tobb lokalis minimum esetében meg kell vizsgalni az
Osszes lokalis minimum értékét, és kozuluk kivalasztani a legkisebbet, az lesz a
globalis minimum. Léteznek olyan modszerek is, melyekkel rogton a globalis
minimumot lehet meghatarozni egy adott tartomanyon (példaul genetikus
algoritmusok), de ezekkel most id6 hianyaban nem tudunk foglalkozni.
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MAXIMUM KERESES!?

Az eddig hasznalt mdédszerek kozul az intervallum és aranymetszés modszerével
minimumbhelyet tudunk csak megkeresni, a Newton modszerrel vizszintes érint6ja
helyeket keresunk, tehat ez mind minimum, mind maximum meghatarozasra
alkalmazhato, a beépitett fminsearch pedig, ahogy a neve is mutatja szintén minimum
hely meghatarozasara alkalmazhat6. Lehetne persze kis modositassal az
intervallum/aranymetszés modszert is
maximum keresésre hasznalni, de
egyszerldbb, ha maximum keresés helyett a
fuggvény (-1) szeresének a minimumat
keressik meg. Nézzink erre egy példat!
Keressik meg az f(x)= —x%+ 6x + 1
fuggvény maximumat!

246w+

> clear all; clc; close all;
f = ax) -x.

A2 + 6%x + 1

fplot(f) , ‘ , , , , ]
fm = @(X) —'F(X) B -4 2 S 2 4 6
xm = fminsearch(fm,4) % 3.0000

fmax = f(xm) % 10.0000

> hold on; plot(xm, fmax, 'ro')

V V VYV VYV

Ne felejtsuk el, hogy a maximum értékének megallapitdsahoz az eredeti figgvénybe
kell visszahelyettesiteni!

GYAKORLO FELADAT?

Szennyvizbevezetések altal terhelt él6vizek esetében, a kornyezeti hatasok
megismereése és egyuttal lehetséges minimalizélasa érdekében fontos a szennyezé
anyag terjedésének, koncentracid eloszlasanak meghatarozasa. Folydkba torkolo
tisztitott szennyvizbevezetés esetében vizsgaljuk meg a folyd vizben oldott oxigén
koncentraciojanak minimalis értékét! Ennek értéke a viz éldvilaganak védelme
eérdekében nem lehet kisebb egy kritikus minimum szintnél!

Szennyviz
bevezetés helye

o
-

Folyasirany
ﬁ

e~

Y
Vizben oldott oxigén koncentracidja

1 Otthoni atnézésre

2 Otthoni atnézésre
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Az abra a koncentracio valtozasat mutatja a szennyez6 anyag tartézkodasi idejének
fuggvényében. Az oldott oxigén koncentracio (c) valtozasat az id6 fuggvényében a
kovetkezd fuggvennyel lehet leirni [mg/L]:

kaLo
kg + ks — kg
ahol t a tartézkodasi id6 [nap], cs a telitési koncentracid (most az értéke: 10 mg/L), Lo
a biokémiai oxigénigény (BOD) a betaplalasnal (50 mg/L), ke a lebomlasi sebesség
[0.1 1/nap], ks a killlepedési sebesség [0.05 1/nap], ka az atlevegbzési sebesség [0.6
1/nap], Sv pedig a kililepedési oxigénigény [1 mg/L/nap].

S
C(t) =Cs — (e_kat _ e—(kd+ks)t) _ k_b(l _ e_kat)
a

Hatarozzuk meg a folyd minimalis oxigén koncentraciojat a szennyviz bevezetés
kozelében! El6szor abrazoljuk a figgvenyt!
% szennyviz bevezetés

clear all; clc; close all;
cs = 10; LO = 50; kd = 0.1; ks = 0.05; ka = 0.6; Sb = 1;

vV V. V V V

c = @(t) cs - kd*L0/(kd+ks-ka)*(exp(-ka*t)-exp(-(kd+ks)*t)) -
Sb/ka* (1-exp(-ka*t))

A koncentracio fuggvénye el lett mentve a koncentracio.mat fajlba, igy a begépelések
elkerulése miatt betdlthetjuk a fuggvényt abbdl is:

> Joad koncentracio;

> C
> % c = @(t)cs-kd*L0/ (kd+ks-ka)*(exp(-ka*t)-exp(-(kd+ks)*t))-Sh/ka*(1-
exp(-ka*t))

Abrazoljuk 0-25 nap kdzétt a koncentracié valtozasat!

> figure(l)
> fplot(c,[0 25])

cs-...-Shika (1-expi-ka t))

Keressuk meg az intervallum mddszerrel a folyd minimalis oxigén koncentracidjat! A
kezdd unimodalis intervallum legyen a [0, 5] az abra alapjan!

> % intervallum moédszer - egyenlé felosztas
> [x1 il] = intervallum(c,0,5,1le-6)
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> % x1 = 3.3912; i1l = 37

> ¢l = c(x1) % 3.3226
Tehat Osszesen 37 iteracio alatt talaltuk meg a minimumhelyet, a minimalis oxigén
koncentracio pedig 3.32 mg/L lett.

cs-...-Shika (1-exp(-ka t))
T T

KeressUk meg az aranymetszes modszerével is
a minimalis oxigén koncentraciot! abrazoljuk is
az eredményt!

% aranymetszés modszere

[x2 i2] = aranymetszes(c,0,5,1le-6)
% x2 = 3.3912; i2 = 31

c2 = c(x2) % 3.3226

hold on;
plot(x2, c(x2), 'r*")

V V. V V V VYV

Most egyrészt a korabbi 37 iteracido helyett 31 iteracios lépés is elég volt a
megoldashoz, viszont, ha a flggvény kiértékelések szamat nézzuk, akkor még
nagyobb a kilénbség. Az egyenl6 felosztas esetén minden iteracioban 2
fluggvényértéket kellett kiszamolni, vagyis 37*2=74 flggvénykiértékelés tortént, az
aranymetszés esetében csak az elsé iteracioban kellett 2 kiértékelést végezni, utana
mar csak iteracionként egyet, vagyis dsszesen 32-szer kellett kiszamolni a fliggvény
ertékét! Ez bonyolult flggvények esetében nagy elényt jelent az egyenletesen felvett
pontokkal szemben.

Alkalmazzuk most a Newton modszert széls6érték keresésre! A Newton modszerrel
torténé szélsbértek kereséshez szukség van mind az elsé, mind a masodik derivalt
szamitasara! Kezd6ertéknek valasszuk most az el6z6 intervallum egyik végpontjat, az
O0sszehasonlithatosag végett, mondjuk az 5-6t! (Természetesen az abra alapjan
pontosabb kezddérték is valaszthatd lenne, példaul a 4). A szimbolikus derivaltak
fuggvénnyé alakitasahoz hasznaljuk a matlabFunction fuggvényt!

%% Newton modszer

syms t

df = diff(c(t),t) % df = (5%exp(-(3*t)/20))/3 - (23*exp(-(3*t)/5))/3
ddf = diff(c(t),t,2) % ddf = (23*exp(-(3*t)/5))/5 - exp(-(3*t)/20)/4

% Alakitsuk at a szimbolikus kifejezéseket fliggvényekké!
df = matlabFunction(df)
ddf = matlabFunction(ddf)

% megoldas Newton moédszerrel
[cn in] = newton(df, ddf, 5, le-6, 100) % cn = 3.3912; in = 6

V V.V VYV VVVVVYV

Most minddssze 6 iteracidébdl eljutottunk a megoldashoz, latszik, hogy ez a modszer
sokkal gyorsabban konvergal, amennyiben konvergal. Prébaljuk meg valtoztatni a
kezdbértéket, adjuk meg az intervallum masik végpontjat a 0-t is, majd egy jobb
kozelitésként a 4-et, és probaljunk ki egy tavolabbi értéket is, mondjuk a 10-et! Mit
kapunk eredményul?
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U] FUGGVENYEK A GYAKORLATON

U] FUGGVENYEK AZ OPTIMALIZACIO ORAN (12. GYAKORLAT)

subs
diff(f,x,2)

fminsearch

fminunc

gradient
quiver

hessian
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szimbolikus valtozéba konkrét értékek behelyettesitése
f szimbolikus kifejezés 2. derivaltja x szerint

Egy/tobbvaltozés fuggvény minimanak megkeresése Nelder-
Mead szimplex modszert alkalmazva

Feltétel nélkuli széls6értek keresés kvazi-Newton
minimalizalast alkalmazva.

Gradiensek szamitasa numerikusan, szimbolikusan
vektormez6 megjelenitése

Hesse-matrix, az f(x) fuggvény masodik parcialis derivaltjainak
a matrixa
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