Interpolacio Numerikus modszerek, 9. gyakorlat

INTERPOLACIO

A korabbi gyakorlaton regressziéval, flggvényillesztéssel foglalkoztunk, amikor
meghataroztuk az adott pontokra legjobban illeszkedd egyenest, parabolat,
exponencialis fluggvényt stb. Az illesztett fliggvény tobbnyire nem megy at a mért
pontokon, de idealis esetben kbzel halad hozzajuk.

Az interpolacié egy olyan matematikai Osszefuggés, ami a megadott pontokat
tokéletesen reprezentalja, visszaadja ezekben a pontokban a mérési értékeket, a
pontok kozott pedig becslésre hasznalhaté. Grafikusan abrazolva a fuggveny atmegy
a mérési pontokon.

Regresszid Interpolacid

INTERPOLACIO EGYETLEN POLINOMMAL

Egy polinom altalanos alakja:
fx) =apx™+ ap_x™ 1+ +ayx + a

Az a,, a,_4, ", a4, ay €gyutthatdk valés szamok, n pedig egy nem negativ egész szam,
a polinom fokszama. Az els6foku polinom egy linearis fliggvénykapcsolat, képe
egyenes, a masodfoku polinom (parabola) és a magasabb foku polinomok képei pedig
valamilyen gorbék, minél magasabb a fokszam, annal tobb 'kanyar', inflexios pont lehet
benne, annal bonyolultabb lehet a képe.

Ha n pontbdl allé adatallomanyunk van, akkor ezt kiilénb6z6 fokszamu polinomokkal
lehet kozeliteni, egészen (n-1) fokszamig. Alacsonyabb fokszamu polinom illesztése
esetén regressziorol beszélhetunk, (n-1) foku polinommal pedig interpolaciét kapunk,
ekkor a polinom minden ponton keresztll halad. Ez lesz a polinomialis interpolacio
esete. Ez egy globalis interpolacié, mivel az 0sszes adatra egyetlen fliggvényt
illesztunk. Nézzink egy példat ra!
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A szélerémivek teljesitménye a szélsebességgel valtozik. Egy kisérletben a
kovetkez6 5 mérési eredményt kaptuk erre vonatkozoéan:

Szélsebesség [km/h] |22 |35 (48 |61 |74

Teljesitmény [W] 320 | 490 | 540 | 500 | 480

Az 5 mérési eredményre negyedfoku 550
interpolacios polinom illeszthetd.

Interpolacioval  hatarozzuk meg a 500 +
széler6mi teljesitményét 42 és 68 km/h-
s szél esetén! Mekkora szélsebességnél 4607
lesz a teljesitmény 400 W? Ehhez toltsuk
be a szeleromu.txt allomanyt! oy

% széleromld adatai

clear all; close all; clc;
data = load('szeleromu.txt') *
v = data(:,1) % szélsebesség e £ 0 % &0 70 a0
p = data(:,2) % teljesitmény
figure(1)

plot(v,p,'r*")
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A negyedfokl interpolaciés  polinom  f(x) = asx* + azx® + a,x?* + a;x + a,
egyutthatoit kiszamolhatjuk egy linearis egyenletrendszert megoldva, a regresszional
mar megismert modon, 5 egyenletet felirva az 6t pontra. Az A egyutthatd matrixot
Vandermonde matrixnak is nevezik.

Vi = auxt + asxd + ax? + a;x; +ag /xl“‘ x3 x% x 1\ V1
— 4 3 2

y, = a4xi + a3x23 + azx% + a;x, + a, Xt x3 x,% x, 1 Yo

Y3 = a4xi + a3x% + azx% taxa+ a0 S A=|x3* x3° x32 x5 1|;b=|Vs
= AuX3 + A3X3 + a,Xx5 +a1x3 +a 4 3 2

’ = a4x3jl + a3 x3é + a2 x32 + a1 x3 + aO Yo M K Xy o

Vs = QuXy 3X4 2X4 1X4 0 x54 x53 x52 xs 1 Vs

Vagy hasznalhatjuk itt is a polyfit, polyval beépitett Matlab fuggvényeket. Most az
egyszeriség kedvéért hasznaljuk ez utébbiakat!

> a = polyfit(v,p,4) % 0.0001 -0.0171 0.5627 12.0190 -62.0517

A polyfit-et hasznalva megadhatjuk az illeszteni kivant polinom fokszamat, és
megkapjuk a polinom egyutthatéit a legmagasabb foku tagtol visszafelé a konstans
tagig: a, = 0.0001; a; = —0.0171; a, = 0.5627; a, = 12.0190; a, = —62.0517.
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A polyval parancs a megadott egyutthatokbal B )
ki tudja szamolni egy tetszéleges helyen a
polinom értékét, pl. a kérdéses 42 km/h-nal:

> polyval(a,42) % 531.7853

550F 7

Vagy definidlhatjuk az egyutthatokkal a
polinom flggvényét is, és akkor abrazolni is
konnyen tudjuk:
fp = @(x) polyval(a,x)
fp(68) % 476.5008
hold on; % a0 % 0 45 0 & 0 e
fplot(fp, [min(v) max(v)]) x
Ahhoz, hogy megkapjuk, hogy mekkora szélsebességnél lesz a teljesitmény 400 W,
egy nemlinearis egyenletet kell megoldanunk! A megoldandé nemlinearis egyenletink,
nullara rendezve: a,x* + azx® + ayx? + a;x + ag— 400 =0 . Szikség lesz egy
kezdbeértékre is, amit az abrabdl vehetlunk.

> h = @(x) fp(x)-400

> X200 = fzero(h,30) % 27.1296
Tehat 42 km/h-s szélnél 532 W a teljesitmény, 68 km/h-nal pedig 477 W. 400 W-os
teljesitményt pedig 27 km/h-s szélnél kapunk.

vV V. V V

A sztenderd alakba irt n-ed fokd polinom f(x) = ax™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + aq
illesztéséhez (n+1) linearis egyenletbdl allé egyenletrendszert kell megoldani. Az
egyenletekhez az 6sszes rendelkezésre allé pont koordinatait be kell helyettesiteni az
altalanos alakba. Gyakorlatban, kulénésen magasabb foku polinomok esetében nem
hatékony megoldani ezt az egyenletrendszert, gyakran rosszul kondicionalt lesz az
egyutthatd matrixunk. Nézzik meg az el6z6 peéldank egyutthatd matrixanak
kondicioszamat! Ehhez irjuk fel az egyutthatd matrixot, ami a linearis egyenletrendszer
megoldasahoz kellene. A felirast megtehetjiuk a regressziénal megismert médon is, de
a Matlabnak van egy kulon parancsa a Vandermonde matrix el6allitasara, azt is
hasznalhatjuk, ugyanaz lesz az eredmény:
> A= [V.AM v.A3 v.A2 v.Al v.AQ] % hagyomanyos feliras

> A = vander(v) % masik megoldas: Vvandermonde matrixként
> cond(A) % 1.5378e+09

Ez a szam mar most is nagyon nagy (10° nagysagrend(), pedig csak 4-ed foku, vagyis
nem is nagyon magas fokszamu polinomot illesztettink. Ellenérzésképp
megnézhetjlk, a linearis egyenletrendszer megoldasat, hogy ugyanazt adja-e, mint a

polyfit!
> X = A\p % 0.0001; -0.0171; 0.5627; 12.0190; -62.0517

LAGRANGE ES NEWTON INTERPOLACIOS POLINOMOK

Adott pontokon keresztil egy interpolacios polinom irhatd fel, ez viszont tobbféle
alakban is megadhatd, nézzink meg az altalanos alak mellett roviden két masikat,
amit gyakran célszer(ibb hasznalni, kbnnyebb felirni és nem lesz rosszul kondicionalt
a feladat. Az egyik ilyen alak a Lagrange interpolaciés polinom, a masik a Newton.
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LAGRANGE INTERPOLACIOS POLINOM

Ez a fajta polinom mindenféle szamitas, egyenletrendszer megoldas nélkll, a pontok
koordinataibol felirhatd, a kovetkez6 alakban n pontra:

f@—§}¢m—2ﬁﬂéiz
]::l

_’;")) -t Lagrange fuggvényeknek hivjuk. Két pontra felirva:
—Xj

(x
ahol L;(x) = [Tj=1
Jj#i

(x — 2) (x —x1)

fO) = =) )

Harom pontra felirva:

(x —x2)(x — x3) + (x = 2x1) (x — X3) n (x = 2x1)(x — x3)

(g — x2) (%1 — x3) (x2 = x1) (X2 — x3) 2 (x3 — x1) (X3 — x2) 3

e Latszik, hogy a pontok koordinatait hasznalva, el6zetes szamitasok nélkul is
felirhatd az interpolacios polinom.

e Nehézkes vele dolgozni, minden egyes interpolalandd pontnal fel kell irjuk ujra
az adott pontra az egész egyenletet, nem elég csak az egyutthatdkat
behelyettesiteni, mint az altalanos alaknal.

e Ha a ponthalmazunk Uj ponttal b&vul, akkor az 6sszes Lagrange fliggvényt Ujra
kell szamolni, ebben kildnbdzik a Newton formatdl, ahol Uj pontok esetén csak
az uj tagokat kell kiszamolni.

f&x) =

NEWTON-FELE INTERPOLACIOS POLINOML

A Newton-féle polinom az un. osztott differenciak segitségével irhaté fel, rekurziv uton.
Altalanos alakja a polinomnak:

f(x) =a; +a(x —x;) +as(x —x)(x —x3) + -+ ap(x — x)(x — x2) - (x — xp_1)
Két pontra felirva az egyutthatok:

Definialjuk az elsérend( osztott differenciakat a kovetkezdképpen:
_ Yi+1 — i
fXivxi] = —Xi+1 —x
Ez tulajdonképpen az egyenes meredeksége, és két pontra megegyezik a,
egyutthatoval.

Harom pontra felirhatd a masodrendl osztott differencia f[x3,x;,x1], ami két
elsérendl osztott differencia kulénbsége osztva (x; —x;) -gyel, ez lesz az a,
egyutthato (az elsé kettd egyutthatd megegyezik a korabbiakkal).

1 Otthoni atnézésre
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Vs~ Yo Y2— W1
flxs, 2] — fx2,%1] _X3TXa X2 X

X3 —Xq X3 —Xq

az = flxs, x3,%;] =
Hasonléképp négy pontra felirhatd a harmadrendii osztott differencia két masodrendi
osztott differencia kulonbségét elosztva (x, — x;)-gyel, és igy tovabb.

Altalanosan a k-adrend(i osztott differencia:

Xivrge, o, X; — Xivie—1,"", Xi
flXige ] = [t L:cl] fa[c = l],(k =12,-,n)és (i=0,,n—k).
i+k — A

e Latszik, hogy ebben az esetben is a pontok koordinatait hasznalva, el6zetes
szamitasok nélkul is felirhat6é az interpolaciés polinom.

e Ezzel mar nem olyan nehézkes dolgozni, ha egyszer mar meghataroztuk
a; ---a, egyutthatokat, akkor ezeket felhasznalhatjuk barmelyik pont
interpolacijanal.

e Ha a ponthalmazunk uj ponttal b6vul, akkor nem kell mindent ujraszamolni, csak
az uj egyutthatot. Ezaltal konnyen bévithet6 uj ponttal a halmaz, és a pontoknak
nem kell sorrendben lennie.

TAROZO JELLEGORBE INTERPOLACIOJA

Nézzunk interpolaciora egy vizépit6 mérnoki feladatot. A tarozéméretezések egyik
elengedhetetlen alapadata a tarozé morfologiai jelleggorbéje, ami megadja, hogy egy
adott vizallashoz mekkora viztérfogat és felllet tartozik. Adottak a kdvetkez6 adatok:

Vizallas | Teérfogat | Felllet
H[cm] | V[10° m3] | F [km?]
336 0.16 0.05
504 0.36 0.09
714 0.79 0.19
976 1.73 0.37
1302 3.31 0.62
1628 5.83 0.90
1812 7.72 1.05
1932 8.98 1.16
2142 11.50 1.27

Abrazoljuk a térfogatot leiré jelleggdrbét, szokas szerint, Ugy, hogy a vizszintes
tengelyen a térfogat, a fliggbleges tengelyen pedig a vizallas legyen. Hatarozzuk meg
ezek alapjan interpolacioval, hogy mekkora viztérfogat tartozik 15 m-es vizszinthez,
illetve mekkora vizszint tartozik 12 millié m? térfogathoz!

Toltsuk be a jelleggorbékhez tartozé adatokat a tarozo.txt allomanybal!

> clc; clear all; close all;
> adat = load('tarozas.txt')
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> H = adat(:,1); % cm
> V= adat(:,2); % mill1i6 mA3 Wr———————————— &
> F = adat(:,3); % kmA2 ooy * 1
> - .
> figure(l) 8ot 5
> plot(V,H,"'*"'); hold on; i "
> vylabel('vizallas [cm]") §1mw
> xlabel('viztérfogat [10A6 mA3]") FA000F g
Interpolacié esetén n pontra, (n-1)-ed foku :EE »
polinomot illeszthetink. Nézzik meg, ez mit m:
jelent a mostani esetben. Most 9 adatunk van, ). - ; - e
erre 8-ad foku polinomot illeszthetlnk! VGBI
> n = length(v) % 9 . ki ‘
> al = polyfit(v,H,n-1) i ot
> pl = @(x) polyval(al,x) — ,/\,
> fplot(pl, [0,max(V)]) /_/ \\
Mi tortént? J6 lehet a fenti gorbe interpolaciora? =\ /
Nyilvanvalé hogy nem. Ez a tllzott illeszkedés £ _| /_/«/'H—/
esete, amikor a magas fokszamu polinom }mm_ ///*’”’
tokéletesen visszaadja a ismert pontok értékeit, s
de koztik (kildndsen a széleken) oszcillalni  “f
kezd, jelent6sen eltér az adatok trendjétél, ezert ¢ : i : 5 it
nem alkalmazhato megbizhatdan '

interpolacidéra, extrapolaciéra. Ezt a hullamzast, oszcillacidés jelenséget Runge
jelenségnek hivjak. Kevés pont estén, amikor a polinom fokszama alacsony, tdbbnyire
jol hasznalhatéak az interpolacios polinomok, sok pont, magas fokszamu polinom
esetén azonban mas megoldast kell keresni!

A polyfit parancs futasa utan a Matlab egy figyelmeztetd Gzenetet is kiir:

warning: Polynomial 1is badly conditioned. Add points with distinct X values,
reduce the degree of the polynomial, or try centering and scaling as described
in HELP POLYFIT.

Ha lekérdezziuk a Vandermonde matrix kondicié szamat, akkor egy nagyon nagy
szamot kapunk (10%° nagysagrend), ami rosszul kondicionalt matrixot jelent.

> A = vander(V);
> cond(A) % 2.7260e+10

SPLINE INTERPOLACIO

Ha sok pont kozott szeretnénk interpolaciot vegezni, akkor jobb eredményt lehet elérni
tobb, alacsony fokszamu polinom alkalmazasaval, mint egy magas fokuval. Minden
egyes alacsony fokszamu polinom csak egy adott szakaszra, intervallumra érvényes,
két vagy tébb pont kdzétt. Altalaban minden polinomnak megegyezik a fokszama, csak
az egyutthatokban térnek el egymastél. Amikor elséfoku polinomokat hasznalunk,
akkor a pontokat egyenes vonalak kotik 6ssze, masodfoku (négyzetes) vagy
harmadfoku (kébds) esetben a pontok gorbékkel vannak &sszekdtve. Ez a
szakaszonként eltér6 paraméteri  polinomiadlis interpolacié, amit spline
interpolacionak neveznek. Ez tulajdonképpen egy fajta lokalis interpolacio, mivel egy-
egy szakaszra csak a kdrnyez6 pontokat vesszik figyelembe.
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Az n-edfoku spline-ban legfeljebb n-edfoku polinom szakaszok csatlakoznak
egymashoz. A legegyszeriibb eset, ha az adott pontok kdzé linearis fliggvényeket
(els6foku polinomokat) illesztiunk. Ez az Euler-féle torottvonalak modszere. Gyakran
szikséges, hogy a csatlakozasi pontokban ne csak folytonos, hanem differencialhaté
is legyen a fliggvény. llyen lehet példaul egy masodfoku spline, ahol a csatlakozasi
pontokban a fuggvénynek jobbrol és balrél megegyeznek a derivaltjai is. Ezt négyzetes
(kvadratikus) spline-nak is nevezik.

Altalanosan k-ad foku és m-ed rendii spline az, ahol szakaszonként k-ad foku
polinomokat illesztink, és a kozbulsé pontokban m-ed rendig megegyeznek a
derivaltak. Az egyik leggyakrabban hasznalt spline a kobos, masodrendi spline
interpolacié, amikor is az adott pontok kdzé harmadfoku polinomokat illesztink ugy,
hogy a csatlakozasi pontokban a figgvénynek megegyeznek a derivaltjai és masodik
derivaltjai is. Létezik kobos els6rendi spline interpolacio is, amikor szintén harmadfoku
polinomokat illesztink a pontokra, de csak az els¢ derivaltak egyezését irjuk el6 (pl.
Hermite interpolaciés polinomok).

LINEARIS SPLINE INTERPOLACIO

lllesszunk linearis fliggvényeket a pontok k6zé! Adott n pont esetén (n-1) szakasz van,
amire (n-1) egyenest kell meghataroznunk. Ezt a legegyszeribben a két pontra felirt
Lagrange-polinom segitségevel tehetjuk meg:

fi(x) = (X — Xi41) (x —x;) y
l (= Xi41)” - (X1 — %)
Matlab-ban az interpl fuggvenyt interp, (V.H.0)
hasznalhatjuk altalanosan spline 2 ' ' '
interpolaciéra. Ennél egy paraméterben 20001
megadhatjuk, hogy milyen spline interpolaciot 8oy

1600

szeretnénk hasznalni, ha nem adunk meg
semmit, akkor az alapértelmezett a linearis
interpolacié. Lehetséges interpolaciés
modszerek az interpl-nél:  'linear' - ool
alapértelmezett, 'nearest’ - legkozelebbi sl
szomszéd, 'pchip' - kdbos elsérendl spline, 10
'spline’ - kdbds masodrendi spline.
figure(2);

plot(V,H, 'r*');hold on;
ylabel('vizallas [cm]');
xlabel('viztérfogat [10A6 mA3]");
sp = @(x) interpl(V,H,x)
fplot(sp, [0,max(V)])

Linearis fuggvényillesztésnél folytonos lesz ugyan a flggvénylink, de a
meredekségekben toérések lesznek. Ha simabb fliggvényt szeretnénk kapni, akkor
magasabb foku spline-t kell hasznalni.

N B

o oD

a o
T T

vizallas [cm]

1000
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NEGYZETES SPLINE INTERPOLACIO?

Négyzetes (kvadratikus, masodfoku) spline esetében az adott pontok kozé masodfoku
polinomokat (y = a-x? + b-x + ¢) illesztiink gy, hogy a csatlakozasi pontokban a
flggvénynek jobbrél és balrél megegyeznek az elsé derivaltjai is.

Egy masodfoku polinomnak 3 ismeretlen egyutthatoja van, és n pont esetén (n-1)
szakaszra kell ezeket meghatarozzuk, vagyis 3*(n-1)=3n-3 ismeretlenink van, ezekre
kell egyenleteket felirnunk, feltételeket megadnunk.

¢ Minden polinomnak at kell mennie a szakasz végpontjain, ebbél szakaszonként
két egyenlet irhatd fel a kovetkez6 alakban: f;(x) = a; - x% + b; - x + ¢;, vagyis
O0sszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet.

e A Kkozbulsé (n-2) pontban a derivaltak (f'(x) = 2a;x + b;) is megegyeznek, erre
(n-2) egyenletet lehet felirni a kdvetkez6 alakban: 2 a;_;x; + by = 2 a;x; + b;

e Mivel a fenti két feltétel még csak (3n-4) egyenletet jelent (3n-3) ismeretlen
meghatarozasara, még egy feltételt meg kell adni. Itt tdbb lehetéség is van,
lehet ez példaul az, hogy a masodik derivalt értéke legyen 0 az els6 (vagy az
utolso) pontnal: f," (x) = 2a,, vagyis a, = 0. Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy
az elsé ket pontot (vagy az utolso két pontot) egyenessel kotjuk Ossze.

A négyzetes spline-k illesztéséhez (3n-4) egyenletet kell felirjuk. A kdbos, masodrendii
spline-k hasznalata elterjedtebb, részben mivel a masodik derivaltak (gérbuletek) is
megegyeznek és emiatt simabb a fuggveény, részben pedig amiatt, hogy levezethetd
egy olyan alakja is, ahol csak (n-2) egyenletet kell megoldani. A Matlab beépitett
fuggveényei kozott is csak kdbos spline szerepel, négyzetes nem.

KOBOS MASODRENDU SPLINE INTERPOLACIO

Nézzuk most az egyik leggyakrabban hasznalt spline a kobos, masodrendi spline
interpolacié levezetését az altalanos harmadfoku polinom képlete alapjan!

Ebben az esetben az adott pontok koézé ugy illesztink harmadfoku polinomokat
(y=a-x3+b-x*+c-x+d), hogy a csatlakozasi pontokban a fiiggvénynek
megegyeznek az els6 és a masodik derivaltjai is. Adott n pont esetén (n-1) szakaszunk
van, ezekre kell meghataroznunk harmadfoku polinomokat. Minden egyes harmadfoku
polinomnak 4 ismeretlen egyutthatéja van, vagyis 4*(n-1)=4n-4 ismeretlenunk van,
ezekre kell egyenleteket felirnunk, feltételeket megadnunk.

¢ Minden polinomnak at kell mennie a szakasz végpontjain, ebbdl szakaszonként
két egyenlet irhatd fel a kovetkezd alakban: y; = a;-x3+ b; - x? + ¢; - x + d;,
vagyis 0sszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet.

e A kozbllsé (n-2) pontban megegyeznek a derivaltak (f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢)
is, erre (n-2) egyenletet lehet felirni a kdvetkezé alakban: 3 a;_,x;2 + 2b;_,x; +
Ci—1 = 3 al-xl-z + Zbixl- + Ci

e A kozbilsé (n-2) pontban a masodik derivaltak ( f"'(x) = 6ax +2b ) is
megegyeznek, erre is (n-2) egyenletet lehet felirni a kdvetkezé alakban:
6 a;_1x; + Zbi—l =6 a;x; + 2b,_

2 Otthoni atnézésre
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o Osszesen eddig (4n-6) egyenletet irtunk fel (4n-4) ismeretlenre, tehat még két
feltételt meg kell adni, amit tobbféleképpen lehet. Az egyik leheté6ség, hogy a
végpontokban a masodik derivaltak legyenek 0-k, ezt a fajta spline-t hivjak
természetes kdbos spline-nak. Egy masik mddszer, amit a Matlab beépitett
fuggvénye is hasznal, a ,not-a-knot” feltétel. Ezt azt jelenti, hogy a masodik és
az utolso elétti pontban a harmadik derivaltak is megegyeznek.

Megjegyzes: levezethetd egy masik alakja is ennek a kdbds spline-nak, ahol nem
(4n-4) egyenletet kell megoldani, hanem elég egy (n-2) linearis egyenletbél allé
rendszert megoldani. Ez a levezetés a masodik derivaltakbdl indul ki és a Lagrange
alakot hasznalja. Lasd pl.: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods,
An Introduction with Applications Using MATLAB, John Wiley & Sons

lllesszink harmadfoku kdbds spline-t Matlab-ban a tar6zé jelleggorbéjére! Ehhez
hasznaljuk ismét az interpl parancsot, csak most adjunk meg neki egy médszert is,
az alapértelmezett 'linear' helyett legyen 'spline'!

> sp2 = @(x) interpl(V,H,x, 'spline')

> fplot(sp2,[0,max(V)])

interp, (v,H,x,'spline’)

2200
2000
1800
1600 -
1400 F
1200 F
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1000 F
500
600
400 |

200

Latjuk, hogy ez egy simabb lefutasu figgvényt eredményezett. Mint korabban szé volt
réla, ez nem a természetes spline-t hasznalja, hanem a not-a-knot”, vagyis 'nem
csomopont' feltételt. Ezt azt jelenti, hogy a masodik és az utolsé elétti pontban a
harmadik derivaltak is megegyeznek. Mivel itt harmadfoku polinomokrol van szo, ezért
az els6 kettd és az utolsd kettd szakaszon is teljesen megegyeznek a paraméterek,
tehat tulajdonképpen az els6 3 és az utolsé 3 pontra egy-egy polinomot illesztink.
Innen szarmazik a neve, hogy a masodik és az utolso el6tti pont nem igazi csomépont.

Mivel a leggyakrabban ezt a kdbds, masodrendl spline interpolaciét alkalmazzak,
ezért erre van egy kulon parancs is, spline parancsként, aminek a mikodése
egyenértékl az interpl 'spline' modszerével:

> sp2 = @(x) spline(V,H,x)
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Térjunk vissza az eredeti kérdésre és az illesztett spline alapjan hatarozzuk, hogy
mekkora vizszint tartozik 12 millid m3 térfogathoz, illetve mekkora viztérfogat tartozik
15 m-es (1500 cm-es) vizszinthez!

% Mekkora vizallas tartozik 12 millidé mA3 vizhez?
H15 = sp2(12) % 2174 cm

% 1500 cm-es vizallas mekkora viztérfogatot jelent?
f = @(x) sp2(x)-1500

v1500 = fzero(f,5) % 4.6699 millio mA3

vV V.V V V

KOBOS ELSORENDU SPLINE INTERPOLACIO

Matlab-ban van egy masik kobods spline interpolacié is. Az interpl parancsot
meghivhatjuk 'pchip’ médszerrel is (piecewise hermite interpolation). Ez egy kdbds
elsérendl interpolacié, ahol ugyan harmadfoku polinomokat illesztiink az egyes
szakaszokra, de csak az elsé derivaltak folytonossagat kotjuk ki. Ez egy kobds Hermite
interpolacié, ahol a derivaltakat is meghatarozza a Matlab numerikus differencialasbdl
3 pontra a kozbulsé pontok esetében és 2 pontbdl a fuggvény elején/végén. Nézzuk
meg mikor lehet hasznos ez a modszer!

Vegylnk most egy fels6geodéziahoz koéthetd példat. A Fold gravitacios eréterének
szamitasaihoz szikséges ismerni a Fold slrliségének valtozasait. A Fold slrisége (p)
a sugaraval (R) egyutt valtozik, megkozelitéen az alabbiak szerint:

[Sli‘ri?r 0 800 | 1200 | 1400 | 2000 | 3000 | 3400 | 3600 | 4000 | 5000 | 5500 | 6370
SUrliség
kg/mo] | 13000 | 12900 | 12700 | 12000 | 11650 | 10600 | 9900 | 5500 | 5300 | 4750 | 4500 | 3300

lllesszink spline gorbét a sugar-sirlseg értékekre, majd az interpolaciés gorbe
alapjan szamitsuk ki mekkora lesz a Fold slirlsége 3200 km-es sugarnal, illetve
mekkora sugarndl lesz a s(iriség értéke pont 4000 kg/m3? Ehhez toltsiik be a
fold_surusege.ixt fajlt, majd illessziink a pontokra kdbds masodrendi és kdbds
els6rendl spline-t is! Nézzuk meg melyik illeszkedik jobban!

data = load('fold_surusege.txt')
r = data(:,1) % kilométerben a sugar
ro = data(:,2) % slrliség kg/mA3

% kobos elsérendli Hermite interpolacio

fspl = @(x) interpl(r,ro,x, 'pchip') % vagy 'pchip'
fspl(3200) % 10361

figure(l1) ;subplot(1,2,1);

plot(r,ro,'r*'); hold on;

fplot(fspl, [0,max(r)]);

title('KOobos elsbérendli Hermite interpolacio')

% kobos masodrendi spline interpolacio

fsp2 = @(x) spline(r,ro,x)

fsp2(3200) % 11350

subplot(1,2,2)

plot(r,ro, 'r*'); hold on;

fplot(fsp2, [0,max(r)]);

title('KObds masodrendl spline interpolacid')

VVVVVVVVVVVVYVVYVVYVVYV

2018. marcius 7. 10 Dr Laky Piroska



Interpolacio

14000

Numerikus modszerek, 9. gyakorlat

Kabds elsdrendi Hermite interpolacid Kébds masodrendd spline interpolacid

12000 |

10000 |

8000

6000

4000

14000

12000 |

10000 |

8000 |

6000 |

4000 ¢

0 1000 2000 3000 4000 S000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

X X

A két modszer elég nagy eltéréseket adott a 3200 km-nél lévé sirliség értekekre, az
els6 esetben 10361 kg/m? lett az eredmény, a masodikban pedig 11350 kg/m?.

Az abra alapjan egyértelmd, hogy most jobb illeszkedést kaptunk a harmadfoku
els6rendd spline-ra (‘pchip’), mint a harmadfoku masodrendl esetben (‘spline’). Azért
jobb most az elébbi mddszer, mivel az adatokban erés torések, ugrasok vannak. Sima
fuggvények esetén a masodrendi 'spline’ ad jobb kozelitést.

A feladat masodik felére, hogy mekkora sugarnal lesz a slriség értéke pont 4000
kg/m? éppen ezért hasznaljuk az elsére meghatarozott spline-t!

> % Mekkora sugarhoz tartozik 4000 kg/mA3 slirliség?
> f = @(x) fspl(x)-4000
> R4000 = fzero(f,5500) % 5958.9 km

Tehat kb. 6000 km-es sugarnal lesz a siirliség értéke 4000 kg/m?3.

U] FUGGVENYEK A GYAKORLATON

vander

interpl (method:

linear, nearest,
spline, pchip)
spline
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- Vandermonde matrix

Egydimenzids interpolacié (moédszer: linearis, legkozelebbi
- szomszéd, kobds masodrendi, kobds elsérendld Hermite
interpolacio)
- Egydimenzids, kdbds masodrendu spline interpolacié
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