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I Attekintés

* Fuggvenyek meghatarozasa
regresszio

peldak a mernoki gyakorlatbol

szimbolikus regresszio
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I Fuggvények meghatarozasa

 alkalmazasi peldak
mert alakzatok geometriai jellemzdOinek kiszamitasa
kiegyenlitd felUletek (mérndkgeodézia)
digitalis feluletmodellek felallitasa

* rendelkezunk-e informacioval a fggveény jellegérol?
igen: regresszio
nem: szimbolikus regresszio

* mely mennyisegeket tekintjuk hibatlannak?
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 afeladatismert jellegl fuggvény ismeretlen
paramétereinek a meghatarozasa

* linearis-e a fuggveny a meghatarozandd
paraméterekre nézve?

igen (tulhatarozott lin. egyenletrendszer)
reszben (variable projection)

nem (Levenberg-Marquardt)

4742



I Regresszio

* egyenes illesztes

* egyenes sereg illesztes

» fuggveny meghatarozas (lancgorbe illesztes)
* kiegyenlito sik meghatarozasa

* kor, henger, gomb illesztes

» fuggvenysorba fejtés

5/42



I Egyenes illesztés

* egyszerd illesztés: az x értekek hibatlanok

—ﬁ‘r ] ] 1 ] 1 1 6/42



I Egyenes illesztés

* teljesillesztes: az x ertékek sem hibatlanok

6 4 5, 0 2 4 71742



I Egyenes illesztés

» Detreksi 11.3.3: kiegyenlitd egyenes

* mindkét koordinata hibaval terhelt

Lyi+vyi:m (in+vxi)+b

2 2 )1/2 8/42
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I Egyenes illesztés

» Detreksi 11.3.3: kiegyenlitd egyenes

* mindkét koordinata hibaval terhelt

V. =—V,sing v,;=bcosp+L sinp—L cose

Xl

— 2 __ .
Vyi—Vi COs @ Z vV, —1min 9/42



I Egyenes sereg illesztés

* merdleges egyenes seregek egymastol
p, S tavolsagban

* mindkét koo :dinéta hibaval terhelt

10742




Egyenes sereg illesztés

* javitasi egyenletek

v,;=bcosp+L sinp—L cosp+s

v;=csm@—L cosp—L simp+p

 alakmatrix, tisztatag vektor

—b,

—bg -
A =

—cg

| —Cy
I =

“singg + Lx; -

singg + Lx; -

"cos@qy + Lx; -
"cos@g + Lx; -

- —byrcospy— Lx;-singy + Ly; -cospy
—by - cos@y — Lx; - sinpy + Ly; - cospg — s

—Cy " Sin@y — Lx; - cos@py, — Ly, - sing,
| —Cq " sin@g — Lx; - cos@py — Ly; - singg — p

&\

s

cos@

y=mx+b

cos@y + Ly; - singg  cos@g 0
cos@g + Ly; - singpy CO5@g 0

ﬁnq::n — Ly; " cos@g 0
singy, — Ly; - cosg, 0

x:(A*-A}‘l-A*-z:[

v=A-x—1

A

Ab
Ac

|
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I Egyenes sereg illesztés

» Kossuth téri latogatokozpont kazettas
mennyezete (Vitanyi A. TDK dolgozat, 2014)

12742




I Egyenes sereg illesztés

* Tervezett geometria




I Egyenes sereg illesztés

* Mérballomassal mért pontok
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I Egyenes sereg illesztés

- L,L,L_norma szerinti megoldasok

0.03

0.01}- Wt

javitds (m)

| |

0.02 -




I Egyenes sereg illesztés

L, norma szerinti megoldas linearis trendjei
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I Egyenes sereg illesztes

 Kiegyenlites ket iranyban eltéero méretarany
tényezovel

A
Y
5
L
L

> 1717142




I Egyenes sereg illesztés

 Kiegyenlites ket iranyban elterdo méretarany

tényezovel L, norma szerint
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yiranyban 10 m-en 23 mm-el hosszabb



I Fuggveny meghatarozas

* Onsulyukkal terhelt kotél jelleg(i befliggesztett
szerkezetek alakja lancgorbe:

zo(x)=7o-cosh E(xﬂ:l) +c, aholO=pug

meghatarozando :
H,0,c, c,

19742




Nagyfeszultsegl tavvezetéek
alakjanak meghatarozasa
* Balogh Balint (BSc diplomamunka, 2015)

 Leica TS15i robot mérdallomas
 GOd és Budafok

20/42



Y 4

Nem linearis regresszid szamitasi
eljarasa

* Matlab Curve Fitting Toolbox

a fit fuggveny a Levenberg-Marquardt eljarast
alkalmazza a regressziohoz

* Levenberg-Marquardt eljaras

nem linearis LKN probléemak megoldasara
lokalis minimum meghatarozasara alkalmas

Gauss-Newton és a legmeredekebb lejto algoritmusok
csillapitasi tényez6tol fuggd kombinacioja

csillapitasi tényez6 kezdetben nagy, azutan csokken

21742



I Levenberg-Marquardt eljaras

- adott m adatpont (x, y.) esetén hatarozzuk meg

az f(x, f) gorbe B paramétereit a legkisebb
négyzetes eltérések alapjan:

A

ﬂ=argl§nin; [vi—f(x, B)

* iteracio, |épésenként valtozik a ff vektor o-val
(J a Jacobi matrix)

flx.B+o)=f(x, p)+J 0

22 /42



I Levenberg-Marquardt eljaras

* megoldas a o-ra:
(J'T)o=T"[y—f(B)]

A csillapitési tényezével:
(J'T+AT)o=J"[y—f(B)]

* Marquardt javitasaval:
[J" T+ diag(J" T )lo=J"[y—f(B)]

* (hasonlo a Tyihonov regularizaciohoz)

* ha4 =0, Gauss-Newton iteracio, ha A nagy,
legmeredekebb lejtd modszere lesz 23/ 42
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35

Z [m]

30

25

0.2

0.1

Z[m]

Budafoki tavvezeték

Regresszio
«  Mért pontok
\\\ — H/{mu=g}cosh{{mu=g)/H={x+c1)}4c2
i - i
H%
L -\\NL“M -
I I I I -_';-H_*_._*_hl-_""_'"‘"l'""_'_'
20 40 60 80 100 120 140 160
kelet [m]
Rezidumok
e Rezidumok | |
| | | | | | |
20 40 60 80 100 120 140 160
kelet [m]

-- --Méerési fajl név-—---—--—-—-—---—--
BUDAFOK ta\.r\.rezetek xlsx
---Flggveény----—--—-—-—-—---
Hf{mu g}*cosh((mu g}!H*{x+c1))+c2
-lllesztes tipusa---
customnonlmear
--lllesztesi kategoria---—-----—--—------—--
custom
--llesztasi algoritmus----—----------—-—
trust—regicm -reflective
-llesztési eljards—---—-—--—--—-—--—
NonlmearLeastSquares
-terdciok szama-—-—--—-—-—-—---
18 db
- --lllesztes mindsitesg-—--—--—-—--—--—-—-
SSE 0. 053891
R~2=0.99983
adjR~2= 0.99982
RMSE= 0.039476
e --Parameter ertekek-—---—---—-—-o--
H= 1? 12E|jkN
c1=-141.729_[m]
c2=-876.69_[m]
g= 9.81 [kg*m/s™2]
mu= 1.935 [kg!m]
--Egyeb adatok, jellemzdk---
dfl = 11 1552 _[m]
df2 =0.0947697_[m]
xmin= 141.729 [m]
fmin= 25.5176_[m]
I = 155.391_[m]
L = 154.807 [m]
I_L= 1.00377_[-]
e --Feszitderok—
5 max = 1? 34 _[kN]
Sz_max=0.2482_[kN]
Si =-2.701_[kN]
5]' =0. 2482jkN]
---Huzofeszlltsegek---
52|gm35 max= 30.42 [ijm“Z]
SzigmaH = 30.05__[N/mm~2]
SzigmaZ_max=0.4355__[N/mm™2]
SzigmaSi = 30.42_ [N/mm~2]
Szigma$S] = 30.05__[N/mm~™2]
---Végponti érintdk--—--—--—-—-—--—-
tan_i=-9 2 16 [DMS]
tan_j=0 49 50__[DMS]
---lllesztési hibak-—----—--—----—-—---
maxElteres = +15.4 cm
atlakltérés = -0.0 cm
minEltérés = -6.5 cm

0K



I Godi tavvezeték

Regresszio
3[] I 1 1 1 1 I
+  Mért pontok
25 — H/{mu=gcosh{{mu=g}/H=(x+cl)}+c2 _
.E. 20 F -
[ -~
15 ~ ;.___Jx/_
‘q“'-uk_‘_‘ﬂ_ _'_._._.a-’"'-
1[] | | | B L ol |
-350 300 250 -200 -150 -100 -50 0
kelet [m]
Rezidumok
CI-]. I I I I 1 1
---------- Rezidumok
—_ 0.05 | -
E
_D.DS | | | | | |
-350 -300 250 -200 -150 -100 -50 0
kelet [m]

- --Mérési fajl név--—---—--—-—-—--—--
ij'D dunaatfeszko _2oszlopkoz.xlsx
---Flggvény----—--—-—---m---
H!{mu g}*cosh((mu g}!H*{x+c1}l}l+c2
-lllesztes tipusa---
customnonlmear
---lllesztesi kategoria--—----—--—--—-----
custom
---llesztasi algoritmus--------—------—--
trust—region -reflective
-lllesztési eljaras---
NonlmearLeastSquares
-terdciok szama-—-—--—-—-—-—---
13 db
- --lllesztes mindsitese--
SSE 0. [}25?42
R~2=0.99997
adjR~2= 0.99996
RMSE= 0.028045
——emmeee- --Parameter ertekek-—---—---—-—-o--
H= 12 2551j|~cl~l]
cl=136.623_[m]
€2=-1192.33_[m]
g= 9.81 [kg*m/s~2]
mu= 1.039 [kgfm]
--Egyeb adatok, jellemzdk---
df1 = 18 917‘1 _[m]
df2 = 7.77049_[m]
xmin=-136.623_[m]
fmin= 10.0298_[m]
| =362.698_[m]
L = 349.629 [m]
I_L=1.03738_[-]
e --Feszitderok—
5 max = 12 45 [kN]
Sz_max= 1.396_[kN]
Si =1.396_[kN]
5]' =-2.182 [kN]
s ---Huzofeszlltsegek---
52|gm35 max=42.45 [N/mm~2]
SzigmaH =41.79_[N/mm~™2]
SzigmaZ_max=4.759__[N/mm ™ 2]
SzigmaSi =42.06_ [N/mm™2]
52|gmaSJ =42.45_[N!mm“2]
---Végponti érintdk--—--—-—-—-—--—-
tan_i= 6 31 28_ [DMS]
taru -10 12 13 [DMS]
-- -llesztési hibak-—--—-—-------—---
maxEIteres = +E-.8 cm
atlakltérés = -0.0 cm
minEltérés = -3.9 cm

0K



I Kiegyenlito sik illesztese

* Linearis LKN probléma

legjobban illeszkedo sik:

f(y’ Z):poo+l710y+p012

fuggoleges sik illesztése esetén valdjaban csak
egyenes illesztésre van szukség:

f(y)=py+p,

26/42



Fuggoleges sik illesztése

.
* MUPA szkennelése robot Mkl iy

MUPA rdvidoldal_gyors_scann.xlsx
e a0 [0 (VJ=1y [V EREEERR R

méroallomassal

- | ll@sztés tipusa-—--—--—-—-— -

polyl
c—mee | lles Ztési kategéria--—-—-—-—--—-—--
Regresszio library
0.01 ' ' ' ' ' art . e || lesZtési algoritmus-—-—---—-—-—-—--—
' T pDn_ED QR factorization and solve
0.005 | oy iyl =p,y +p, e Y || P Y P |1 - —
= " . I i i | : i A T LinearLeastSquares
E 0t P : ! (S I 1 | | S S R e ——|tErACISK SZAMA-—- -
——— f . :
= i i : [ . P T 1 — T 1db : e
i I i : P ! ' Y cmmmeee | ll@s Ztés mindsitése——-—-—- -
0.005 : f ' . .
P A I i . SSE = 0.0063853
001 R , L R~2 = 0.027173
0 2 4 6 8 10 12 14 16 adjR=2 = 0.025099
RMSE = 0.0036898
5": [m] e e e--PATAMETET ErEKEK- - mmm e
0.01 Rezidumok pl=-0.000132256 [-]
| . Rezidumnk| ' . . p2=0. DDDEEQIEE,J F,"] .
O R ] ) 57 6rédé pontok-—-—-—-—-
0.005¢+ & I i I - - Osszes mért pont = 527 db
) S R T B | ' f oL s J6 pontok = 471 db
— 0% ! I ! : P G i ! ] I O Kivagé pontok = 56 db
A "' : . " - # P
i ! . . Felsd hatar = 0.01 m
0.005¢ § . o, | St ! (I Y Alsé hatar = -0.01 m
Do P P e Sik llleSZEEST iDAK e
0.01 1 1 1 1 1 1 1 maxElterés = +9.8 mm
0 2 4 g a 10 12 14 16 atlakElteres = -0.0 mm
y [m] minElkérés = -9.0 mm

Ok



I Gomb illesztése m pontra

* Mindegyik pontra illeszkedik az r sugaru gomb:

\/(Xi—XO)2+(yi—y0)2+(Zi—Z0)2—I‘:O, =1,...,m

ezért mindegyik pontra

J=x0)2 + (7= vy)> + (2, —20)* +7 =2r =c=all.
* A két egyenletet 0sszeszorozva

(x; —x0)2 +(y; _J’o)z +(z _20)2 —r*=0

» Uj o ismeretlent bevezetve r helyett tulhatdrozott linedris
egyenletrendszert kell megoldani:

2,22 —0 i
X;+y:+2:—2x,X,—2Yy,y;—22yz.+a=0, 1=1,..., m

_ 2 2,2 2 28 /42
X=Xy +)Yyt+zy—r



I Budafoki viztorony

VLW 4

* Robot meroallomassal szkennelt pontfelho

W

29/42



Budafoki viztorony

* gomb illesztése a tartalyra

Gomb illesztes

90 |
80 |
70

60 |

E
=

5[]-«,
40

30

60

40

20
x [m] 20

= Mért pontok
A Kivdgd pontok
P datal

Mérési fajl név
BUDAFOK _viztorony. xlsx
Fliggvény
(xi-xc)™2 + (yi-yc)™2 (zi-zc)™2 =R"2
lllesztés tipusa
MonLinearLeastSquares

Mért pontok szama

Pi= 6283 [db]

P jo = 4507 [db]

P kivagé = 1 [db]

lllesztett gomb
Kozéppont ¥ = 39.018 [m]
Kozéppont X = 35.352 [m]
Kdzéppont 2 = 49.502 [m]
Sugar = 21.042 [m]
Maradeék illesztési hibak
Reziudal max= 20.8 [cm]
Reziudal_mean = 0.0554 [cm]
Reziudal min = -84.3 [cm]

Ok




Henger tengelyének
meghatarozasa

» Obudai gyarkémény palastjanak
szkennelése

PR e T T TR UL
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", 31742



Henger tengelyének
meghatarozasa

* korok illesztése a tengely
meghatarozasahoz

515 A regresszios korok kozéppontjanak elmozdulasa

Start
22 F / -
-2.25 I --/

23

¥ [m]

-2.35

2.4 ' | '
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

y [m]

z [m]

Mért pontok




I Henger palast meghatarozasa

* Csepeliviztarozé szkennelese , 2




I Szimbolikus regresszio

* A szimbolikus regresszié olyan eljaras, amelynek soran az
adatokhoz legjobban illeszkedd modellt keresunk,
amelynek a matematikai alakja nem ismert

matematikai kifejezéseket épitunk fel

véletlenszerGen (genetikus algoritmus)
determinisztikusan (PGE)

meghatarozzuk a kifejezés paramétereit, hogy a
legjobban illeszkedjen az adatokra

megtartjuk a legjobb modellt és parameétereit

34/42



I Matematikai kifejezések fai

(a) (b) (c) (d)

X +1

(£
£

(2.2—(%))+ 7*=cos(Y) 35/42



I Genetikus algoritmus

mutacio = =H keresztezés



I Hierarchikus genetikus algoritmus

* mindegyik kifejezés fa egy ,, kromoszéma”
(egyed, amelyik ,mutalédhat” és ,keresztezodhet”
egy masik ,kromoszomaval”)

 kell egy ,ratermettseg” fuggveny. ez megmondja,
hogy egy kifejezés mennyire jOl adja vissza az
adatokat (pl. atlag négyzetes hiba)

egy masodik genetikus algoritmus hatarozza
meg egy kifejezes fa optimalis egyutthatoit

37/42



Hierarchikus GA
(Gulsen and Smith, 1998))

Function and
Upper Variable Selection
Module
p=Gxi +Cos (G + Cxs )
) optimized
L‘““d‘f'“tf coefficients
functions for
functions
Lower Coefficient Estimation
Module 2
y=9234x, —2.123co0s (0.093 + 4.823x; )
SSE = 034627

38/42



I Példa

* Hatarozzuk meg szimbolikus regresszioval azt az
fix, v, z) fUggvényt mely az alabbi értekeket adja:

X y z f(x,y.z)
26 35 1 830
8 24 -11 130
20 1 10 477
33 11 2 1217
37 16 7 1524

* megengedett mUveletek: ADD MUL SUB

39/42



I Atlagos négyzetes hiba

5um{ﬂll
3500 1 g
f(x, v, 2) = (x * (4,454298469272653 + X)) Target is:

z/ fix,y,Z2)=x"2+3x+2y+2+5
FO0) e—

| ]
2500 1 fix, y, ) = (((x * (3,5125714437530116 + x)) + y) - (-11,692166173605955))

| |
el ]

fix, y, ) = ({((x * (3,464357566836493 + x)) + y) - 4,761715096087028) + y)
1800 4
el fix, y, 2) = ((((x * (3,0172293562767245 + x)) + y) -
((y * (-0,9842629202499209)) - 4,912061414835644)) + 2)

00 |

40/42



I Szakirodalom

» Detrekdi (1991) Kiegyenlitd szamitasok, 11. fejezet

* Madsen K, Nielsen H B, Tingleff O (2004): Methods for
Non-linear Least Squares Problems, Infomatics and
Mathematical Modelling, TU Denmark

* Gulsen M, Smith A E, Tate D M (1995): A genetic algorithm
approach to curve fitting, Int. J. Prod. Res. 33(7), 1911-
1923

« Worm T, Chiu K (2013): Prioritized Grammar Enumeration:
Symbolic Regression by Dynamic Programming, Proc.
GECCO '13, 1021-1028, ACM
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I Vizsga

* 60 perc, 5 kérdes, 50 pont, megadott
téemakorokbol

* minimum: 25 pont, a targy sikeres teljesitésehez
legalabb 50 pont kell (HF + ZH + vizsga)

* témakorok, kérdesek: oktatas.epito.bme.hu

* |dopontok: 2019.01.02., 09., 16. 10%

42 /42
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