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I Attekintes
* RANSAC parameéter becslési eljaras

Bevezetés
Az eljaras alapotlete
Parameéterek és algoritmus
RANSAC valtozatok
Példak
egyenes illesztése
ellipszis illesztése
gomb illesztése

egyenes korhenger illesztése

tobb modell illesztése 5777



I Regresszids egyenes

Adatok

® konform adatok
A durva hibds adat

|||||

Fishler és Bolles
(1981) példaja:

5 pont mar egy
egyenesen van

a konform
adatok
hibahatara: 0.8
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Rezisztens” M-becslések

Regresszids egyenesek
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I A probléma oka

* a kezdeti modell paramétereit az 6sszes adat
alapjan LKN becsléssel hataroztuk meg

* ez a kezdeti becslés annyira rossz, hogy sohasem
talaljuk meg a j6 modellt, hiaba sulyozzuk ujra
robusztus modon a méreseket

 egyetlen ,kellden” kivagd adat (14%) jelenléte
ennek az oka
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I A probléma megoldasa

* Forditott megkozelitésre van szukseg:

a kezdeti modell paramétereit csak a
minimalisan sziikséges adatmennyiséeg alapjan
hatarozzuk meg

ezt a kezdeti becslést probaljuk béviteni a
modellre illeszked®, konform adatokkal

azt a modellt tartjuk meg, amelyre a legtobb
konform adat illeszkedik

Ez a RANSAC (iterativ robusztus becslés)

6/77



Az iterativ robusztus becslési
eljaras (RANSAC)

* Fischler és Bolles 1981-ben alkottak meg a
modszert

* RANSAC = RANdom SAmple Consensus

» Rendkivul népszerd, altalanosan alkalmazhato
robusztus becsleési eljaras

* nem determinisztikus algoritmus: csak egy adott

valdszinlséggel ad helyes eredményt - ez a
valdszinlség az iteraciok szamanak novelésevel

novelhetd
7177



I Fischler és Bolles cikke (1981)

Martin A. Fischler , Robert C. Bolles, Random sample conSensus Fig. 2. Geometry of the Location Determination Problem.
https:ffdl.acm.or;_;fcitation.cfm?id:358692 - Oldal leforditasa
rta: MA Fischler - 1981 - Idézetek szama: 20137 {Kapcsolédé cikkek \
andom sample consensus: a paradigm for model fitting with applications to ... Bolles, R.

L.H., Fischler, M.A., and Wolf, H.C. The SRl road expert: ...

Abstract - Authors - References - Cited By
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Random Sample
Consensus: A
Paradigm for Model
Fitting with
Applications to Image
Analysis and
Automated
Cartﬂgraphy The LDP is formally defined as follows:

Given a set of m control points, whose 3-dimensional coordinates are

known ia some coordinate frame, and given an image in which some

. . subset of the m control points is visible, determine the location (relative

Martin A. Fischler and Robert C. Bolles to the coordinate system of the control points) from which the image
SRI International was obtained.
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I RANSAC - miért nepszeru?

kbnnyen értheto és hatekony (tobb mint 50% durva hibat is
képes sikeresen kezelni - magas 6sszeomlasi pont)

gyakran ismetlodo problemat old meg (automata
mérorendszerek durva hibas méréseinek kiszurése)

 adurva hibak nagy valdszinlUseggel (99,99%) torteno
kiszUreséhez meglepdOen kevés iteracio kell

* a szamitasi kapacitdas novekedeése lehetove tette nagy szamu
iteracio (tobb szaz, ezer) elvéegzését

 az eljaras azonnal megallhat, mihelyt egy jO egyezést
talalunk (ellentétben mas eljarasokkal, melyek el6sz6r nagy
szamu mintat allitanak el6 és csak utana keresik az
egyezéseket) 277



I A RANSAC eljaras lépései

» Allitsunk el6 egy el6re meghatarozott M szamu modellt

(hipotézist), mindegyiket a modell egyértelm( megalkotasahoz
szukseges minimalis n darab adat alapjan

(ez a modell paraméterek meghatarozasat jelenti)
« Ertékeljuk ki mindegyik modellt (hipotézist):

szamitsuk ki az osszes adat illeszkedesi eltéréseit a modellhez
képest

egy adott hibaklusz6bon bellli adatok alkotjak a konform
adathalmazt (Un. , konszenzus" halmazt)

* Azt a modellt (hipoteézist) valasztjuk, amelynek konform
(konszenzus) halmaza a legtébb elembdl all

erre a modellre Ujra meghatarozzuk a modell parametereit
. 7 , , , 10777
a konform adatok alapjan (altalaban LKN becsléssel)



I A RANSAC eljaras parameterei

* A modellek megalkotasahoz szukséges
parameéterek minimalis 7 szama

* A maximalisan megengedhet§ iteraciok k szama

* t kUszobértek annak eldontéséhez, hogy egy
adat illeszkedik-e a modellhez

* az a d adatszam, amely alapjan eldontjuk, hogy
egy modell |0l illeszkedik-e az adatokhoz

11777



A RANSAC eljaras parameterei

1= p=(1-w"
_In(1—p)
k_ln(l—w")
U(k):\/lv;wn

k : iteraciok szama
n . egy iteracioban kivalasztott adatok
szama

p . annak a valoszinlsege, hogy a
RANSAC egy iteracioban csakis konform
adatokat valaszt ki (egy iteracidban n
darabot)

w : A konform (nem durva hibas) adat
el6fordulasi valoszinUsége
o(k) : k sz6rasa (kozel egyezik k-val)
(k értékének helyes megvalasztasahoz
kell)

127177



A RANSAC eljaras parameterei

Levezetés |épésenkent:

w'" annak valészinUseége, hogy egy durva
hibas adat sem kerul be a modellbe

1— " annak valoszinlseéege, hogy legalabb egy
durva hibas adat bekerul a modellbe

n\k annak valoszinlseége, hogy a £k modell
(1=w")
mindegyikébe bekerul durva hibas adat

annak valoszinlseége, hogy a £k modell
nem mindegyikebe kerul durva hibas
adat, vagyis a k modellbdl lesz legalabb

egy durva hiba mentes modell
13777



I Hany k iteracio lehet sziikséges?

e In(1—p) p =0.99 (szokasos érték)
In(1—w")

14777



I A RANSAC eljaras eredményei

* Alegjobb modell. azok a parameterek, amelyek a
legjobban illeszkedd modellhez tartoznak
(vagy semmi, ha nincs jol illeszkedd modell)

* Alegjobb konszenzus halmaz: azok az adatok,
amelyekbdl a legjobb modellt becsultuk

* Alegkedvezobb hiba: a legjobb modell hibai a
legjobb konszenzus halmaz adataihoz képest

15777



I A RANSAC folyamatabraja

1. véletlen n adat %

Kivalasztasa
Y ]
@ o)
2. modell becslése
az adatok alapjan
" / nem
\ )
4 s . Van mar elég Igén 8. eredmény: a
3. az adatok hibainak - iterdci6? legjobb modell
szamitasa a modelltol 4

e —

T T ) N
4. a konform adatok P//S’.Tdéig ez a Iegtﬁbb\klgﬂ(ﬁ. ez lesz a legjobb

szama - _konform adat? modell

—
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RANSAC algoritmus pszeudokodja

Adott:
adat - a mért adatpontok
model - az adatokra illesztendd modell
n - a modellek megalkotasdhoz szilkkséges paraméterek minimdlis szama
k - A maximdlisan megengedhetdé iteracidk szama
t - kiiszobérték annak eldontéséhez, hogy egy adat illeszkedik-e a modellhez
d - adatszam, amely alapjan eldontjiik, hogy egy modell jél illeszkedik-e az adatokhoz

Eredmény:
legjobb - legjobban illeszkeddé modellhez tartozé paraméterek (semmi, ha nincs jé modell)

iteracidék = 0
legjobb = semmi
legjobb_hiba = valami nagyon nagy érték
amig iteracidk < k {
lehet konform = n véletlenszeriien valasztott adat
lehet modell = a lehet konform-hoz illesztett modell paraméterek
= dres halmaz
tedd minden adatpontra amely nincs a lehet konform-ban {
ha a pont illeszkedik a lehet modell-re t-nél kisebb hibaval
add a pontot a -hoz }
ha az elemek szama a -ban > d {
% ez jelzi, hogy egy joé modellt talaltunk
% most ellendrizziik, hogy mennyire jo
jobb _modell = az Osszes pontra (a lehet konform és pontokra)
végzett illesztés paraméterei
ez_a hiba = annak mértéke, mennyire illeszkedik a modell a pontokra
ha ez_a hiba < legjobb hiba ({
legjobb = jobb modell
legjobb _hiba = ez_a hiba }
}

kovetkezd iteracid

}
eredmény: legjobb

17177



I Egyenes illesztés

R. Raguram 18777



I Egyenes illesztés

, . . . n = 2 pontot véletlenszeriien
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I Egyenes illesztés

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszkedd
modell paramétereit
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I Egyenes illesztés

a > . n = 2 pontot véletlenszerien
o ®s kivalasztok
4 Z , 7
\\ an kiszamitom az illeszkedd
“ \\ 2 modell paramétereit
2 @
\‘ s ’ - ] y 4 ]
¢ LY Z ° minden adatpont illeszkedési
& A T . eltérését kiszamitom
L o '\.‘
& . 2 »
7] % \\
@ » L ]
’ 2 \
% N @ 2
-] ] \
L .
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I Egyenes illesztés

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszked6
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltérését kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

22177



I Egyenes illesztés

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszked6
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltérését kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

megismétlem az iteraciot
ujabb 2 pont kivalasztasaval

23777



I Egyenes illesztés

A n = 2 pontot véletlenszerien
. Ce kivalasztok

o kiszamitom az illeszked6
o e modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltérését kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

megismétlem az iteraciot
" . ujabb 2 pont kivalasztasaval

24177



I Egyenes illesztés

n = 2 pontot véletlenszerien
kivalasztok

kiszamitom az illeszked6
modell paramétereit

minden adatpont illeszkedési
eltérését kiszamitom

megkeresem a konszenzus
halmaz pontjait

megismétlem az iteraciot ujabb
2 pont kivalasztasaval

maximalis konszenzus
halmaz

25777



I A RANSAC valtozatai

MSAC

- M-becsld RANSAC

MLESAC - Maximum Likelihood RANSAC
PROSAC - progressziv RANSAC (a lehetséges

mode

R-RAN

| kivalasztasat elGzetes informacio segiti)

SAC - nem a teljes adathalmazra értékeljuk

Ki @ modellt (gyorsabb)
KALMANSAC - Kalman-szird es RANSAC

26/77
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I Ellipszis illesztése

* Hany pont szukséges a feladat megoldasahoz?

* Hogyan lehet meghatarozni az ellipszis helyzetét,
iranyat?

28177



I Az ellipszis killonbh06z6 egyenletel

* paraméteres: h, k,a, b, T

X il [cost —sinzllacost
+ , 0<¢t<2~x

y] |k _sinr cost || sint_

* kupszeletes: B, C, D, E, F
x>+ Bxy+Cy°+Dx+Ey+F =0

- fokusz-har:a, 5, 0, 5., 8

\/(x _0‘1>2+(y —,81)2+\/(x—a2)2+(y— 182)225

29777



I Parameéterek meghatarozasa

* kupszeletes egyenlet linearis a B, C, D, E, F paraméterekre

5 pontra 5 egyenlet felirhato és az 5 ismeretlen

kiszamithato

» Transzformacio paraméteres alakba

My=|D/2 A BJ2

— )/(det (M)A

= (BE — 20D)/(4AC — B?)

T = arccot((A — C)/B)/2

A, A, az M matrix rendezett sajatértékei: |\ —A| <[\

 F D/2 E/2]

E/2 B/2 C |

M =

A B/2
B/2 C

J—d )/ (det(M)Ay)
(BD — QAE) /(4AC — B?)

__(j‘

30/77



I Ellipszistol mért tavolsagok

* algebrai tavolsag
ta(‘xi’ yi):x?+Bxiyi+Cy?+Dxi+Eyi+F
 gradienssel sulyozott algebrai tavolsag

ta(xi’yi) x;+Bx;y,+Cy;+Dx +Ey+F

[ \X,, ). )= =
g( ) Ve, (x, v \/(2xl.+Byl.+D)2+(Bxl.+2Cyl.+E)2

* geometriai tavolsag
Lg (xi’ yi):\/(x_xi)z"'(y_ yi)z

* ahol az x, y az ellipszisen legkozelebb levo pont
koordinatai 31/77




I Ellipszisen legkozelebb levo pont

 az alabbi ket ismeretlenes nemlinearis
egyenletrendszer megoldasa adja a legkozelebbi

pont X, y helyzetet

x>+ Bxy+Cy°+Dx+Ey+F =0

Bx*+2(C —1)xy—By*+(2 yl.+E)x+
+(By,— D—2Cx;) y+(Dy,— Ex;) =0

* vagy egy negyedfoku algebrai egyenlet gyokei

327177



I Teljes LKN illesztés >5 pontra

* merdleges tavolsagok négyzetosszege minimalis

33/77




Példa ellipszis illesztésre

* A felvett ellipszis paraméterei:

k6zéppont: (3, 2), fel tengelyhosszak: (2.5, 1.5)

elfordulas szoge: 30°

5
1

50% a kivago
adatok aranya

34/77



lllesztés eredmeényei

* A meghatarozott ellipszis parameéterei (gradiens sulyozas):

kbzéppont: (2.95, 1.97), fél tengelyhosszak: (2.56, 1.50)

elfordulas szbge: 29.7°

konszenzus halmaz elemszama: 62

E_

O adatok
O konfarm

— ellipszis
5 o LEM illesztes

hiba kuszob: 0.25

35777




kbzéppont: (2.54, 2.37), fél tengelyhosszak: (2.29, 2.01)

elfordulas szbge: -10.4°

LKN illesztés az osszes adatra

[

Illesztés RANSAC nelkul

* A meghatarozott ellipszis parameéterei (gradiens sulyozas):

O adatok
—— LEM illesztas
- o
e
0
o o
ﬂ o o
o )
o o o ~ o
Q@ @ ~ o
.-';. o '."_"-"1:I 'Dq:
;oo
f © “ o ‘:"
o
D o2 o o o
GG o o o |
@ o 's) o [ ©
o o P
o S0
c?\\ © j
Q H"'-\._ GB G
LT ﬂ/{o}/
— o
cr o ﬂg '——;“_—_ﬂ. (]
o o7 o
oo '3' . .
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I Gomb illesztése

* Hany pont szukséges a feladat megoldasahoz?

* Hogyan lehet meghatarozni a gomb helyzetét,
sugarat?

* Proba szamitasok

37177



I A probléma szakirodalma

Kasa (

Pratt (-

976) -
987) -

KOrillesztés, gombre is jO

Pratt modszere

Taubin (1991) - Taubin modszere

Lukacs et al. (1997, 1998)

Palancz, Molnar (2012) - algebrai, geometriai,

RANSAC megoldasok

38777



Pratt (1987)

* algebrai feluletek (kor, kupszelet, sik, gomb)
illesztese

* nem igényel iteraciot

Direct Least-Squares Fitting of Algebraic Surfaces
Vaughan Pratt
Sun Microsystems Inc.
and
Stanford University

April 30, 1987

Abstract In the course of developing a system for fitting smooth curves to camera input we
have developed several direct (i.e. noniterative) methods for fitting a shape (line, circle,
conic, cubic, plane, sphere, quadric, etc.) to a set of points, namely exact fit, simple fit,
spherical fit, and blend fit. These methods are all dimension-independent, being just as
suitable for 3D surfaces as for the 2D curves they were originally developed for.

39/77



* Palancz B, Molnar B (2012): Fitting sphere to
guantized depth information, Wolfram Library,
2012-09-20

algebrai, geometriai, iranymenti illesztés

neuralis haldzat, Grobner bazis, RANSAC

Fitting sphere to quantized depth infor-
mation

8. Palancz and B, Malnar

Department of Photogrammetry and Geoinformties,
Budapest University of Technology and Economy

Abstract

This notebook presents different techniques to estimate radius and position of a sphere in case of quantized depth informa-

tion obtamed from low resolution sensors ke Microsoll Kinect XBOX, First algebrane, geometnic and directional least

squares estimations were applied to the quantized data directly. Then two techniques Self-Organizing Map (SOM) and

BANdom SAmple Consensus {(RANSAC) were employed as preprocessing methods to smooth and reduce quantized data.

To solve the resulted nonlinear algebraic systems Gribner basis with Gauss-Jacobi method as global method as well as

MNewton method with pseudoinverse and direct minimization as local methods applying the result of the algebraic method as

inihial guess have been wsed, In order o decrease the computation time parallel computation on multi-core machine could be

utilized . According to this case study all of these methods can be accepted from engineering point of view, although the 40/ 77
geometrical approach with initial condition based on the solution of the algebraic method was proved to be the most effective.



Geometriai és iranymenti

illesztés
geometriai g _ _
lesztés i iranymenti
illesztés
(xil yi’ Zi}
(xi: yi’ Zi)
r
J q

a1/77



I Geometrial illesztés n pontra

hiba i-edik pontban

v, = \/(xl- —xo)2 +(y; —yo)2 +(z; —20)2 —r, i=1,..,n

ezért a minimalizacios feladat nemlinearis LKN
feladatra vezet:

L 2
Z"iz :(\/(xi_xo)z+(yi_y0)2+(zi_zo)2 —r| = min
i=1

A meghatarozando parameterek:

2
Xos Voo 205 F

Linearizalas és iteracid szikséges! )77



Geometriai illesztés Grobner-bazissal

.egyszerld” megoldas az a parameterre (x,)

{2, ¥y &, 2 X1}

Coefficient[grba[[1]], a, 0]

aG = / / Simplify

Coefficient[grba[[1]], a, 1]

(—WEEsxl—é"§£.1x;+£'z£§:{1+ﬂ§£qx1+=ﬂ§a;{;—£§£r,:{1—£:£§x1+£3£'§;{;+
Nt Eaxa+&5 Eaxz-E1E5x2 -ni Eaxo-E3 Eaxa+E5 &+ E1E5x2-E3 85 x2+ & xi Xz -
54X$X:—53X1X%+§4X1X§ i’?%fll3—Tﬁfz,lfa—f%g:}f]+§1§§X3+W?54X3—7?§‘54X3+
E1€ax3-C58ax3-E183 X3+ 828 X3 -CaXTXa+EaXiX3+E1X5X3—Eax3Xs+E2 X1 X5 -
Eax1 X5 -E1xexi+Eaxaxi+mg (&3 (xa-x2) + & (xa-x3) +&2 (=x1+X3)) - N5 &1 xa+
Nt €aXa+E1 EaXa-E1E3Xa-NT EaXa+ M3 Eaxa-E1 ExXa+E3E3Xa+E1E3Xa -2 €5 Xa +
Eo s Xa-E3 xS xa-E1 X xa+E3 x5 xa+E1 x5 xa—Eo x5 xa-Eaxu x5+ E3x1 X5+ &L Xz xS -
E3 X2 X5 - €1 X3 X5+ E2Xaxi+n5 (Ea (-Xx1+X2) + &2 '[}C'_—,I'-iqjl*'él{-}:z’rlq}}_];

(2 {-Mz€axi+MzEax1+MmEzXxa-TMEaxz+N2E1 Xa-NM1EaXa+M1 &g X3-Nz2€a Xz
Ma (€3 (x1-Xz) +€1 (X2—-X3) +S2 (-X1+X3)) -N2S1 Xa+11 &2 Xa -

M EsXa+MNz2€aXa+Ts (S (X1 +X2) +&2 (X1 -Xa) +E81 (=Xz2+Xa))))

-

+

Therefore the solution for parameter a is simple
43 /77



Iranymenti illesztes n pontra

- i-edik pont tavolsaga a kameratol (x, y, z)

r= G X)) (2= 2) s i=len

P; = XoU; + YoV; + ZoW;

2 2 2 :
4 = \/(ViZO —W; Vo)™ + WXy —u;20)" +(U; ¥ — Vi Xp) i\ \Pi

X y; Z.
_ i _ i _“
U, =—, Vv, =—, W, = — (x, y., z)

ahol:

* A nemlinearis egyenletrendszer:

(pi_\/”z_qz'z — 2

=0, hag;,<r
(pi_ri)z_'_(qi_r)z:oa ha q; 2r 44 /77

-
-
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I Algebrai illesztés 4 pontra

* Mindegyik pontra illeszkedik az r sugaru gomb:

G =x0) 2 + (1 = 90) +(z,—2)> =1 =0, i=1,..,4

ezért mindegyik pontra

\/(xl. — X))+ (¥, — o) +(2,—zy)" +r=2r=c=A4ll.
* A két egyenletet 0sszeszorozva

(x; —x0)2 +(y; _J’o)2 +(z _Zo)2 —r*=0

- Uj aismeretlent bevezetve r helyett linedris
egyenletrendszert kell megoldani:

X7+ yr 4zl = 2x,%, =2y, y; =220z, + =0, i=1,..,4

_ 2 2,2 2 45 /77
X=Xy +)Yyt+zy—r



I 4 pont alapjan szingularis eset

* Ha a 4 pont egy sikba esik, nincs megoldas
(r gombsugar végtelen nagy)

* A gyakorlatban a linearis egyenletrendszer
kondicioszamat korlatozzuk, pl. 1000-re

46 /77



I Adatok

ritkabb

66.73

66.53

a ,nyél” miatt eleve ki kell szdrni sok pontot: RANSAC

77 77

sUrdbb

65.95
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I RANSAC becslés

062

064

-}- 66.75

T 65.TO

T 65.65

T 0660

T- 66.55

48 /177



I Egyenes korhenger illesztése

* Hany pont szukséges a feladat megoldasahoz?

* Hogyan lehet meghatarozni a henger
parametereit?

* Proba szamitasok
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I A probléma szakirodalma

* Chaperon (2002)

* Devillers et al. (2003)

e Lichtblau (2006)

 Beder, Forstner (2006)

* Zsombor-Murray, El Fashny (2006)
* Normalvektorokkal egyutt:

Rabbani, Heuvel (2005)
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I Chaperon (2002)

» francia nyelven irt PhD értekezeés

* algebrai megoldast ad: 1 harmadfoku, 2 masodfoku
nemlinearis egyenlet a henger (x,y,z) normalvektorara

* paros szamu, max. 6 megoldas 5 pontbadl

) 2 (M,(0,0))
**(M2345(0,0)) a2y (M, (0, 1) + MEL (1,0) + ME,(0,0))
+xy(M345(0,1) + M345(1,0))  1o2z(ag2 0,2) + M5, (2,0) + 13,(0.0)
+x2(M2345(0,2) + M2345(2,0)) -+ (My3,(1,1) + M334(0,1) + M3 (1,0)) r
+}?2(M3345(], 1)) "‘xJz"zz(iﬁgct(l 2)"'1"’%54(2 1) "‘ﬁ%it( 12) + M34(2,0) + My3(0, 1) + M;34(1,0))
Hyz(Masas(1,2) + Myzas(2, 1)) iz}(gﬁ%j?flzn}-i-ﬂﬁ}l(ﬂ 2) +M;3,(2,0))
+2*(Ma3as(2,2)) HE(M(1,2) + M2 1)+ M3(1, 1)
+1 (—{?1345) "’}’ZE%%E,(Z:Z?}} My34(1,2) + M33,(2,1))
s +23
= +x(~V30.X)
2, 2 _ +y(—V234.Y)
X2+J +z—1= +z(—V;_34.Z)

=0



I Chaperon (2002)

* mukodik, de algebrai rendszer (pl. Maxima)
szUukséges a nemlinearis egyenletrendszer
megoldasahoz

Chaperon médszere >:: solve([eql,eq2,eq3], [X,v,2])
koordinatak sorvektorokban
>function k(x,y) :=(x+y) . (x-y)' [[x = 1.104464235556473 - 0.04748474368122¢ I,

0.39956281153479 I + 0.053889193637358,
= - 0.27164404158493 I - 0.113799596869441],
x = 0.047484743681226 I + 1.104464235956473,
0.053889193637358 - 0.39956281153479% I,
= 0.271644041584%3 I - 0.11379996865441],
x = - 0.047484743681234 T - 1.104464235556473,
= 0.395%56281153478 I - 0.053889153637363,
= 0.11379996869443 - 0.271644041584%4 1],
x = 0.047484743681234 T - 1.104464235956473,
I
+

>function K(x,y) :=(x+y)'. (X-¥y)

>function d(¥Xi,®j,%1) =det ((Xi-X1)'"| (XJ-X1)")

>function D(Xi,¥%]j,Xk,¥X1) :=det ((Xi-X1)'|(Xj-X1)"| (Xk-X1)")

>function M(X1,X2,X3,%4,X5) :=-D(X3,%4,%5,X1) *K(X2,X1) +D (X2, X4,¥5,X1) *K (X3, X1)
>function c(X1,%2,X3,%4,%5) :=-D(X3,%4,%5,%X1) *k (X2,X1) +D (X2, %4,¥5,%1) *k (X3, X1)
>function mx (X1,X2,X3,X4):=d(X3[2:3]1,X4[2:3],X1[2:3])*K(X2,X1)-d(X2[2:3],X4[:
>function my(X1,%2,¥3,%4) :=—d (X3[[1,3]11,%4[[1,311,X1[[1,3]1])*K(X2,¥1)+d(X2[[]
>function mz (X1,X2,X3,X4) :=d(X3[1:2],%X4[1:2],X1[1:2])*K(X2,X1)-d(X2[1:2],X4[]
>function V(X1,%2,¥3,%4)

5 r1=[d(X3[2:3]1,%X4[2:3],%X1[2:3]),-d(X2[2:3],X4[2:3],¥X1[2:3]),d(X2[2:3]1,X3[zZ
$ r2=[-d(xX3[[1,311,%X4[[1,311,%¥10[[1,311),d(X2([[1,3]],%X4[[1,311,X1[I[1,311),-c¢
5 r3=[d(X3[1:2]1,%4[1:2],%X1[1:2]),-d(X2[1:2],%X4[1:2],¥1[1:2]),d(X2[1:2]1,%3[1
$ return (rl r2 r3).[k(X2,X1);k(X3,X1);k(X4,X1)];

Sendfunction

>X1=pts[l];X2=pts[2];X3=pts[3];X4=pts[4];X5=pts[5];
>M2345=M(¥1,%2,%3,¥4,%5)

= - 0.39956281153478 - 0.053889193637363,
= 0.271644041584%4 I 0.1137959€865443],

= 0.3216473791695, v = 0.015438368408223, z = - 0.94673366834171],
= 0.16785038083414 - 0.288%550161605991 I,

= 0.023158%96452574 T - 0.95252867360514,

= - 0.21066862458019 I - 0.3398087477115],
x = 0.28955016160991 I + 0.16785038083414,

= - 0.0231589645%2574 I - 0.95252867360514,
= 0.2106686249801% I - 0.33980874771149],

®x = - 0.28955016160991 I - 0.16€785038083414,
= 0.023158964592574 I + 0.99252867360514,

= 0.33%8087477115 - 0.21066862458019 1],

x = 0.28955016160891 I - 0.16785038083414,

= 0.99252867360514 - 0.02315896452574 I,

= 0.2106€86245801% I + 0.3398087477115],

WM
[l

x = - 0.3216473791695, y = - 0.015438368408223,
= 0.94€73366834171], [x = - 0.0113837e8705%944,
= - 0.36145526589078, z = - 0.9323184152¢045],

T I N N QR i g Sy - gy o

% = 0.0113837687059%944, y = 0.3614592658%9078, z = 0.93231841526045]]



* Deuvillers et al. (2003)
e Lichtblau (2006)

szamitogepes algebrai megoldast adnak (Mathematica)

Solving simultaneously for all roots of the cylinder parameter equations

An obvious drawback to the methods seen thus far 1s the need for good mitial guesses. We may take advantage of
the fact that the equations are all polynomial and instead use a global solver suitable for such systems. We demon—
strate below the utility of this approach. In order to have simpler equations for visual purposes will work with a new
example comprised of integer coordinates in the range (—10,10). To further simplify matters we will solve for the
square of the radius (this will avoid solutions with negative values for r as well as cut in half the number of complex
valued solutions). An example problem with pseudorandom coordinates in the indicated range gave rise to the
polynomials shown below. The points we chose to lie on the cylinder(s) are:

(7,9,8),(8,-4,-10),(-4,1,4),i-9,-9,-10),(-7,-10,-10) (5)
The five corresponding polynomials we set to zero are as below.

(145-126a+ 1132 - 18b+ 1dab+b* - 112c - 14dac+ l6abe+ 130c¢° - 18bc” +
b’ - 16d-16a°d + ldcd+18acd-2abed + d* +a® d” - rsqr — a® rsqr — & rsqr,
116+ 64a+164a° +8b+16ab+b®+ 160c-80ac-20abec+80c + Bbct + b ¢ 4
20d+20a°d+16cd-8acd-2abed+d* + a® d* - rsqr — & rsgr - ¢ rsqr,
17+8a+32a°-2b-Bab+b*+32c-8ac+Babc+17¢* -2bc® +b* ¢F -
8d-8a'd-8Bcd+2acd-2abed+d? +a® d* - rsqr - a® rsqr - ¢® rsqr,
181 - 162a+18la’ + 18b - 18ab+b® - 180c - 180ac-20abe+ 162¢° + 18bc” +
b e® +20d + 208 d - 18cd - 18acd-2abed +d* +a® d® - rsqgr - a® rsqr — ¢ sqr,
200 - 140a+ 149a° + 20b - 14ab+ b® ~ 140c - 200ac - 20abe+ 149¢” + 20bc” +
b c? +20d + 20a°d - 14cd-20acd - 2abed +d* + a® d? - rsgr - a® rsqr - ¢ rsqr)
We mention that this system is not substantially simpler to solve numerically than the preceding one; its main virtue
for our purposes is that it is more concise to print. In contrast to local methods, which, as we saw, may fail to get a
particular solution, it turms out to be computationally straightforward to obtain all solutions to this system. We do
this in Mathematica with the NSolwve function. It uses a hybrid symbolic—numeric technique to efficiently find all
roots. Details of this technology are discussed in [10] [11] [27]. The basic idea is to compute a numeric Gribner
hasis and then do an eigendecomposition of a certain matrix formed therefrom. Our solution set is as below.

(&)

{a -+ -1.03253 + 0.760393 £, b - 6.11349 - 3374194, ¢ - -0.322931 - 1.377684,
d - -0.295427 + 68709 £, rsqr — 344,25 + 23.8554 4}, [a = =1.03253 - 0.760393 i,
b= 6.11349 + 3.374194, ¢ - -0.322931 + 1.37768 4, d - —0.295427 - 6.8709 4, rsqr — 344.25 - 23.8554 r'},
§n - 0,151635, b — —1,25748, ¢ - 1.58897, d - -6.45046, rsqr - 83,0554},
ﬂa - 309362, b+ 983.172, ¢ -+ 37.1186, d —+ 92.7034, rsqr — 198.258],
ﬂa - 0,613253 - 0.3593354, b — —4.49777 - 3.771324, ¢ - 0.102934 + 0,159852 4,
d — -1.56979 + 2.23275 i, rsqr — 57.5606 + 13.75341:. {a - 0.613253 + 0.359335 4, 53 / 77
b= —4.49777 + 3.77132 4, ¢ = 0.102934 — 0,159852 i, d — - 1.56979 - 2,23275 i, rsqr — 57.5606 - 13.75345]



I Beder, Forstner (2006)

* 8,7,6,5 pontos megoldas

* az 5 pontos megoldas ket hatodfoku polinom
k0z0s gyokeinek meghatarozasat kivanja

Direct Solutions for Computing Cylinders from
Minimal Sets of 3D Points

Christian Beder and Woltgang Forstner

Institute for Photogrammetry
Bonn University, Germany

{ beder,wf } @ipb.uni-bonn.de
54777



I Beder, Forstner (2006)

* (a,b)-re ket hatodfoku egyenlet (forgatasi

kvaternio)
| X{%(a,b) + Y{%(a,b) —2X{(a,b) —2Y{(a,b) 1) £ K
X"EEH b) + Y5°(a,b) —2X5(a,b) —2Y3(a,b) 1] | .
[aﬁb]l—I—Yf{a._b} —2X4(a,b) —2Y{(a,b) 1 ;’ — H(a,b) ;’ —0
X2(a,b) + Y%(a,b) —2X!(a,b) —2Y/(a,b) 1] |°
X"E(n, b) + Y{2(a,b) —2Xi(a,b) —2Y{(a,b) 1| L- <
(9)

Each of the five 4 x 4-submatrices of H(a,b) must therefore be singular, i.e.
have a zero determinant. The numerators of this five determinants are bivariate
polynomials of 6-th degree in the two variables a and b, hence are expressible as

pi(a,b) = [1aa®a®a* a® a®] G [1HBR2 B3 B BF0S) =0, 1=1,..5 (10)

Their common roots need to be calculated in order to obtain the cylinder axis
direction.
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I Beder, Forstner (2006)

« gyokmeghatarozas Bernstein-polinomokkal)

The efficiency of the root-finder: The performance of the five-point-method
mainly depends on the efficiency for finding the common roots of the five poly-
nomial equations yielding the axis direction of the cylinder. In figure 1, left, the
logarithm of the sum of the five squared polynomials is shown for a typical point
configuration. The standard Gauss-Newton-Method for finding the four roots
would search this cost function.

1
ns
; B
[
0y
.
E 7 |
e Bual
ne
an

W a8 0F &4 07 i1 0: 0B 0§

Fig. 1. Left: Logarithm of the sum of the five squared polynomials for a typical point
configuration. The minima of this function would be searched with the standard Gauss-
Newton-Method. Right: The bisections required with the Bernstein-Method for track- 56/77
ing down the roots of the same five polynomials as depicted in the figure left.



I Zsombor-Murray, El Fashny (2006)

* ez a megoldas a legmegfelelobb szamunkra

* adott koordinata-rendszerbe transzformalja az 5
pontot

* alapegyenletbdl kiindulva levezet vegul egy
hatodfoku polinomot a henger iranyvektoranak egyik
komponensére

* a masik komponens linearis egyenletbdl
kiszamithato

MECH 576
Geometry in Mechanics
November 18, 2009

A Cylinder of Revolution on Five Points 57177



I Alapegyenlet (xxa)’-2a%x-f)=0

Cylinder

lx>al/ lal

#,,r"; 58 /77



- tovabbi egyenletek: a-f=0, a’°=1

* 5 pont koordinatai:

0 ™ 1 S 51
o=10, Pp=|0 |, d=| @], =17 |.B=1]:8
0 0 0 T3 S3

* ismeretlenek:

(1 fl
a = ) f: fg
| a3 IE: i

* egyenletrendszer:

ay fi +agfo+azfs =0
2.2, 2 2 2 2y ¢ _
piaz + pay — 2p1(ay + a3 + az)fi =0
qéai + Q?ﬂ% + (qras — G'?.Ell)z — 2(*‘51:1a + ﬂg T ﬂ%)(fi’lfl + gaf2) =0
(roas — ?"3(12)2 + (rsa; — ?‘1El:a=)2 + (r1a2 — Tiﬂ'ljg = 2('51? T ﬂ% 22 ﬂ-g}(?"lfl +rofo+13fs) =0

(s2a3 — s3a2)° + (s3a1 — s1a3)” + (s1a2 — s2a1)” — 2(ai + a3 + a3)(s1f1 + s2fo + 53f3) =0



 hatodfoku polinom:

Dya$ + Daa3 + Dzas + Dyas + Dsas + Dgas + Dy = 0

* egyutthatok:

Dy = dydy — d3, Dy =dydy + dids — 2dsds, Dy = dydy + duds + drdg — 2drd; — d3
D4 — [1’-.{][1,5 -+ [llqdﬁ + dldl[] s 2d11d3 5 ngng Dﬁ = dﬂd[i o dddl[] s & dldli 5 2dlld'ﬁ"l — d‘}‘!'
D¢ = dodyg + dydy2 — 2dy1d7, D7 = dydys — d?l

dy = c1by — bgcs, da = cgby — baca, ds = c1by — bgca, dy = c1by — bgcg — bgcs
ds = c5b7 + cgbg — bycy — 52{‘«43 dg = Cabg 4 ﬂﬁbﬁ — byco — bicy — bocy, dr = "3155 — ‘53-‘34 =t bﬁﬂ:i
dz-: — Clbg i baﬂz = bﬁﬂd; d?& = !?153 = bﬁﬂﬁz dm = Cﬁbﬁ T Cﬁbal = ‘53(34 = blﬂz-:

dll = Clb-ai — bﬂﬂ‘-:h dl:z = Cﬁbdl i 5353



* tovabbi egyutthatok:

by = 2qam2(qn — 1), b2 = qara(pr — 2q1), b3 = qara(pr — 2r1)

by = qa[r1(ry — p1) + 12(r2 — @2)] + @ar2(p1 — q1)

bs = r3lq2(gz — 2r2) + q(qn — p1)], b6 = @

by = qirs(q1 — p1), bs = qa[ra(re — q2) + ?‘5]1 by = ga|ri(r1 — p1) + Ti;] +qira(pr — @

c1 = qa[ras3(r2 — q2) + r3s2(qa — s2) + r3s3(rs — s3)

Cy = qar3ss(rs — s3) + qi(r3sy — r2s3) + Pr[ga(rssy — r1s3) + qurass — r352)] + qo(riss — r3s
c3 = @a[p1(s1rs — s3r1) — r3(s] + s3) + s3(r] +13)] + (r2s3 — r3s2) [ (p1 — @1) —

cy = 2qo7353(82 — T2), €5 = 2qor383(s51 —711), €6 = 2qa|r3sa(s1 — q1) +rasa(q — 1)

2
1
2
2

)
]
)
]
]

- linearis egyenlet a -re:

[Cl(bgﬂ.g—l—b] ﬂg—l—bg)—(baﬂg—l—bg}(Cﬁﬂg—l—{ff.)]ﬂrl—[ﬂl(bTﬂg—l—bgﬂg—l—bE.ﬂ-g—l—bq)—(baﬂ-g-i—bg)(Cgﬂ-g—i—{lmrg—FCg)] =)
(12)
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* szampélda:
The five given points
0(0,0,0), P(3,0,0), Q(2,2,0), R(0,2,4), 5(2,0,3)

were coded into Eqs. 11, 10 and 9, in that order, and solved for a; with Eq. 8. The two real roots
were used in Eq. 12 to get the corresponding values of a;. Of course az = 1 in all cases.

a3 (12 a1

1 0.3876994216 0.01221017201
1 2.079377226 + 1.357288502:2

1 —1.32199443 + 0.3554442093:

1 —0.01630698077 —0.3397443430
1 —1.32199443 — 0.3554442093:

1 2.079377226 — 1.357288502¢

* Hibasak a kepletek! A péelda a kozolt kepletekkel
nem jon Ki!

e Hol lehet a hiba?
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* A b és c egyutthatokat numerikusan ellenérizve,
hogy kielégitik-e a pelda pontjaival a (7)
egyenleteket:

(beas + bg)ai + (baa3 + bias + b3)ay + (byas + beas + bsag + by) =

0
cra3 + (cgas + c5)ay + (caa; + caas + c3) = 0

(7)

ez rendben van
* A hiba a d/D egyutthatdkban van
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* a D egyutthatokat algebrailag levezetve kiderult,
hogy a hiba a d, egyutthatoban volt:

ez helyesen c2

where

f-!lj | |’13 — El(jf'ﬁ. tfg i'[;j};- — I!Ilgt“;.g. -I‘Jr_'; 1 E-i'f — j.l[-,-r'-_:, ﬂr.] t.’llr}l F I!,"Hl:':'{j — l.r.l[;{'j,
iy = e5br + cglyg — ey — beey, dg = by + cgbs — baee — byey — boey, dy = 0105 — bgey — by
dg = cybg — bgep — bgey, do = c1bs — bees, dyp = c5by + cghy — bacy — by

I".Ir“ = Fllr}_.i — I?JHE'.':i- F.ii!JE = E";-:llr.il_L = f];i-l"':i f].[,]‘}

* A polinom gyokei most mar kijottek, de az f
vektor meg mindig nem volt jo!
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» Ujabb levezetés, most az (5)-6s egyenletekre

* A hiba a masodik egyenletben volt:

ez helyesen p1
negyzet

a fi +asfa+agfs =0
pla; i a3 —2p1{a) + a3 +a3)fr =0

ga; + giag + (qrag — qar)* — 2(af + a3 + a3) (g1 fi + g2 f2) =0
(raag — r3as)® + (raay — ryag)® + (rag — reay)* — 2(a; + a3 + a2)(rifi + rafs +rafa) =0

2 2 a :
(82015 — S3a2)° + (S300 — spa3)° + (5102 — s00q )" — 2

(af + a3 +a3)(s1fi + safo +53f5) =0 (5)
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Eredeti és konszenzus adatok:
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I Tobb modell RANSAC becslése

* Az adatok nem csak egy modellt tartalmaznak:

tobb egyenes, ellipszis, kor, gomb, henger, stb.
talalhato benne

* Hagyomanyos megkozelites nem mukodik:

LKN becslés
teljes LKN becsles

néegyzetek legkisebb medianja
RANSAC
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I Tobb modell esete

.

o " LKN becslés
' oy ' teljes LKN becslés

RANSAC
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Tobb modell esete

LKMN egyenes egyenlete: vy = 1.438*x +0.520

70777



Tobb modell esete

LKN egyenes egyenlete: y = 8.937*x -2.938
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Tobb modell esete

LKN egyenes egyenlete: vy = -0.327*x +0.326
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Tobb modell esete

LKN egyenes egyenlete: y = -1.311*x -0.488
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Tobb modell esete

LKM egyenes egyenlete: y = 0.331*x -0.321
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Sorozatos RANSAC

Sorozatos RANSAC egyenes illesztés

o oc® a 0
; &

3 ;_Gﬂn o %
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I Tobb modell becslése

* Sorozatos RANSAC (Sequential RANSAC)
* parhuzamos RANSAC (MultiRANSAC, 2005)

* hisztogram elemzés (Residual Histogram
Analysis, RHA, 2006)

adatpontok masfajta leirasa minimalis minta
elemszamu modellekkel (J-linkage, 2008, Merging
J-Linkage, 2010, Kernel Fitting, 2009)

* energia minimalizacio (PEARL, 2010)

76177



I Szakirodalom

* Fischler M.A, Bolles R.C (1981): Random sample
consensus: A paradigm for model fitting with applications

to image analysis and automated cartography.
Communications of the ACM, 24(6), 381-395.

* Fitzgibbon AW, Pilu M, Fisher R.B (1996): Direct Least
Squares Fitting of Ellipses

o Zuliani M. (2014): RANSAC for Dummies.
vision.ece.ucsb.edu/~zuliani, 101, GNU FDL

* Fouhey, D.F (2011): Multi-model estimation in the
presence of outliers. PhD Thesis, Middlebury College

77177



	Dia 1
	Dia 2
	Dia 3
	Dia 4
	Dia 5
	Dia 6
	Dia 7
	Dia 8
	Dia 9
	Dia 10
	Dia 11
	Dia 12
	Dia 13
	Dia 14
	Dia 15
	Dia 16
	Dia 17
	Dia 18
	Dia 19
	Dia 20
	Dia 21
	Dia 22
	Dia 23
	Dia 24
	Dia 25
	Dia 26
	Dia 27
	Dia 28
	Dia 29
	Dia 30
	Dia 31
	Dia 32
	Dia 33
	Dia 34
	Dia 35
	Dia 36
	Dia 37
	Dia 38
	Dia 39
	Dia 40
	Dia 41
	Dia 42
	Dia 43
	Dia 44
	Dia 45
	Dia 46
	Dia 47
	Dia 48
	Dia 49
	Dia 50
	Dia 51
	Dia 52
	Dia 53
	Dia 54
	Dia 55
	Dia 56
	Dia 57
	Dia 58
	Dia 59
	Dia 60
	Dia 61
	Dia 62
	Dia 63
	Dia 64
	Dia 65
	Dia 66
	Dia 67
	Dia 68
	Dia 69
	Dia 70
	Dia 71
	Dia 72
	Dia 73
	Dia 74
	Dia 75
	Dia 76
	Dia 77

