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I Attekintés

e Parameéterbecslések

ValoszinUségeloszlasok parameétereinek
maximum likelihood becslése

Maximum likelihood tipusu becslések (M-
becslések)
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I Parameterbecslés

* Statisztikai minta eloszlasfuggvenye, ismeretlen
paraméterek, surusegfiggvény

* Likelihood fuggvény

 Torzitatlan, hatéekony, konzisztens becslés

* A maximalis valoszinlUseg (maximum likelihood)
maodszere

M-becslések
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I Statisztikai becslés

* Azt a statisztikai eljarast, mely a minta
ismeretében valamely mintajellemzaot allit el6,
statisztikai becslésnek nevezzuk

* ElOszOr tegyuk fel, hogy ismerjuk az adateloszlast
jellemzd f(x) sGrlségfuggvény tipusat

maximum likelihood (ML) becslés
* Ha nem ismerjuk az f(x) sGrldségfuggvény tipusat

M-becslés
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Statisztikai minta
eloszlasfuggvénye

 Statisztikai minta mert értekek (valoszinUségi valtozok)
egylttese: ¢, ¢, ..., ¢

n

 Minta eloszlasfuggvenyei. F (x), F (x), ..., F (x)
* Minta egydittes eloszlasfuggvénye

fliggetlen mintavétel: F (xl,xzj... , xn)ZH F. (xl.)
azonos eloszldsu mintaelemek: F (xlszj... , xn) :H F(xl.)

ismeretlen parameéterek (a,, a,, ..., a )

F(x}a):F(xl’xz,...,xn,.al,az,...,am) c /43



Minta suruségfuggveénye,
likelihood fuggveény

- Statisztikai minta sdrisegfuggvenye azx , x,, ..., x

n

valtozok szerinti derivalt

0"F
L(x,a):L(XL)Cz’...,xn,°a1,a2’m’am)— (x’a)

C 0x,0x,...0x,

* Ez a likelihood figgveny
* logaritmusa a loglikelihood fuggveny
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Parameterbecslés kivanatos
tulajdonsagai

 Statisztikai minta barmely fuggvenye a statisztika

4=1(6.6n 0, E)=1(€)
 Torzitatlan becsleés
M (d,)=a, k=12,....,m
* A becsult parameter szorasa legyen a lehetd legkisebb

Nem csokkenthetd minden hataron tul (Cramér-Rao
hatar)

Erje el ezt az alsé hatart, vagyis legyen hatékony

(efficiens) becslés
71743



Parameterbecslés kivanatos
tulajdonsagai

* A becslés legyen konzisztens

Egy becslési eljaras konzisztens, ha a mérések n szamanak
novekedésevel a paraméterek becsult értekei a valodi ertékhez
tartanak

lim P||a,—a,|>&/ =0

n—> o0

minden k-ra és tetszOleges pozitiv ¢-ra

* Gyakori eset, hogy a paraméterek becsult értekeinek a szdrasa
novekvo n-el 0-hoz tart:

lim D(@,)=0, k=12,..,m

71— o0

Ekkor a becslés konzisztens
8/43



I Maximum likelihood modszer

* Elv: Keressuk azt az a parametert, amelyre a minta p(x, a)
valoszinusége maximalis lesz

ismernunk kell a minta eloszlasat

* Fisher vezette be ezen a néven a modszert 1912-ben

* A maximum likelihood elv konzisztens becslésekhez vezet,
mely elég nagy n-re kozelitbleg Gauss eloszlasu

 Példa

Cauchy eloszlasu mintank van, egysegnyi skala
paraméterrel (S=1)

T' helyparameétert becsuljuk
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* f(x) tipusat ismerjuk:
Cauchy eloszlas (f.(x))

* 10 elemU mintank van
[12.3, 16.6, 17.6, 18.1, 18.4
18.8, 19.1, 19.6, 20.6, 24.9]

* A T helyparameter
maximum likelihood
becsléséet keressuk

10
H fc(xl-, T)Zmaximum
i=1

Maximum likelihood modszer

E—
- ;
Ax L

x,=12,3 x,=16,6 17,6 18,4 19,1 20,6 X,,= 24,9
f i 1 f }
118,1,18,8 19,6 i
SN W
v T rex)=160107"
T I N
10
11

T T T
15 20 25



I Maximum likelihood modszer

o™

» szemilogaritmikus skalan

ch(xi’T>

* AT helyparameter
maximum likelihood
becslése: 18.6

10-11_

10"

T ﬁfc(xi:T)




I ML becslés algoritmusa

* Milyen algoritmus alkalmazasaval szamithatjuk ki a
maximum likelihood (ML) elvnek eleget tevd T’
erteket?

attol fugg, milyen az a priori ismert f{x) analitikus
alakja:

plx, T)Zﬁf(xl.,T)-(Ax)nzmaximum

ezzel ekvivalens alakok

H f(xi’ T)Zmaximum Z lnf(xl., T)Zmaximum12/43
i=1 i=1



I ML becslés - Cauchy eloszlas

Az ismert eloszlasfuggvény Cauchy-féle (f (x))

_ _1 1
f(x)—fc(x) 7[ 1+(x—T)2
 a ML becslés Z ln — maximum
i=1 .X ]7>
4 x.—T
« differencialas utan ’ =0
; 1+(xl.—T)2
, i=1 1+(xl.—T)2
* megoldas T-re: T'=

n
> ——
13743



I ML becslés - Cauchy eloszlas

* Az egységnyi helyett ¢ szélesség parameéteri eloszlasra

n

> I

_ izl 32+(xi_ T)2 =M = izl 82+<xi_Mn)2
1 1
; 82+(xi_T)2 ; 82+<xi_Mn>2

A ML becslés algoritmusa azonos a leggyakoribb érték
meghatarozasanak algoritmusaval
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I ML becslés - Gauss eloszlas

« Az ismert eloszlasfuggvény Gauss-fele (f_(x))

(x=T)

f(x)=f.,(x)=const-e 2

a ML becsles —Z (x,— T ) =maximum

i=1

differencialas utan D (x~T)=0

megoldés T-re: r=1 D x,
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I ML becslés - Gauss eloszlas

* Az egységnyi szélesseg parameterd eloszlasra

_Is _
r=- D> x=E,

i=1

A ML becslés algoritmusa azonos a szamtani atlag
meghatarozasanak algoritmusaval

* C. F. Gauss forditott gondolatmenete:

Melyik az a sGrdsegflggveny, amelyhez optimalis
szimmetriapont meghatarozasi algoritmusként a szamtani
atlagkepzes tartozik?
A valasz: a Gauss eloszlds (,normalis” eloszlas)
sdrusegfuggvenye
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Gauss eloszlas S skala

parameéterenek ML becslése
* likelihood fuggvény

1 ( 2 c 2
) LS )
g2 1 2i:1

L=l rtns m=]lgrme ™ =
* loglikelihood fuggveny

L'=InL=

—nlnS—%ann— 1 Z:(xi—T)2

e S szerinti parcialis derivalt

5L* n 1 - 2
- = =T )=

e § skala paraméter ML becslése az empirikus
SzOras ;
5=

ni- 17/ 43



I ML becslés és M-becsles

* Az ML becslés minimumfeltételként megfogalmazva:

—Z In £ (x,, T )=minimum
i=1

A gyakorlatban sokszor nem ismerjuk az anyaeloszlas, f(x) tipusat

* Huber javaslata: helyettesitstk az ismeretlen negativ logaritmizalt f(x)
eloszlast egy ismert p(x) fuggvénnyel

Z p(x,, T )=minimum
i=1

ekkor is kapunk becslést a 7" helyparaméterre

ez az M-becslés

p(x, T) a célfuggvény 18 /43



I M-becsles hatasfuggvenye

A célfiggvény minimalizalasa helyett a differencialassal kaphaté
n
Z W(xi : T>:
i=1

megoldasa célszer(ibb
Az M-becslést a célfiggvény helyett kdzvetlentl a w(x, T) fuggvénnyel, a
hatasfliggvénnyel is megadhatjuk:
op(x,T)

oT

w(x,T)=

a T helyparaméter becslés esetén

Z p(x,— T )=minimum Z w(x.—T)=0
i=1 :

19743



I M-becsles sulyfuggvenye

* a T helyparaméter becsles esetén, ha bevezetjuk a

sulyflggvenyt,
az M-becslést sulyozott atlag képzesére vezethetjuk vissza:

> () (x,-1)=0

a megoldasa Z plx)x,

i=1 20/43



I M-becslés skalaparameéterre

* az § skalaparaméter becslées esetén a y-vel
analog fuggvenyt y-vel szokas jelolni

* az M-becsleéest az alabbi egyenlet megoldasa adja:

~ [ x—T

ZX S

feltételezve, hogy a T' helyparameéter mar
Ismert
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M-becslés az ismertebb
eloszlastipusokra

1. Gauss eloszlas

flr)=e =% wlx)=x  olx)=1

célfuggvény hatasfuggveny sulyfuggveny

az M-becslés az atlaggal egyezik meg

a hibak négyzetdsszegét minimalizaljuk (ez a LKN vagy L2 norma szerinti
becslés)

a hatasfuggveny linedris, ezért

a megoldando egyenletrendszer is linearis
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M-becslés az ismertebb
eloszlastipusokra

2. Laplace eloszlas

= |—

f(x)=e™  plx)=lx| w(x)=signx ¢(X)=H

célfuggveny hatasfuggvény sulyfuggvény

az M-becslés a mediannal egyezik meg
ahhoz, hogy az elGjelek 6sszege zérus legyen, az adatok felének el6jele
pozitiv, a masik feléé negativ kell, hogy legyen - ez a tapasztalati median
(sign y: y el6jele: +1/-1)
a hibak abszolut értékének 6sszegét minimalizaljuk (L1 norma szerinti becslés,

Boscovich, 1790, Laplace, 1799) 23 /43



M-becslés az ismertebb
eloszlastipusokra

3. Cauchy eloszlas

1 B _2x 2
flx)=—5 plx)=in(ier) wlx)=125 el)=1s
célftggvény hatasflggvény sulyfuggveny

az M-becslés a leggyakoribb értékkel egyezik meg (Steiner, 1990)
csak iteracioval hatarozhato meg

24 /43



I Az M-becslok hatasfuggveényei

ﬁ
1.5
1"“--_-_-'-— '-_-'_T.'_'_'_'_'_
’ = -

0.5 -
>
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2
o
2 0¥
H‘;’ (4 -
w B 2 1 . 0 1 2 3
© ’
K= .

~0.5

.... . ) nomalis
e e e e e e e e 2 e 2 L 4~ |— - exponencidlis
= = Cauchy
-1.5
2

fuggetlen valtozé

* Ha a hatasfuggvény nem korlatos, a becslés nem rezisztens (vagyis

érzekeny a kivago értékekre):
. . . : 25/ 43
A Gauss eloszlason alapulé M-becslés nem rezisztens



I Huber hatasfuggvénye

* A tapasztalatok szerint a geodéziai meresi
eredmenyek hibaeloszlasa kozépen gyakran jo

kozelitéssel Gauss eloszlasu, de a széleken
bizonytalan

* Huber az alabbi hatasfuggvenyt javasolta
(példaul az a = 1.50 paraméterrel)

w(x)=| * ha |x|<a
asignx egyebkeént

26/43



I A Huber hatasfuggvény alakja

Huber hatdsfliggvénye

x=0
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I Hampel hatasfuggvénye

* A durva hibak (kivago értékek) biztos kizarasa
erdekében Hampel a hatasfiggvényt a széleken

csokkentette
| X, ha |x|<a
asign x ha a<|x|<b
Y (x)={a(csign x—x)

p— ha b<|x|<c

0 egyebkent

28 /43



I A Hampel hatasfuggveny alakja

Hampel hatdsfluggvénye

---------------------------------------

x > 0 értéekekre 4 részbdl all a hatasfuggveny

pl. a dan geodéziai alaphaldzat kiegyenlitésekor
alkalmaztak
29/43



Rezisztens kiegyenlites
M-becslokkel

* Hampel hatasfuggvenyet alkalmazzuk a kozvetett
meresek rezisztens kiegyenlitésere

Huber hatasfuggvenye Hampel specialis esete,
hab=c=w

* r elemU x paramétervektor

e n elemU v hibavektor
v=Ax—1 AZ[a
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I A célfuggvény minimalizalasa

* az x parametervektor legjobb becslésének
feltételi egyenlete:

n
Z p(v;, x)=min
i=1
* az aktualis szélsoertek-feladatnal:

r
v.:Z a. .x.—1. 1i=1, ..., n
I i,j7" ] I

Jj=1

ezert
dv.

l — —
_al,k k_l, ...,r

dx,

31743



I A széelsoérték megkereseéese

* azx paramétervektor legjobb becslése a celfuggveny x szerinti
derivalasaval:

n n

d * dp(v,(x)) dv,
— . : : . . : :1 oo o
p(vl<x)> ; dvi dxk i:lal’kW(Vl) O k ’ !

dx i=y

tomoritett irasmodban

A y(v)=0 y (v)={y(v,)

és w(v) a Hampel-féle hatasfuggveny

32/43



A merési javitasok Gauss
eloszlasuak

* y(v)=v (a hatasfuggvény linearis)

* az x paramétervektor ,rezisztens” becslese
megegyezik a LKN kiegyenlitessel:

A'v=A"(Ax—1)=0

ebbol

x=(A"4)"A"1
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A Hampel-modszer javitasi
egyenletel

« az A matrixot a v, hibak nagysaga alapjan

fugglolegesen 4 almatrixra bonthatjuk
A (v]<a) A,(a<[v|<b),
A, (b<P|<c)és A, (c<p))

* particionaljuk ennek megfeleloen a javitasi

| k : [ n m n [ |
egyenleteket vl A1 ll
2
| - A, x— l,
v || A, l,
.V4. A4 14 34/ 43




A Hampel-modszer feltételi
egyenletel

» a feltételi egyenleteket is 4 almatrixra bonthatjuk
w(v')
T T T T '7”( 2)
[Al A, A A4]' 3
w(v’)

(v?)

4

=0

< <

B
-

amelybol
Ary (v )+ Ay (v )+ A3 (v )+ A, p (v)=0
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I A megoldando egyenletrendszer

* A y(v) a Hampel-féle hatasflggvény
behelyettesitése utan

(csigny’—v’)=0

AlTv1+ Agasign yo+ A3T
C_

a javitasokat beirva

AIT(Alx—ll)+A2Tasignv2+A§ (csignv’+1,—A,x)=0
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I A megoldando egyenletrendszer

* Az el0z0 egyenletet rendezve

AT A~ AT A, —"—|x=AT1 — Al asignv*+ AT =

Se—b c—

(csignv3+l3)

» Végeredmenyben egy Bx = d alaku
egyenletrendszerhez jutunk, ahol

B=A" P4 d=A" Pl—a A" Qsignv

37743



I A sulymatrixok

* az el0zO egyenletekben P és Q atlds sulymatrixok,
melyeknek foatléelemei:

(

| halv|<a 1 haa<|v|<b
pi = ba ha b<|v/|<c ¢, ;= bb ha b<|v|<c
P - —
-0 egyebkent 0 egyebkent

* a megoldas iteracioban tortenik

* avellentmondas-vektor alapjan a kiegyenlitest
mindig az aktualis osztalyba sorolasnak megi:elelc'ien%/43
ismételjuk meg



I A dan moddszer

* durvahibaszulrésre kifejlesztett eljaras Krarup
(1967) elgondolasa nyoman

* a meresek iterativ ujrasulyozasa a kiegyenlitesbol
kapott méresi javitasok fuggvéenyében (a
gyakorlatban a = 3)

1 ha vi|<ao

Piv1—) |Vi|

a-o

e egyebkent

\
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Példa rezisztens M-kiegyenlitésre:
regresszios egyenes szamitasa

* LKN parameéter becslés:

egyenes egyenlete: y=ax+b
paraméter vektor: x=la b

i 1T
alakmatrix: A= xll xln

tisztatag vektor: =y, - ¥,

40/43



Meérések (5/20 durva hibas)

Adatok
[ ——————.,

@® konform adatok
12 L | & durva hibds adatok ®

®
10 | A A A A A

D lllllllllllllllllll 41/43



I Eredmeéenyek

Regresszids egyenesek

M Huber

A

B Hampel

Ddn mddszer

1] n

2D T 1 T T T T T T T T 1 T T T I T
18 kb —— LKN //_
——— Huber (a=1.5, s=0.3) 7
Dén mddszer (a=0.4, s=0.3) ya
" | — Hampel (a=1.5, b=3, c=4.5, s=0.3) | l
&
f///
14 / :
@
L 5 s
’ - =
12 - . _',.-"" - ‘:r"""f
j/ _...-""J _,..-""'f
. ./_/"‘ ;“‘f’:‘-‘:‘_f"“
> 10+ e A A AAA
/ff‘ Ff__-_i":‘_:f.f"'
8 f S lterdcid utdni sulyok
=
E I~ ff”, _..a-"
'__,--":: >
H_‘,r“'__,--' /! \a
H .--"":::::H.-///
?i;‘f j/
b= //
2r e ,
< 6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 1
'f,‘ pont szdma
D [ 1 1 1 1 | 1 L | L |
0 2 4 6 8 10 12 14 6 18 20

51

6 17 18 19 20
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I Tananyag, szakirodalom

e Steiner (1990): 5.2
* Vincze (1968): 4.2-4.4, 4.7.1

e Szabd Norbert Péter (2012): Bevezetés a
geostatisztikaba. Jegyzet. Miskolci Egyetem

Huber PJ. (1981): Robust Statistics. Wiley & Sons
3.2 (M-Estimates)
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