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I Attekintés

» Sztochasztikus folyamatok, idosorok

* |dOsorok jellemzése az idoO és frekvencia
tartomanyban

e |d6sor PSD becslése

2/60



Sztochasztikus folyamatok,
idosorok

» Példak folyamatosan valtozdé mennyiségekre
» Sztochasztikus folyamatok és jellemz6ik
 Stacionarius es ergodikus folyamatok

* Mintavetelezes, Nyquist feltéetel
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Peldak folyamatosan valtozo
mennyisegekre

A merési eredmenyek a veletlenen kivul egy vagy tobb
folyamatosan valtozo fizikai jellegl mennyiségtol is fuggnek

* GNSS méresek (hely, id6)

* Nehézsegi gyorsulas-méres (hely, esetleg id0)

* Mérnoki szerkezetek mozgasvizsgalata (id0, esetleg teher)
 Digitalis kepfeldolgozas (hely)

* Térinformatikai rendszerek attributumai (hely, id0)

4/60



Cote Iumsphere—Frea combination

lonosz féra men tes GNSS kdédmérés kombinacio

Forras: ESA Navipedia



3

o

(]

gravity [nmis®]

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

2007 2008

Yedr

Maradék nehézségi rendellenességek

id6sorai: Bad Homburg (piros), Medicina (zold)
és Wettzell (kék) 2000—-2007 kozott

Forras: Wziontek et al. (2009)
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Erzsébet hid GPS mozgdsvizsgdlata
25 - ; . . . . : : : : :
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2010. aprilis 26-an a Szerkezetek geodéziaja
gyakorlaton végzett GPS mérések az Erzsébet-
hid magassagi mozgasvizsgalata céljabadl

Forras: Dr. Egetd Csaba (2010) 7160
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I A sztochasztikus folyamatok

a mereési eredmeny értékét a véletlenen kivil mas tényezok is befolyasoljak:

példaul a hid egy pontjanak magassagat befolyasoljak a hidon athaladé
autok

definicio: & w,t), w €Q, tE€T.

Q. eseményter, w elemi események halmaza

A sztochasztikus folyamatok realizacioja:
w rogzitett, ¢ befutja a 7' halmazt:

¢(r) fuggveny
pl. egy autd athaladasakor a hid egy pontjanak magassaga
(t az auto helyzete)

rogzitett ¢, : {w, t,) valészinlsegi valtozo:

az auto kivalasztott helyzetéhez tartozdé magassagok tobb athaladas

eseten 9/ 60



sztochasztikus folyamat 5 kilonb6z6 realizacidja 10/ 60



Kulonbozo tipusok

e t vektorvaltozo: & w, t) véletlen mezd

pl. ket autd helyzetét vizsgaljuk: 1= (¢,, 1)
« & vektorfuggvény:

&(w, 1) sztochasztikus vektorfolyamat - pl. a hid két pontjat
vizsgaljuk egy idOben egy auto athaladasakor

&(w, 1) véletlen vektormezo - pl. a hid két pontjat vizsgaljuk egy
idében két vagy tobb autd athaladasakor

* diszkreét es folytonos sztochasztikus folyamatok

* A sztochasztikus folyamatok jellemzéi:
Els6, masod, harmad...rendi eloszlasfiiggvenyek
Tératlag

Auto- és keresztkorrelacio figgvények 11/60



I Eloszlasfuggvények
* ((w) valbdszinlségi valtozot eloszldsfliggvénye jellemzi
* {, 1) jellemzéséhez ezzel szemben ismerni kell
¢(¢,) eloszlasfuggvényét,
&(t,), &(t,)] egylittes eloszlasat,
&(t)), &(t,), &(t,)] egylittes eloszlasat,
[&(2), &(2,), &(2,), ...] egyuttes eloszlasat

a t ertekek minden véges részhalmazara!

* ezeket elsO-, masod-, ... rendu eloszlasfiggvenyek

irjak le e



Elso-, masod-, harmad-, stb.
rendu eloszlasfuggvények

e F(x,1)=P|c(t)<x ] elsérendd,
o« Fi(x), t5x,, 1) =P[c(t) =x,c(t,) <x]

masodrendd, ... stb.

eloszlasfuggvények irjak le a sztochasztikus
folyamatot

13760



I Tératlag

* valoszinUsegi valtozo varhato értékével analog
mennyiség

e ¢(2,), <(2,), ... mintdk alkalmas [ flggvényének
a teratlaga:

M{f}:M{f[f(ﬁ),éf(%)w--,f(fn)]}:

o0

_f _f f f(xl,xz,...,xn)an(xl,tl;xz,tz;...;xn,tn)

— o0

14 /760



Auto- és keresztkorrelacio
fuggvények

o 1 (4, 1) = MI&1,)E1,)] auto-
o rxy(tl, t)) = M|c(¢,)'n(t,)] keresztkorrelacio

fuggvenyek jellemzik a sztochasztikus folyamatot

15760



I Tapasztalati autokorrelacio

Autokorreldcid
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Tapasztalati keresztkorrelacio

Keresztkorreldcid
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A sztochasztikus folyamatok
néhany fontos fajtaja

* Stacionarius folyamatok

» Ergodikus folyamatok: barmelyik realizacié meghatarozza
a folyamatot statisztikai szempontbal

» Gyakran alkalmazott sztochasztikus folyamat tipusok:

Gauss folyamat
(az eloszlasok minden rogzitett ¢ értékre Gauss
eloszlasuak),

Markov folyamat,
Poisson folyamat,

Wiener folyamat. 18/60



I Stacionarius folyamatok

* A folyamathoz tartozo eloszlasok egyike sem
valtozik meg akkor, ha 7 helyebe 7 + 7 lép

idoponttol fuggetlen jellemzes adhato

* n-edrend( eloszlasok csupan n—1 szamu
klilonbségtol fuggenek:

t=L—-t, 1=, —1,..., T =1l —1

n

19760



I Stacionarius folyamatok

 Stacionarius folyamatok tératlagai allandok

- Korrelaciofuggvenyek csaka =17 —1,

kllonbséegektol fuggenek:

rxx(f) =M

()<t + 7).

r (0 =M

<Oyt + 7).

20/60



I Mintavételezes

* Mintavételezés folytonos sztochasztikus
folyamatokbadl

Dirac-fele delta ,fuggvény”

Nyquist feltétel

21760



I Dirac-féle delta ,,fuggveny”

* 0(1) delta ,fuggvény” (disztriblcio) jellemzdi
t = 0-nal végtelen nagy a fuggveny érteke
t # 0-nal zéerus a fuggveny érteke
integralja a teljes szamegyenesre: 1, f o(t)dt=1

a folytonos f(?) fuggveny helyettesitési ‘értékét
adja meg:
Ja e f flt)o(t—t,)dt=f(¢,)

analégia: tomegpont

22/60



I Mintavételezes

* A (1) realizaciora torténé mintavételezés Dirac

delta sorozattal vald szorzassal torténhet:

o0

_f E(t)o(t—T)dt=
> (lgr)o(t—g)=¢, (gT)

g=—o

T mintavételi tavolsag
g egesz szam

o Dirac-féle delta ,fuggvény”




I Két valtozos mintavételezes

24 /60



I Nyquist feltetel

Flu)= f E(t) e™dt Fourier-transzformalt
— i=J[=1) (frekvenciaspektrum)

F(u)=0, ha u >u, sdvkorldtos fuggvény,
u, hatarfrekvencia

1

‘ Z . T<—
Nyquist feltétel: o,

Az eloforduld legnagyobb frekvencia minden
periddusara legalabb ket mintavételi helynek kell esnie.

25760



Nyquist-feltétel
kovetkezmeényei

* Ismeretlen analog jelet mintavételezés eloOtt a
Nyquist-frekvencianak megfelelo alulateresztd
szurovel kell sztirni (azaz a magas frekvencias részt

le

ell vagni)

° AC

atrendszer ritkitasa csak alulateresztd szUrés

mellett megengedett

26/60



Nyquist feltétel a szerepe a
frekvencia tartomanyban

* Akkor nincs jeltorzulas (atlapolodas, aliasing), ha

1

y <— 7. mintavételi id6koz
max 2 T

—1/z —1/(27) 0 1/(27) 1/t 27160



I Atlapolédas (aliasing)

* Az atlapoldédott magas frekvenciaju 0sszetevok
hamis alacsony frekvencias jelet adnak

F(w)

eredeti kep hulldam (Moiré) mintazat

28 /60



I ldosor PSD becslése

» Sztochasztikus folyamat frekvencia 6sszetevoi
* TeljesitmenysUrdseg spektrum (PSD)
Autokovariancia és PSD

A PSD tulajdonsagai
ldOsor PSD-je

* A PSD becsléséenek kulonb6zo eljarasai

periodogram
parameéteres modszerek

nem parameteres modszerek
29/60



Sztochasztikus folyamat

"y e

frekvencia osszetevoi

» folytonos jel Fourier transzformaltja: frekvencia
0sszetevOkre bontas
o0

X(f)=f x(t) e *™" dt

— 00

* idOsor esetében (diszkrét idopontok) a spektrum
eriodusos X P
P X(f): Z X e 2mifn L <f<V

n=—0o0

* idGsor rekonstrukcioja:

xn: f X(f) eznlfn df 30760



Sztochasztikus folyamat

"y e

frekvencia osszetevoi

 sztochasztikus folyamatra egyik sincs értelmezve
(x(#) nem korlatos):

X(f)=] x()e™ ar X(f)= Y x>

- a helyes megkozelités: (f, — '2dyf, f, + 2df)
frekvenciasavhoz tartozo jel energia

« f, korali beo savateresztd szUro6, jel energia df-el
aranyos: S, (f,)df =var(®, *x)

31760



I Teljesitmeénysuruség spektrum

Sx(fo)dfzvar(difo*x)

e S (f,): Power Spectral Density (PSD)
energiaspektrum, teljesitmenysdriseg spektrum

* PSD meértékegysege: sztochasztikus folyamat (,,jel”)
variancia osztva frekvenciaval

* vagy négyzetgyok PSD: sztochasztikus folyamatot
jellemzd mennyiség mertékegysége /
(négyzetgyok frekvencia)

/2

/7 /7 oo . 2 1
pl. ha gyorsulas, a negyzetgyok PSD: m/s /Hz

2/60



I Stacionarius folyamat PSD

* a (kétoldali) PSD az alabbi hatarértékként irhatd
fel (mivel f-et —oo-t6l +oo-ig valtoztathatjuk )
r T “

S (f)=lim E{—] f x.(t) e ™ a’t\2
T sz

~—

N (t)::x(t) —T<t<T
! -0 egyebkent

- Ha x valds, akkor S (f') az f-nek paros flggvenye,

ezért csak az f > 0-ra kell megadnunk az értékeit
(egyoldali PSD, azaz 2§ (f') azf = 0-ra) 33/60



I Autokovariancia és PSD

* az autokovariancia fuggveny (ACF) és a PSD
pontosan ugyanazt az informaciot tartalmazza:

o0

R(t)=[ R (1) e "ar

X
— 00

S (f)=F

a PSD az ACF Fourier transzformaltja

* inverz transzformalt:

R (t)= [ S,(f) e af

34 /60



I A PSD tulajdonsagai

* a sztochasztikus folyamat variancia az ACF-b0l
szamithato:
Rx(O)ZE[x(t) x(t)]zvar(x)zaz

X

e t=0-t behelyettesitve
R(0)=] s.(f)e'df=] 5,(f)dr

* a PSD alatti terulet a sztochasztikus folyamat
varianciaja

35760



I Fehér zaj PSD

* Folytonos jel esetén a fehér zaj autokovariancia
fuggvenye a Dirac-fele delta fuggveny (disztribucio)

2
SZamszorosa, s o(t).

» afeheér zaj PSD-je:
SW(f):f R, (t) e 2"V dt = f s?0(t) e *™ M dt=5"

a PSD alatti terulet vegtelen!
a folytonos feheér zaj fizikai értelemben fikcio

a feher zaj eloszlasa nem definialt (tdbbféle lehet)

36/60



I Idsor PSD

* diszkrét id6ésor PSD-je DFT-k hatarertéke:

( N A
Sx(f)ZIim LE% Z X, e—27rifn ‘2
n=—N

~—

N—)002

\ J

* realizaciokra vett E{ - } atlagolas szUkséges

» Alternativ definicid az autokovariancia fuggveny
segitsegével:

N
S(f)= Y Rn)e ™ ucpen
n=—N

37760



I PSD becslése

* véges szamu ismert adatunk van

* olyan fuggvényt akarunk meghatarozni, amely tobb
ismeretlentdl fugg: tobb ismeretlen mint ahany
egyenlet - rosszul kondicionalt inverz feladat

- a j6 PSD becslés hozzaértést kivand ,mesterség”

* N db. mintank van a sztochasztikus folyamatbal

2
valodi PSD helyett a valodi PSD és a sinc (szinusz

o J o

* a PSD pontos kijavitasa (dekonvolucid) lehetetlen

* helyette kozelitd, ,regularizalt” megoldast adunk  ss/e0



I PSD becsléesi modszerei

* periodogram (periodogram(x))
* parameteres modszerek
Burg (pburg(x,n))

MESE (Maximum Entropy Spectral Estimation)
(pyulear(x,n))

el6fehérités (prewhitening)
* nem paraméteres modszerek
Welch (szekcio atlagolas)

multitaper (DPSS, szinuszos) 39760



601 véletlen szinuszhullam alkotta jel

60

601 véletlen szinusz

% 601 véletlen szinusz Osszege
s5 = 300; % mntavételi frekvencia (Hz)
Ts = 2.5; % 2.5 sec jel
nsa = Ts*sg: % mintak szama 40
nsl = 600 % véletlen szinuszok
t1 = [0:(nsa-1)]/ss; % 1dbegyenes
frq = S50*rand(1,600); % frekvencia 20 { l
phs = 2*pi*rand(1,500); % fizis
¥xs1 = zeros(1l,nsa)l; ‘n |
for 1=1:ns1 H “ h h |
xsi = xsitsin(2*pi*frq(i)*ti+phs(i)); M ‘m ‘ H‘ ‘H
I
| |
xXS1 = XsS1+aB01*sin(2*pl*62*t1); |
figure(1);
plot(ti,xsi); -40 | I
xlabel('idd (sec)'):

end

% véletlen szinusz -25 dB-en, 62 Hz-en
ylabel('amplitadé');

title('601 véletlen szinusz');

amplitudé
o

—

agol = 1e~(-25/10); —20{

-60

—

0 0.5 1

600 db, 0 < f <50 Hz véletlen frekvenciaj
egysegnyi amplltudOJu Szinusz

u és fazisu,
ullam

1 db, f =62 Hz-es, -25 dB szinuszhullam



I PSD periodogram becslése

* atlagolast elhagyjuk:
I~ .
:W‘,;) x, e 2T

 az adatsort atszamoztuk zérus kezdd indexszel

* Fourier transzformalt magnitudoé (negyzet)

* ACF becslés Fourier transzformaltja

|
x 3&;- :E:: )Ck J(kppn n ::(),1,:2,.“ ,pJ-—]”

41 /60



I periodogram PSD becslés

periodogram PSD be
gure(2);
riodogram(xsi,[]1,[]
abel('frekvencia (Hz)');
abel('PSD dB/Hz');
tle('801 szinusz per

601 szin

z periodogram PSD

PSD dB/Hz

|

1: &'U U\N ﬂm\« ~M W i |

V

WWMV

M WMIW{\ m

"

encia (Hz)
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VL

I Periodogram jellemzoi

e torzitatlan becslés a PSD-re

* inkonzisztens becsles:

A

var[ S, (f)]=5,(f)

* a becslés szorasa megegyezik a becsult ertékkel
és nem csokken N novelésével, mert a
becslésenkénti szabadsagi fok: 2

-rendkivul zajos

43 /60



I Periodogram torzitasa

Az un. spektralis szivargas torzitja

A torzitas lenyege: a valodi PSD helyett a
periodogram annak modositott valtozatat szamitja
ki, mert egy adott frekvenciaju jel 0sszetevo

energiajanak egy resze ,elszivarog” a szomszedos
frekvenciakra

A torzitas csokkenthetd az eredeti jel amplitudojanak
maodositasaval (tapering, lesimitas)

Nagy dinamikaju jelek esetében komoly problema
lehet

44 /60



A PSD nem parameéteres
becslési modszerel

* A periodogram becslés varianciajat id6bels
atlagolassal lehet csokkenteni

Var[gx(f)K]: Sx(Kf>

Welch mddszere (szekcid atlagolas)

* A PSD torzitasat tobb simito fuggvénnyel vegzett
atlagolassal lehet csokkenteni (multitapering)

ortogonalis ablakrendszerek: DPSS, szinuszos

45 /60



I Atlagolas (simitas) hatasa

* A simitassal (atlagolassal) csokken a variancia
(zaj), de csdkken a felbontas is!

* helyes egyensuly: felbontas e zaj

46 /60



I Welch szekcio atlagolas

* Az eredeti idosort K db. egyenl6 hosszusagu,
egymast (altalaban 50%-ban) atfedo szekciora
bontjuk és mindegyikbdl egy-egy spektrumot
szamitunk ki

* Ezek az adatsorok egymastoél kozel fuggetlenek, és
igy a PSD egy-egy fuggetlen becslését adjak,
melyeket atlagolunk

» a spektralis szivargas csokkentéese érdekeben
mindegyik szekciot megfeleld flUggvénnyel ablakoljuk

(tapering)

47 /60



I Welch PSD becslés

601 szinusz Welch PSD

20
101N\ [\ N .
W f /"n' 4 \/_\ /\_,.
/ | 'H!I'/ Vv \/ vV \
0f | -
% Welch PSD becslés |
figure(3); N |
pwelch(xsi,250,[]1,[],ss); L -10 | i
xLabel(' frekvencia (Hz)'); % \
ylabel ('PSD dE/Hz'); ) |
title('501 szinusz Welch PSD'); E -20 ‘ 0
|
30 - I
40 - ———— |
_50 | 1
0 50 100 150

frekvencia (Hz)

48 /60



I Welch PSD becslés

601 szinusz Welch PSD

20
101N\ [\ N .
W f /"n' 4 \/_\ /\_,.
/ | 'H!I'/ Vv \/ vV \
0f | -
% Welch PSD becslés |
figure(3); N |
pwelch(xsi,250,[]1,[],ss); L -10 | i
xLabel(' frekvencia (Hz)'); % \
ylabel ('PSD dE/Hz'); ) |
title('501 szinusz Welch PSD'); E -20 ‘ 0
|
30 - I
40 - ———— |
_50 | 1
0 50 100 150

frekvencia (Hz)

49 /60



I Simito fuggvény alkalmazasa

 spektralis szivargas hatasat lehet csokkenteni
ugy, hogy az adatokat egy w(n) sulyfiggvénnyel
(simito fuggveny, taper) beszorozzuk:

N
C 1 —2mifn 2
Sx(f)=ﬁ\2 w(n) x, e >™"
n=0

 a PSD becslés varhato érteke:
1/2

ES ()= S(row(f'—r)df

—1/2

50/60

Al ()= Flw(n)f



Bartlett (haromszog) simito
fuggvény PSD becslés

% Periodogram PSD, Bartlett simitédssal
figure(l);

periodogram(xsi,bartlett(length(xsi)),[],ss5);

xLlabel (' frekvencia (Hz)');
ylabel('PSD dE/Hz');
title('501 szinusz Bartlett simitas PSD');

PSD dB/Hz

20

20 F

40 |

60 F

80

-100 -

-120

N W

601 szinusz Bartlett simitas PSD

" M ‘ p JIN i 'M

50 100
frekvencia (Hz)
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Ortogonalis simitas
(multitapering)

* A simito fuggveények tul kis sulyt adnak az idosor
kezdetén és vegén levo adatoknak

megoldas: ortogonalis simito fuggveny rendszer

* az egyes simito fuggvenyekkel sulyozott spektrumokat
atlagoljuk

* A gyakorlatban alkalmazott ortogonalis
fuggvenycsaladok:

Slepian-fele, nyujtott szferoidikus fuggvenyek (DPSS,
Discrete Prolate Spheroidal Sequence)

minimalis torzitasu szinuszos simito fuggvenyek (Riedel
és Sidorenko, 1995) 52/ 60



I Slepian-féle simito fuggvények

Sllepién-lféle fiilggvénylek MWI=4 | | | o A d|Szkrét DPSS
2 flggvények az alabbi
o} =t szimmetrikus Toeplitz

matrix sajatvektorai

0.05 | sin[27tWT(k—l)]
n(k—l)

Slk,1]=

k,1=0,1,2,..., M—1

-0.05

* ahol M az elemek szama,
W a levagasi frekvencia
(Hz) és T a mintavételi
id6koz (s)

0.1

-0.15

| 1 1 1 1 | 1 | 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
o J o 7/

egy megadott [, W] frekvencia savban 53/ 60



I Octave (Matlab) program

Slepian-féle fliggvenyek MW=4

% Slepian-féle filiggvények szamitasa

M= 512;

NW = 4; 0.l
W = NW/M;

w = dpssw(M,W);

plot(-w)

axis([0 512 -0.10 0.10]) 0.05

title('Slepian-féle filiggvények MwW=4")
axis([0 512 -0.15 0.15])
legend('1.",'2.','3.","'4.")

function w = dpssw(M,W)
-0.05

% DPSSW - M hosszUsagu DPSS sorozat szamitasa
% W levagasi frekvenciahoz
k = (1:M-1); 01fF i
s = sin(2*pi*W*k)./(pi* k);
c@ = [W,s];
A = toeplitz(cO); \ , , .
[U,D& = eigs(A,4); % a 4 legnagyobb sajatertek o 100 200 300 100 =00
w=V;
sin|2zWT(k—I

w(k—1) 54/ 60



I Szinuszos simito fuggvények

* ortogonalis szinuszos fuggvénycsalad:

2 t(k+1)(n+1)

_|_2 -
Vk(N’n)_\/N+lsm N+l kkn=0,1,...,N—1
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I PSD becslése

* multitaper PSD becsleés:

K—1 N—1 L9
X Zﬂk|z vi(N;n)x, e 2|
S f)==—"

Z Hi

w,=1-k*1K> =0
* ahol
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I DPSS multitaper PSD becslés

- 601 szinusz DPSS mddszer, NW=2.5

AT

% Thomson multitaper middszer PSD becslés -20
figure(3)

pmtm(xsi,2.5,[1,s5);

¥Label('frekvencia (Hz)');

ylabel('PSD dE/Hz');

title('5301 szinusz DPSS midszer, MW=2.5');

40 -

PSD dB/Hz

-60 | qlhlﬁ” '
Wy

) | |W|"WWU'|W[vw]WMW{\IWWWW 'V{

| . M V”’M’

0 50 100 150
frekvencia (Hz)
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I DPSS multitaper PSD becslés

20

0
% Thomson multitaper midszer PSD becslés -20
figure(3)

. N
pmtm(xsi,2.5,[]1,s5); L
xlabel (' frekvencia (Hz)'); @
ylabel('PSD dB/Hz'); g 40
title('801 szinusz DPSS midszer, NW=2.5'); N

a
-60
_80 L
-100

601 szinusz DPSS mddszer, NW=2.5

most mar lathato a 62 Hz-es gyenge

szinuszos jel a PSD-ben!

M\
1"'ﬂﬂ f|
.,hlﬁMMl _
”lUU‘”'VIU"]'h’y'lﬂ’m'ﬁlqI]Nytn
q“{‘“ﬂﬂl‘ﬂw W il T
o
0 ” frékvencia (Hz) N -
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DPSS multitaper PSD becslés

601 szinusz DPSS mddszer, NW=4

%% Thomson multitaper mddszer PSD becslés 20
Med = 4
figure(3) ﬂrw%rijﬂflwﬁ\wﬁfx\
pmtmi{xsi,NW,[]1,ss); 0r 1
xlabel (' frekvencia (Hz)');
ylabel('PsD dB/Hz'); 20 1
title('S01 szinusz DPSS madszer, MW=4');
» -40 |
Az NW id6 - fel savszélesseg szorzat a ol 0
adja meg a multitaper becslés 0 |
frekvencia felbontasat. & g0l _ ‘
A PSD becsléshez a pmtm eljaras 2NW-1 100 - W‘“alw‘ ‘Wﬂ I
s e , , 1
simitd figgvényt hasznal. ”WWM*.".",ﬂpfwﬂ-r m
T
120 t T I lw'ﬁn‘ﬁbwwwwwﬂjmf"|’U\WWN1{V|WN~W
-140 | |
0 50 100 150
frelkvencia (Hz)

meg jobban lathatd a 62 Hz-es gyenge
szinuszos jel a PSD-ben! 59/ 60
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* Pinter Jozsef (2007): A spektralanalizisrol.
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