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I Attekintés

 Kalman szareés linedris esetben (ismétlés)
* Kalman szlrés nem linearis esetben
* Kibdvitett Kalman szUlr6 (EKF)

nem linearis mérési és allapot egyenlet
peldak:
odometria
kerék gyorsulasmero
* Szagtalan Kalman szlro (UKF)
szigma pontok és sulyok
példa: odometria 2143



Kalman sziro linearis rendszer
modellje (Welch és Bishop jeloléseivel)

* allapot atmeneti matrix: A

* kezdeti rendszer allapot és annak kovariancia
matrixa: x,, P,

* vezérlési matrix: B

* rendszer zaj kovariancia matrix: Q

* merési matrix: H

* merési zaj kovariancia matrix: R

3/43



V 4 4 ”r

I A Kalman szuro mukodese

1) EI6z0 rendszer allapot eés kovariancia becslése

A

X0 Py

2) A rendszer allapot es kovariancia elorejelzése
x,=Ax, +Bu, _,
P =AP, |, A'+0

3) A mérés utani allapot és kovariancia frissites
K =P H (HP _H +R)"'
-’Ack:-’AC;"'Kk(zk_H"ACZ)
P=(I-K _H)P,
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I Kibovitett Kalman szuro (EKF)

* A meéresi egyenlet, az allapot atviteli egyenlet vagy
mindkettd nem linearis

Zk:h(xk) Vk),
X, =f (xk—l yWUp 1, Wi—1 )
v, meresi zaj, w,_rendszer zaj
* A pillanatnyi ertékek (atlag, kovariancia) koruli
linearizaciora van szukseg - Taylor sorfejtes

» Altaldban nem ismerjik az egyes zaj

komponenseket, ezert kozelitbleg nélkuluk szamitjuk

ki a rendszer allapotat és a mérési vektort a3



I Kibovitett Kalman szuro

* Arendszer allapota és a méresi vektor
X.=f (Sck—lj Ui_1, O)
Z=h (-’Ack, O)
X_1 el6z6 becsilt rendszer allapot

* A kibovitett Kalman-szUur6 alapveto hianyossaga
az, hogy kulonbo6z06 valdszinlsegi valtozok
eloszlasa a nem linearis transzformacio utan mar
nem Gauss-féle, ezért a becslés nem is lehet
optimalis.
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Linearizacio utan
* Arendszer allapota és a meéresi vektor
x =X+ A(x =X )+ Ww,

zkmzk'l'H(xk_%k)'l'Vvk

X, <&, rendszerallapotés mérés

X, & kozelito rendszer allapot €s meres

X becsult rendszer allapot a k-adik id6pontban
W, , V, folyamateés merésiza]

A az f fuggveny Jacobi matrixa x szerint

/4 az f flggvény Jacobi matrixa w szerint

H a h fuggvény Jacobi matrixa x szerint

V a h flggvény Jacobi métrixa v szerint 7143
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I A Kkibovitett Kalman szuro mukodeése

1) EI6z0 rendszer allapot eés kovariancia becslése

A

X0 Py

2) A rendszer allapot es kovariancia elorejelzése
X,=f(%_,,u_,,0)

P=AP, AA+W, 0, W,

3) A mérés utani allapot és kovariancia frissites
K,=P H,((H P H+V RV,
')Ack:'%;-l-Kk(zk_h(j\cl;’o))
Pk:(I_Kka)PZ
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Odometria kerékre szerelt
kéttengelyu gyorsulasmeérovel

* Feladat:

Hatarozzuk meg egy kerékre szerelt kettengely
gyorsulasmero szenzor adatai alapjan a kerék

altal megtett utat. Tegyuk fel, hogy a kerek
vizszintes talajon csuszas nelkul gordul.
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I Kerék mozgasa

* egyenletes haladas és forgas, a pillanatnyi
érintkezesi pont zérus sebességu

egyenes O Kkértili forgas tiszta gordllés
mozgas

.
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I Kerék mozgasa

« kerek sugara: r
w

* az Sszenzor az a, és a, gyorsulasokat meri

g vektor 0sszetevOi

alz_gSin (H)
a,=—gcos (6)
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I Kerék mozgasa

* a p linearis gyorsulasbol adodo 6sszetevok S-ben

a,= pcos (0)
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I Kerék mozgasa

* a kerek csuszasmentesen gordul:

az elfordulasi szog,
a szogsebesség ées
a szoggyorsulas
kifejezhet0 a
megtett uttal, a
sebesseggel és a
gyorsulassal

S
|l

T
< ‘h@‘ < ‘h@‘ < ‘h@
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I Kerék mozgasa

* a centripetalis es centrifugalis gyorsulasbal
adddo osszetevok S-ben
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I Kerék mozgasa

* A szenzorra hato teljes gyorsulas
komponensei

2)

a,=—gsin

w

2)

a,=—gcos (

S

— psin (

+ P cos (ﬁ)—r—sp

r

w

r

w
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I Allapot és mérési egyenlet

* arendszer allapotat a kerek helyzete, sebessége
és gyorsulasa adja

P
X=|p
B

* a meresi fuggveny a mert gyorsulasokat adja meg
(ahol a v merési zaj Gauss eloszlasu v.v.)

hx,v)=

—gsin (

—gcos |

P
rW
P

~

w

)+ hcos (

)= psin (

P

r

w

P
r

w

r

)__Sl“?"'vl

)

r

w

rS

2
r

w

.2
p *tv,
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I Allapot 4tmenet

* Az allapot atmenet fuggvenye mar linearis,
melynek 4 matrixa

1 At —=At
A= 2

0 1 At

0 0 ]

* az allapot atmeneti egyenlet linearizaciojara nincs
szUkseg
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Adatok

* A kibOvitett Kalman-szurést Gersdorf B., Frese U.
(2013) cikkébdl vett gyorsulas adatokkal vegezzik

—- driving direction
Galaxy 52 szenzor adatok
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Figure 4: A Samsung Galaxy S2 as a wheel sensor at radius

rs =9.5 ¢m in a bicycle wheel of radius ry = 35 em for data
logging.



I Program

* Python program:
https://github.com/gyulat/Korszeru_matek/blob/master/KF2.ipynb

* def EKFwheel(t, a1, a2, g=0.07, r=5):
Kibovitett Kalman-sziro kéttengelyl gyorsulasmérd szenzoros odometriahoz
t - mérési idopontok vektora
al, a2 - meért szenzor centripetalis és centrifugalis gyorsulasok (m/s**2)
g - folyamat zaj variancia (m/s**2)
r - méreési zaj variancia (m/s**2)
* aszurés megvalodsitasa:

xe = EKFwheel(t, a1, a2, 0.17, 5.0) 19743


https://github.com/gyulat/Korszeru_matek/blob/master/KF2.ipynb

Eredmények

Kibovitett Kalman-sziro (EKF) eredmények

= EKF tavolsdag, m

§ |+ — EKF sebesség, m/s e

= EKF gyorsulas, mfs=2
elfordulds szdge, rad

idd (s)
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I Eredmények (cikk)

15 .
(1) EKF distance ————

(2) EKF speed ---------
10 | (3) o scaled to m/s -
(4) wheel angle -

' (6) @y ~--mm /i
(7) EKF acceleration - - -

m)

M
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time (5)

0

)

m
g

distance (m), speed (%
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time ()
Kibovitett Kalman-sziro (EKF) eredmenyek

= EKF tavolsag, m

| = EKF sehesség, m(s .

E -
= [EKF gyorsulas, mfs*2
elfordulas szage, rad
4
2
e
0 =
-2
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Eredmények

Kibovitett Kalman-sziiro (EKF) eredmények

= EKF tavolsag, m

f = EKF sebesség, m/'s ———

= [EKF gyorsulas, mfs= 2
elfordulas szdge, rad

4 f
0 e e e £ ™ = -
-2
2 4 B 8 10
idd {5}

* asebesseg és gyorsulas nem lesz zérus a végen
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I Szagtalan Kalman szuro (UKF)

* A kibovitett Kalman szlr6 (EKF) problemai:
linearizacio: csak a Taylor-sor els6rendd tagjat
veszi figyelembe
a Jacobi-matrix eldallitasa nehézkes
nehezen beallithatd a szGrb parameéterezese,
némely esetben a szUro divergalo rendszer
allapotot becsul

* A tapasztalatok szerint a szagtalan Kalman szur6

(Unscented Kalman Filter, UKF) sok esetben jobb
eredmeényeket ad
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I Szagtalan Kalman szuro

* A bizarr név a megalkotdjatodl, Jeffrey Uhlmann-tol
ered:

"Miért ,szagtalan"? ,Kezdetben »Uj szUro« volt a neve,
de mivel jellegzetesebb névre volt szukseg, ezért
egyesek »Uhlmann szlUronek« kezdték hivni, amit
nyilvan nem hasznalhattam. Egyik este mindenki mas
a laborbdl a Royal Opera House-ba ment. Mikozben
dolgoztam, eszrevettem valaki dezodorat az asztalon.
A »szagtalan« (»unscented«) felirat szemet szurt, ami
tokeletes név volt. A laborban el6sz6r abszurdnak
talaltak - ami rendben van, mert az abszurditas a
vezérelvem.”
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I Az UKF alapotlete

* Kalman szdrés a Gauss eloszlasu rendszer
allapotanak valtozasat es méreseken alapulo
frissitéset irja le

* A Gauss eloszlast konnyebb kozeliteni mint a nem
linearis transzformaciot

* Otlet:
megtartjuk a nem linearis transzformaciot

a Gauss eloszlas parameétereit (varhato erték,
szoras) kozelitjuk diszkrét pontok (un. szigma

pontok) segitségevel (ez a szagtalan transzformacio)
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Az UKF alapotlete

* felvesszuk a szigma pontokat ugy, hogy pontosan jellemezzék a rendszer allapot
atlagat és kovarianciajat

* aszigma pontokat atvisszUk a nemlinearis f, 4 transzformacidkkal az allapot- ill. mérési
térbe (kovariancia terjedés nemlinearis valtozata)

e az atvitt pontokbdl szamitjuk kdzelitbleg a rendszer allapot atlagot és kovarianciat

N — :

_’».

nemlinearis transzformacio

* Azeljaras rokona a Monte Carlo médszereknek, azzal a kilonbséggel, hogy
jéval kevesebb pontra van szukség

a diszkrét pontokat nem véletlenszer(en, hanem determinisztikusan vesszuk fel 27 /43



I Szigma pontok

X

forras: Roger R Labbe: Kalman and esian Fitters in

 ndimenzids allapotterben 2n + 1 db. X szigma
pontot valasztunk Ki

- atranszformalt szigma pontokat W, sulyokkal

sulyozzuk 28/ 43



Van der Merwe-féle skalazott szigma
pontok

* A szigma pontok halmazat a kovetkez6
osszefliggesek szolgaltatjak:

X,=u
Xl.:lu+[\/(n+i)P]l. i=1,...,n
Xl.:,u—[\/(n+i)P]. i=n+l,...,2n

ahol [4] a szimmetrikus 4 matrix i-edik oszlopat (vagy

sorat) jeldli és ,1:a2(n+k)—n, k=3—n.

* A Zes kskalatéenyezOk, az a parameter hatarozza meg a
szigma pontok tavolsagat a u ponttol.

alpha=0.3 5 alpha=1

®

t L
L A =
& . e
_ = ] —
L]
-4
6
0 5 10 10 5 0
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I Van der Merwe-féle sulyok

m_ A
pVO::n+i m: atlaghoz
c A 2 c¢: kovarianciahoz
Wo_n+/1+1 a +p
Wr=wi=— L =1, 2n
2(n+A)

* Gauss-eloszlas esetén az alabbi paramétereket
célszerd hasznalni:

p=2, k=3—n, 0<a<1.
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I Szagtalan transzformacio

* Aszagtalan transzformacio soran a szigma vektorokat
transzformaljuk egy nem linearis

Y,=g(X,) i=0,...,2n

fuggveny segitségevel, es az eredmeényul kapott
pontokbdl hatarozzuk meg sulyozott atlagképzeéssel a

poszterior eloszlasfuggvény kozelito atlagat es
kovarianciajat:
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I UKF szlirés egyenletei

* Aszldrés a kezdeti rendszer allapot és kovariancia matrixa

ismeretében a k — 1 idépontbdl a k idépontba lépve a
kovetkezb egyenletek alapjan midkodik, miutan
rendelkezeésre allnak a szigma pontok.

* Allapot 4tmenet
szigma pontok transzformacioja

Xi,t:f(Xi,k—l)uk—l) 1=0,...,2n
rendszer allapot méreések el6tti becslése
2n
=2 WX,
i=0
rendszer allapot kovariancia matrix becslése

2n
P_ZZ Wj-(Xj’t_-%_)(Xj,t_'Ax;)T-l-Qk—l
i=0
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UKF szlirés egyenletei

Az atmenet utani, de még a méresek elotti rendszer allapot és
a kovariancia matrix becslését a szigma pontok f flggvényen

(allapot atmeneti fUggveny) keresztll tortend "atvitelével"
hatarozzuk meg.

Mérés utani allapot becslése

szigma pontok transzformacioja a méresek terebe
zi,t:h(Xi,k—l ) vk—l) 1=0,...,2n

becslés a szigma pgntok alapjan
n
A m
5=2. W'z,
i=0
rendszer allapot kovariancia és keresztkovariancia matrixainak

becslése U . R
PZZZ;) Wj’(zj,t_zk)(zj,t_zk)T+Rk—1
=

J>

2n
P S TE FU P L
j=0



I UKF szureés egyenletel
Kalman-féle erdsitési matrix szamitasa
_ —1
IK}%__‘I)X,Z‘I)Z
rendszer allapot és kovariancia matrix mérések utani becslése
xk:x;-l-Kk(zk_zk)
— D T
P=P —K P K,
* A meres utani rendszer allapot, a kovariancia és
keresztkovariancia matrixok becslését a szigma pontok 4

fuggvenyen (méresi fuggveny) keresztul tortend "atviteléevel”
hatarozzuk meg.

* Az UKF sz(rési algoritmus szamitasigenye hasonlé az EKF
szdréshez, viszont nagy eldnye, hogy nincs szUkség az atmeneti
és merési fuggvények Jacobi-matrixainak az el6allitasara.
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I Keréek odometria UKF szurovel

* A korabbi EKF szUr6vel feldolgozott adatok
szuresét végezzuk el

* Roger R. Labbe FilterPy eljaraskonyvtaraban
talalhatd UKF implementaciot hasznaljuk.
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I Eredmeények

Szagtalan Kalman-sziro (UKF) eredmeények

1
— UKF tavolsdg, m
& 1 = UKF sebesség, m/fs
—— UKF gyorsulds, m/s™2
elfordulds szoge, rad
4
2 F
-2 i.; Wi
|/ | /
L ¥
2 4 B 8 10
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Kibovitett Kalman-sziro (EKF) eredmények

= EKF tawolsag, m
G 4 — EKF sebessag, mis .
= [EKF gyorsulds, mis=2
elfordulis szdge. rad
4
2
0 o N—"
B o et g
/ o
/ .
!
-2 / / / -
II-.. :'I . .l'j:'
2 4 & 8 10
idd (s}

Szagtalan Kalman-sziro (UKF) eredmeények

T
— JKF tavolsag, m
6 + —— UKF sebesség, mfs —
— UKF gyorsulas, m/s™2
elfordulds szige, rad
4
2
'D '—\-—‘q‘___'-ﬁr_._
- —
/ / d
/ f !
-7 7
/ IH
..-'I;- .-'.-I f
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Jupyter munkafuzet és Python kod: (
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I Zarthelyi (8. het)

* 45 perc, 5 kérdes, 30 pont, megadott
témakorokbal

* nincs minimum, nem poétolhaté

* témakorok, kerdések: oktatas.epito.bme.hu
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1) A minta jellemz6 értekéenek méroszamai: mintamedian,
szamtani atlag, leggyakoribb értek fogalma, jellemzoik es
szamitasi 0sszefliggeseik

2) Az adatrendszer bizonytalansaga mint valamely norma
értéeke a minimumhelyen. L;, L, €s P, normak: kbzepes
eltérés, szoras, hatarozatlansag. Konfidencia intervallumok:
interkvartilis és interszeksztilis félterjedelem.

3) A statisztikai proba feladata. Mi a statisztika? A statisztikai
fuggvény és eloszlasanak meghatarozasa Monte Carlo
eljarassal. llleszkedésvizsgalat Kolmogorov prébaval. Mi a
Kolmogorov préba statisztikai fuggvenye és a statisztika
eloszlasfuggvénye? Eloszlasfuggvények (elmeéleti-tapasztalati
és tapasztalati-tapasztalati) 6sszehasonlitasanak menete
kvantilis-kvantilis abraval. Mit nevezunk kvantilisnek?
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4) Mit ad meg az IC-fuggvény, es mire tudjuk hasznalni az IC
gorbeét? Az aszimptotikus szorasnégyzet definicioja. Mit fejez
ki a Cramér-Rao hatar?

5) Mi egy becslés abszolut hatasfoka s mi a hatasfok
jelent6sege a gyakorlati munkaban? Definialja két becslés
relativ hatasfokat! Mikor nevezhet6 egy becslés vagy
statisztikai algoritmus robusztusnak?

6) Mi a kulonbseg a klasszikus és a bayesi szemlélet(
valészinUseg felfogas k6zott? Mondja ki Bayes tételét teljes
esemenyrendszerre! Ismertesse Bayes téetelét
sdruségfuggvenyekre alkalmazva. Mit fejez ki a likelihood
fuggveny, mi a prior és a poszterior? A prior €s a poszterior
esélyhanyados definicidja.

7) Milyen lépésekbdl all egy Monte Carlo eljarassal vegzett
szamitas? Hogyan hasznalhatd egy méreési eljaras esetében a
kimeneti értekek legjellemzobb értékeinek és meresi
bizonytalansagainak a szamitasara? 41743



8) Adja meg a mereési bizonytalansag definiciojat es
meghatarozasanak alapveto eljarasait a GUM alapjan.
Mondjon példakat a meéresi bizonytalansag megadasara.
Minek tekinthet6 a geodeéziaban hasznalt kozéphiba a GUM
szempontjabol? Mi a kiterjesztett bizonytalansag és a
megbizhatosagi tartomany?

9) Roviden ismertesse a GNSS méresek kiegyenlitésének
altalanos modelljét (funkcionalis és sztochasztikus modell).
Miért kell linearizalni a kdzvetitd egyenleteket? Mi a ponthiba
és a kozepes ponthiba, és hogyan lehet ezeket meghatarozni
harom dimenzioban a ponthoz tartozé kiegyenlités utani
kovariancia matrix segitségével?

10) Mi az egesz ertéki legkisebb negyzetek mddszerének a
lényege és mit nevezlnk leképezeési fuggvenynek? Miert van
szukség dekorrelaciora a megoldas megtalalasahoz?

11) Milyen kiegyenlitési eljaras alkalmazhato abban az esetben,
ha sokkal tobb a mérés mint ahany parameéter van?

Ismertesse roviden ennek az eljarasnak a lényegét. 42743



I 1. hazi feladat (8. het)

* Kalman szures (10 pont)
* beadas: oktatas.epito.bme.hu

* hatarido: félév vege
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