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I Bevezeteés

A Kalman-szures olyan algoritmus, amely valamely
linearis dinamikus rendszerben egzakt
kOvetkeztetest tesz lehetbvé, amely a rejtett
Markov-modellhez hasonlo Bayes-féle modell,
azonban a rejtett valtozok allapottere folytonos, és

minden rejtett és megfigyelheto valtozo (gyakran
tobbvaltozds) normalis eloszlasu.

22?2
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I Torténete, alkalmazasok

* Rudolf Emil Kalman (1930-2016) magyar
szarmazasu amerikai vilamosmérnaok,
matematikus publikalja az elméletet (1960)

* Els6 alkalmazasa: ember nélkuli amerikai
Hold-szonda (1963)

* Navigacios és mérndki alkalmazasok

* Szenzor adatok fuzidja (radar, lezerszkenner, == |
kamera, INS,...)

* GNSS vevok, okostelefonok, szamitdgepek,
jatékok, stb. elmaradhatatlan resze

TOzsde elGrejelzes, id6sor elemzes, fuggvény
approximacio




I Apollo fedélzeti szamitogép

* Apollo Guidance Computer (AGC)

2048 sz06 kapacitasu RAM. A "szG" 15 bites adatot jelentett
— a RAM csak 3840 bajt volt.

36 864 sz6 ROM, vagyis 69 120 bajt.

legfeljebb 85 000 CPU utasitas masodpercenkent

meéretek: 24"x12.5"x6"

tomeg 30 kg

aram ellatas: 2.5A aramerdsseg 28V egyenaram
* Képes volt futtatni a Kalman szlres algoritmusat
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I Eredeti publikacio

* Kalman, R. E. (1960). A New Approach to Linear Filtering and
Prediction Problems. Journal of Basic Engineering. 82: 35

* Tobb mint 29 ezer Google Scholar hivatkozas

Solution of the Wiener problem
Let us now define the principal problem of the paper.
Problem . Consider the dynamic model

Theorem 3. (Solution of the Wiener Problem)
Consider Problem 1. The optimal estimate X*(t + 1|t) of X(t +
1) given Y(ty), ..., Y(t) is generated by the linear dynamic system

XE(+ 1)) = ®*(+ 1; OC*@lt — 1) + A*(O)y(t 21
X(t+ 1) = Bt + 1 HX(O) + U(h) (16) (t+1]p) ( X*(le - 1) + A*(@)y() (2D
The estimation error is given b
y(©) = M@o)X() (17) ” grenmy
X(t+1)=®*¢+ ;)X {#|t- 1)+ u(@) (23)
where U(f) is an independent gaussian random process of n-
vectors with zero mean, X(t) is an n-vector, Y(t) is a p-vector (p < The covariance matrix of the estimation error is
n), ®t + 1; 1, M(t) are n x n, resp. p x n, matrices whose - - -, "
elements are nonrandom functions of time. cov X (ff =)= EX(fr - ) X '(dft - 1) = P*() (26)
Given the observed values of Y(t), ..., Y(O) find an estimate Ty, ted quadratic loss i
X*(t,|) of X(t,) which minimizes the expected loss. (See Fig. 2, ¢ expected qua Za reloss i
where A(f) =1.) Y EZ2(t11-1) = trace P*(1) 27
i=1

This problem includes as a special case the problems of filter-
ing, prediction, and data smoothing mentioned earlier. It in-
cludes also the problem of reconstructing all the state variables of
a linear dynamic system from noisy observations of some of the

The matrices A*(f), ®*(t + 1; 1), P*(t) are generated by the
recursion relations

state variables (p < n/). A*(t) = @(t + 1; DPHOM' (O[M(OP*()M'(1)] ! (28)
From Theorem 2-a we know that the solution of Problem I is @*(t + 1;¢) = @t + 1; £) - A*(O)M() (29)
simply the orthogonal projection of X(f;) on the linear manifold 121
V(f) generated by the observed random variables. As remarked in P*( +1) = @*( + 1; n)P*()®'(t + 1; 1)
the Introduction, this is to be accomplished by means of a linear + Q1) 30) 6/40

(not necessarily stationary!) dynamic system of the general form
(14). With this in mind, we proceed as follows.



I A Kalman sziro sajatossagai

 Rekurziv becslés

* Mérések optimalis

* Rekurziv optimalis

KOMm

0ecs

ninalasa

es

* Kozvetett allapot becsleés
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I Rekurziv becslés

* egyetlen x valtozéval jellemezhetd rendszer

allapotat merjuk egymas utanit , ., ..., f_

idOpontokban, a meéréseink: X, X,,..., X,

* az allapot legjobb becslése (Gauss-eloszlast
feltételezve) a szamtani kozép:

_15
H,— n Z X

i=1
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I Rekurziv becslés Uj méreéssel

» van egy uj meresunk, x ., es a celunk az allapot

becslése ezen Uj méres felhasznalasaval

* az allapot legjobb becslése ismet a szamtani
n+1

kozép:
Iun+1 Z X

l=1
- felhasznaljuk a mar klszamltott (1 atlagot es csak

ezt "frissitjuk" az uj meres felhasznalasaval:

Zx+x =y
n+1 n = n+l"" n+1 "

lun+1

9740



I Rekurziv becslés frissitése

* arekurziv allapot becslés igy irhato fel kicsit mas

alakban:
n 1
lun+1: n+1 /un+n+1 xn+1:/’ln+K(xn+1_:un)
* ahol K az ,er8sitési tényezé”: K=
n+1

* az uj informacio (innovacio): X o1 — MU,

10740



I Rekurziv atlag becsles

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Kalman-szird: rekurziv atlag becsles

npt = 200

X = 5 + np.random.randn(npt)
n = np.arange(1,npt+l)

K= 1.0/(n+1)

mu = np.zeros((npt))

mu[@] = x[0]

for 1 in range(1,npt):
mulfi] = mu[i-1] + K[1]*(x[1i]-mu[i-1])

plt.plot(n,x, o', label=u'meresek’)
plt.plot(n,mu, label=u'atlag becsles')
plt.legend()

plt.title(u'Atlag rekurziv becslése')
plt.show()

Atlag rekurziv becslése
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Mérések optimalis
kombinalasa

* Tegyuk fel, hogy x-et két kilonb6z0 eszkozzel

meérjuk, az elsd merés eredmenye x , a masodike x,

* A meéréseink kulonb6z6 pontossaguak, a szoérasok
g, €s0o,

A legjobb becslés most a sulyozott atlag:
x=wx,;+(1—w)x,

* Milyen w suly esetén lesz az X becslés 6 sz6rasa
minimalis? 12740



Mérések optimalis
kombinalasa

* @Gauss eloszlasu v.v-k linearis kombinacidja is Gauss
eloszlasu, melynek a szbérasa

5= w22 +(1—w o>

« Az optimalis W, suly ennek a kifejezésnek a minimuma

06" > 2
7 =2w,,,0,—2(1—w,, )o>=0
* Az optimalis suly 0—;
Wopt_ 2

2
O'1+O'2 13/40



I Optimalis becslés

* x optimalis becslése:

2 2
A 0, 0,
— -+ X
X 2 > X1 2, 272
0,70, 0,70,
* Az optimalis becslés szbrasa:
)
52— 0,0,
2 2
0,%t0,

* ez a jol ismert sulyozott legkisebb négyzetes becslés
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I Rekurziv optimalis becsleés

* Az optimalis becslést fogalmazzuk at ugy, hogy az
X, €s szorasa becslését frissitjuk az uj, x,
meresbdl és szorasabdl szamolhato korrekcidval:

A2
A A A 0- A
X=Xy=X+ 5 1 2(x2—x1),
O'1+0'2
6_2
6°=6,=(1-—5—)06,.

15740



I Rekurziv optimalis becsleés

* ElkUlonitve ismét a K erdsitési tényez6t és az U]
iInformaciot (innovacio):
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I Kozvetett allapot becsleés

* Arendszer X allapota (vektor) helyett csak az
allapottol figgd 7 mennyiséget (vektor) tudjuk
mérni - (,rejtett” allapot, Il. kiegyenlitési csoport)

* Statikus rendszer: az allapota, x idoben nem
valtozik

* Linearis rendszer: az allapot linearis modellen
keresztul kapcsoldédik a z mérésekhez

7=H x+r

17740



I Kozvetett allapot becsleés

* A mérési modell matrixa (alakmatrix): H

* Az r mérési zaj Gauss eloszlasu, zérus atlagu, R
kovariancia matrixu:

R=E[(r—r)(r—F)"]

» avarhato érték jele: [E[.]

* Cél: optimalis becslést adni a rendszer allapotara

18740



Statikus Kalman szuro
egyenletei linearis esetben

* Alevezetés teljesen hasonlo a folyamatos
csoportképzés kozvetitd egyenletekkel esetéhez

DetrekOi 5.8.2 levezetesét kovetjuk

A Kalman szlrés esetében hasznalt jelolest
alkalmazzuk

* az eljaras ugyanaz: a meglevd becslést frissitjuk
az Ujabb mérésekbdl szamithatd korrekcioval

rekurziv optimalis becslést kapunk

19740



Ijelélések megfeleltetéese

* alakmatrix: 4 - H
* tisztatag - mérési eredmények: [ -z
* mereésijavitasok: v = -r

1
sulymatrix - kovariancia matrix: P - R

* paraméterek sulykoefficiens - kovariancia
matrixa: Q@ - P
XX

20/40



I ElsO idopont

» =1 alkalommal a z, méresek alapjan (n db)
meghatarozzuk a kiegyenlitett x, parameétereket és azok
P  kovariancia matrixat

* javitasi egyenletek: r=z,—H, x,

N,x,—H! R;'z,=0
N1:H1R11 H,

* normalegyenletek:

1
becsult paraméterek: X, =N, H, Rn v

kiegyenlitett paraméterek kovariancia matrixa

PllzNIlz(H{RIllHl)_l 21 /40



I Masodik idopont

o 1 =2 alkalommal a z, mérések alapjan (s db)
meghatarozzuk a kiegyenlitett x, paramétereket és

azok P22 kovariancia matrixat

* egyuttes normalegyenlet:
(HlTRl_ll H1+H2T Rgzl Hz)xz_(HlTRIll z1+H2TR;21z2)= 0
* bevezetunk egy Uj y paraméter vektort (s elemQ):
y:Rgzl F,= ;21 zz_Rgzl H,x,
 atalakitott normalegyenlet:

(HlTRl_llH1)xz_HzTy_H{RIllzlzo

22/40



I Becslés x.-re

* Megoldandd blokkos egyenletrendszer

(s + n méretq):

_}I2

H' R H, —H|

_Rzz

xz-
- o y -
* Megoldas Gauss-Jordan ki

S
H R, z,

KUszoboléssel:
INT'-N'H'SH,N.' —N'H'S|
~SH,N,'

-8

S:(Rzz"'Hle_ng)_l

T yo—1
H R, z

23740

1




I Becslés x.-re

» Az X,-re vonatkozo megoldas
x,=N,'H' R 'z, —KH,N,'"H R 'z,+K z,

- felhasznalvaa K=N['H, S jelslést és azt,
hogy x=N""H"R'z,

a megoldas:
x2:x1_KH2x1+Kz2:x1+K(z2_H2x1)

24 /40



I Becslés x.-re

» Az X,-re vonatkozo megoldas
x,=N,'H R 'z —KH,N,'"H R 'z, +K z,

- felhasznalvaa K=N['H, S jelslést és azt,
hogy x=N""H"R'z,

a megoldas:
x,=x—KH,x+Kz,= x1+K( Hle)

ismeros? X2: x1+K (.Xz_xl)

25740



I Erositési es kovariancia matrix

* Az .S matrixot visszairva a K erdsitési matrix:
— T T\—1
K—PnHz(Rzz"'HanHz)

* A kiegyenlitett paraméterek kovariancia matrixa
pedig az invertalt hipermatrix bal felso blokkja:

Pzzz(I_KHz)Pn
* Véegeredményben megkaptuk a statikus Kalman
szUrO egyenleteit az 1-es es 2-es epocha kozott

26/40



I Erositési es kovariancia matrix

* Az.S matrixot visszairva a K erdsitési matrix:

K:Pan(Rzz"'HanHg)_l
ismerds? K:0A'12(0A'?+0'§)_1

* A kiegyenlitett paraméterek kovariancia matrixa
pedig az invertalt hipermatrix bal felso blokkja:

Pzzz(I_KHz)Pn
* Véegeredményben megkaptuk a statikus Kalman
szUrO egyenleteit az 1-es es 2-es epocha kozott

271740



I Dinamikus Kalman szuro

* Arendszer X allapota is valtozik
X =Fx,_,tbu, +q
a k — 1-edik idépontrél a k-adik idépontra, ahol F
az allapot atmenet matrixa, # a rendszer
gerjesztése, B a gerjesztés (vezérlés) matrixa és ¢
a zérus atlagu rendszer zaj, amelynek Q a
kovariancia matrixa

* az allapot &tmenet utani P kovariancia matrixot
a kovariancia terjedés adja:

P;:FP;_IFT+Q 28/ 40



V4 4 VL 4

A dinamikus Kalman szuro
egyenletel

* Arendszer allapot és kovariancia elGrejelzése
x,=FXx, +Bu, +q
P;:FP,{_IFT+Q

* A meres utani allapot és kovariancia frissites
K,=P H (R+HP H")"

xk:'%z'l'Kk(zk_H&;)

Pk=(I—KkH)P2

29740



A Kalman szuro mukodeése

frissités

1. erGsités szamitasa
1. allapot elérejelzése K, = P;HT( R+HP, HT)_1
x,=Fx, +Bu, +q

: R 2. becsleés frissitése a z meréssel
2. hiba kovariancia elorejelzése

P.=FP, F'+0Q

A

xk:5‘;+Kk(zk_H5‘Z)

3. hiba kovariancia frissitése

P=(I-K H)P,

kiinduld becslések;

A 30/40
x,_, P,



I K erdsitési matrix szerepe
K=P H (R+HP H")'

A

xk:&;-l-Kk(zk_H&;)

* Ha a meresi zaj, R nagy lesz, akkor az inverze
kicsive valik es igy K, zérushoz kozelit
a meresek kis szerepet fognak jatszani a
frissitésnél
* Ha a meresi zaj, R kicsi lesz, akkor az inverze
naggya valik
a merések nagy szerepet fognak jatszani a
frissitésnél 31740



I A szuro parameéterezese

* a mereési zaj R kovariancia matrixa altalaban
elozetesen ismert

 a folyamat zaj O kovariancia matrixanak felvétele
nehezebb: altalaban nem tudjuk kozvetlendl
megfigyelni a becslendo allapotot

rendszer azonositas: egy masik Kalman
szurovel kapjuk meg a Q, R szlro
parametereket

ha Q, R allando, akkor P, és K, gyorsan
stabilizalddnak 32740



I Kalman szuro alkalmazasai

* objektumkovetés, mesterséges latas
* dinamikus helymeghatarozas
* gazdasagtan, makrodkonomia
* inercialis navigacio

* palyameghatarozas

* radar kovetés

* GNSS

* szeizmoldgia

* beszédjavitas

* iddjaras elb6rejelzés

* navigacios rendszerek

* 3D modellezés
33/40



I Péelda: jarmunavigacio
* egyenes uton halado jarmd
* x allapot vektor: p helyzet és v sebesseg
* input vektor u: vezerlo gyorsulasok (skalar)
 sebessegvaltozas: v,,, =v, +4dtu, +v,
7 7 2 ~
° helyzetvaltozas: p,  =p, t4tv, +24tu, +p,
* allapot atviteli és mérési egyenlet:
- - B 2 "
_|1 At At"/2
Xpo1— 0 1 Xk+ Af uk+wk
yk:[l O] X +z, 34/40




I szimulacio parameéterek

* helyzet bizonytalansag: 10 meter

, . , . 2
* veletlenszerl gyorsulasok szérasa: 0.5 m/s

* kezdeti allapot: x =] 0, O]

* rendszer zaj kovariancia matrixa (DWNA, diszkrét

Wiener fehér zaj gyorsulas modell):

0

LA AP

oAt At

acc °

35740



I Python program

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def kalman(duration, dt, accelnoise = 0.2):

## function kalman(duration, dt) - Kalman filter simulation

## duration = length of simulation (seconds)
## accelnoise = acceleration noise (m/sec**2)
## dt = step size (seconds)

measnoise = 3 ## position measurement noise (m)

F = np.array([[1, dt],[0, 1]]) ## state transition matrix
H = np.array([[1, 0]]) ## measurement matrix

X = np.array([[0, 0]]).T ## 1nitial state vector

xhat = x ## initial state estimate

Q = accelnoise**2 * np.array([[dt**4/4, dt**3/2], [dt**3/2, dt**2]])
P=20Q ## 1nitial estimation covariance

R = measnoise**2 ## measurement error covariance

dimt = int(duration/dt) ## number of epochs

pos = np.zeros(dimt) ## true position array

poshat = np.zeros(dimt) ## estimated position array
posmeas = np.zeros(dimt) ## measured position array

36/40



I Python program

k=0
for t in np.arange(0,duration,dt):
## Simulate process
ProcessNoise = accelnoise * np.array([[(dt**2/2)*np.random.normal(), dt*np.random.normal()]]).T
X = np.dot(F,x) + ProcessNoise
## Simulate measurement z at epoch t
MeasNoise = measnoise * np.random.normal()
z = np.dot(H,x) + MeasNoise
## Innovation: z - H.xh
Inn = z - np.dot(H,xhat)
## Covariance of Innovation: S = H.P.H' + R
S = np.dot(np.dot(H,P),H.T) + R
## Gain matrix K = F.P.H'.1inv(S)
K = np.dot(np.dot(np.dot(F,P),H.T),np.linalg.inv(S))
## State estimate: xh = F.xh + K.Inn
xhat = np.dot(F,xhat) + np.dot(K,Inn)
## Covariance of prediction error: P = F.P.F' + Q - K.H.P.F'
P = np.dot(np.dot(F,P),F.T) + Q - np.dot(np.dot(np.dot(K,H),P),F.T)
## Save some parameters in vectors for plotting later

pos[k] = x[0]
posmeas[k] = z
poshat[k] = xhat[0]
k=k+1

return pos,posmeas,poshat

37740



I Python program

## Simulate

duration = 100
dt = 0.5
p,pm,phat = kalman(duration,dt)

## Plot the results

t = np.arange(0,duration,dt)
plt.figure(figsize=(8,6))
plt.plot(t,pm,label="measured")
plt.plot(t,p,label="true")
plt.plot(t,phat, label="estimated")
plt.legend()

plt.xlabel('time (s)')
plt.ylabel('position (m)"')
plt.title('Kalman filter performance')
plt.show()

38740



I Eredmeények

Kalman filter performance

position {m)
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I Irodalom

* Detrekdi 5.8.2: Folyamatos csoportkepzeés kozvetito
egyenletekkel torténd kiegyenlitéskor

* Kalman-szdres 1.
Jupyter munkafuzet és Python kod:
https://github.com/gyulat/Korszeru_matek/blob/master/KF1.ipynb

* Welch G, Bishop G: An introduction to the Kalman Fiter,
TR 95-041, UNC, 2006
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