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7. előadás

Kiegyenlítő számítások MSc 2018/19
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Áttekintés

● Bevezetés
● Kálmán szűrő sajátosságai

– Rekurzív becslés
– Mérések optimális kombinálása
– Rekurzív optimális becslés
– Közvetett állapot becslés

● Kálmán szűrés lineáris esetben
– statikus Kálmán szűrő egyenletei
– jármű navigációs példa
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Bevezetés

A Kálmán-szűrés olyan algoritmus, amely valamely 
lineáris dinamikus rendszerben egzakt 
következtetést tesz lehetővé, amely a rejtett 
Markov-modellhez hasonló Bayes-féle modell, 
azonban a rejtett változók állapottere folytonos, és 
minden rejtett és megfigyelhető változó (gyakran 
többváltozós) normális eloszlású.

???
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Története, alkalmazások
● Rudolf Emil Kálmán (1930-2016) magyar 

származású amerikai villamosmérnök, 
matematikus publikálja az elméletet (1960)

● Első alkalmazása: ember nélküli amerikai 
Hold-szonda (1963)

● Navigációs és mérnöki alkalmazások

● Szenzor adatok fúziója (radar, lézerszkenner, 
kamera, INS,…)

● GNSS vevők, okostelefonok, számítógépek, 
játékok, stb. elmaradhatatlan része

● Tőzsde előrejelzés, idősor elemzés, függvény 
approximáció
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Apollo fedélzeti számítógép

● Apollo Guidance Computer (AGC)

– 2048 szó kapacitású RAM.  A "szó" 15 bites adatot jelentett 
— a RAM csak 3840 bájt volt.

– 36 864 szó ROM, vagyis 69 120 bájt.

– legfeljebb 85 000 CPU utasítás másodpercenként

– méretek: 24"×12.5"×6"

– tömeg  30 kg

– áram ellátás:  2.5A áramerősség 28V egyenáram
● Képes volt futtatni a Kálmán szűrés algoritmusát
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Eredeti publikáció
● Kalman, R. E. (1960). A New Approach to Linear Filtering and 

Prediction Problems. Journal of Basic Engineering. 82: 35

● Több mint 29 ezer Google Scholar hivatkozás
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A Kálmán szűrő sajátosságai

● Rekurzív becslés
● Mérések optimális kombinálása
● Rekurzív optimális becslés
● Közvetett állapot becslés
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Rekurzív becslés

● egyetlen x változóval jellemezhető rendszer 
állapotát mérjük egymás utáni t

1
, t

2
, ..., t

n
 

időpontokban, a méréseink:
● az állapot legjobb becslése (Gauss-eloszlást 

feltételezve) a számtani közép: 

x1 , x2 ,. .. , xn

μn=
1
n
∑
i=1

n

x i .
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Rekurzív becslés új méréssel

● van egy új mérésünk, x
n+1

, és a célunk az állapot 

becslése ezen új mérés felhasználásával
● az állapot legjobb becslése ismét a számtani 

közép:

● felhasználjuk a már kiszámított μ
n
 átlagot és csak 

ezt "frissítjük" az új mérés felhasználásával: 

μn+1=
1

n+1
∑
i=1

n+1

x i

μn+1=
n

n+1 ( 1
n
∑
i=1

n

x i+
1
n

xn+1)= n
n+1

μn+
1

n+1
xn+1



  10 / 40

Rekurzív becslés frissítése
● a rekurzív állapot becslés így írható fel kicsit más 

alakban:

● ahol K az „erősítési tényező”:

● az új információ (innováció): 

μn+1=
n

n+1
μn+

1
n+1

xn+1=μn+K ( xn+1−μn)

K=
1

n+1

xn+1−μn ,
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Rekurzív átlag becslés
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Mérések optimális 
kombinálása
● Tegyük fel, hogy x-et két különböző eszközzel 

mérjük, az első mérés eredménye x
1
, a másodiké x

2
 

● A méréseink különböző pontosságúak, a szórások  
σ

1
, és σ

2
 

● A legjobb becslés most a súlyozott átlag:

● Milyen w súly esetén lesz az x becslés ̂ becslés σ szórása ̂ becslés 
minimális?

x̂=w x1+(1−w) x2
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Mérések optimális 
kombinálása

● Gauss eloszlású v.v-k lineáris kombinációja is Gauss 
eloszlású, melynek a szórása

● Az optimális w
opt

 súly ennek a kifejezésnek a minimuma

● Az optimális súly

σ̂ 2=w2 σ1
2+(1−w )2σ 2

2

∂ σ̂ 2

∂ w
=2 wopt σ 1

2
−2(1−wopt )σ 2

2
=0

wopt=
σ2

2

σ1
2
+σ 2

2
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Optimális becslés

● x optimális becslése:

● Az optimális becslés szórása:

● ez a jól ismert súlyozott legkisebb négyzetes becslés

x̂=
σ2

2

σ1
2
+σ2

2 x1+
σ1

2

σ1
2
+σ2

2 x2

σ̂ 2
=

σ 1
2 σ2

2

σ1
2
+σ 2

2
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Rekurzív optimális becslés

● Az optimális becslést fogalmazzuk át úgy, hogy az 
 x

1
 és szórása becslését frissítjük az új, x

2
 

mérésből és szórásából számolható korrekcióval:

x̂= x̂2= x̂1+
σ̂1

2

σ̂1
2
+σ2

2 ( x2− x̂1) ,

σ̂ 2
=σ̂ 2

2
=(1−

σ̂ 1
2

σ̂1
2
+σ 2

2 ) σ̂1
2 .
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Rekurzív optimális becslés

● Elkülönítve ismét a K erősítési tényezőt és az új 
információt (innováció):

x̂2= x̂1+K ( x2− x̂1) ,

σ̂ 2
2=(1−K )σ̂ 1

2 ,

K=
σ̂1

2

σ̂1
2
+σ 2

2 .
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Közvetett állapot becslés

● A rendszer x állapota (vektor) helyett csak az 
állapottól függő z mennyiséget (vektor) tudjuk 
mérni – („rejtett” állapot, II. kiegyenlítési csoport)

● Statikus rendszer: az állapota, x időben nem 
változik

● Lineáris rendszer: az állapot lineáris modellen 
keresztül kapcsolódik a   z mérésekhez

z=H x+r
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Közvetett állapot becslés

● A mérési modell mátrixa (alakmátrix): H
● Az r mérési zaj Gauss eloszlású, zérus átlagú, R 

kovariancia mátrixú:

● a várható érték jele:
● Cél: optimális becslést adni a rendszer állapotára 

R=𝔼 [( r− r̄ )( r− r̄ )T ]

𝔼 [ .]
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Statikus Kálmán szűrő 
egyenletei lineáris esetben
● A levezetés teljesen hasonló a folyamatos 

csoportképzés közvetítő egyenletekkel esetéhez

– Detrekői 5.8.2 levezetését követjük
– A Kálmán szűrés esetében használt jelölést 

alkalmazzuk
● az eljárás ugyanaz: a meglevő becslést frissítjük 

az újabb mérésekből számítható korrekcióval

– rekurzív optimális becslést kapunk
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Jelölések megfeleltetése

● alakmátrix:  A  → H
● tisztatag - mérési eredmények:  l  → z
● mérési javítások:   v    → –r

● súlymátrix – kovariancia mátrix:   P    → R
-1

● paraméterek súlykoefficiens – kovariancia 
mátrixa:   Q

xx
    → P
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Első időpont
● i = 1 alkalommal a z

1
 mérések alapján (n db) 

meghatározzuk a kiegyenlített x
1
 paramétereket és azok 

P
11

 kovariancia mátrixát

● javítási egyenletek:

● normálegyenletek:

● becsült paraméterek:
● kiegyenlített paraméterek kovariancia mátrixa

 

r 1=z1−H 1 x1

N 1 x1−H 1
T R11

−1 z1=0

x1=N 1
−1H 1

T R11
−1 z1

P11=N 1
−1=(H 1

T R11
−1H 1)

−1

N 1=H 1
T R11

−1H 1
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Második időpont
● i = 2 alkalommal a z

2
 mérések alapján  (s db) 

meghatározzuk a kiegyenlített x
2
 paramétereket és 

azok P
22

 kovariancia mátrixát

● együttes normálegyenlet:

● bevezetünk egy új y paraméter vektort (s elemű):

● átalakított normálegyenlet:

 

(H 1
T R11

−1H 1+H 2
T R22

−1H 2) x2−(H 1
T R11

−1 z1+H 2
T R22

−1 z 2)=0

(H 1
T R11

−1H 1) x2−H 2
T y−H 1

T R11
−1 z1=0

y=R22
−1 r 2=R22

−1 z2−R22
−1H 2 x 2
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Becslés x2-re
● Megoldandó blokkos egyenletrendszer 

(s + n méretű):

● Megoldás Gauss-Jordan kiküszöböléssel:

 

[H 1
T R11

−1H 1 −H 2
T

−H 2 −R22
] [ x2

y ]=[H 1
T R11

−1 z 1

−z2
]

[ x2

y ]=[N 1
−1

−N 1
−1H 2

T S H 2N 1
−1

−N 1
−1H 2

T S

−S H 2N 1
−1

−S ][H 1
T R11

−1 z1

−z 2
]

S=( R22+H 2N 1
−1H 2

T )−1
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Becslés x2-re
● Az x

2
-re vonatkozó megoldás

● felhasználva a                                jelölést és azt, 
hogy

 

a megoldás:

x 2=N 1
−1H 1

T R11
−1 z1−K H 2N 1

−1H 1
T R11

−1 z1+K z 2

x 2=x1−K H 2 x1+K z 2=x1+K (z 2−H 2 x1 )

K=N 1
−1H 2

T S

x1=N 1
−1H 1

T R11
−1 z1



  25 / 40

Becslés x2-re
● Az x

2
-re vonatkozó megoldás

● felhasználva a                                jelölést és azt, 
hogy

 

a megoldás:

x 2=N 1
−1H 1

T R11
−1 z1−K H 2N 1

−1H 1
T R11

−1 z1+K z 2

x 2=x1−K H 2 x1+K z 2=x1+K (z 2−H 2 x1 )

K=N 1
−1H 2

T S

x1=N 1
−1H 1

T R11
−1 z1

x̂2= x̂1+K ( x2− x̂1)ismerős?
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Erősítési és kovariancia mátrix
● Az S mátrixot visszaírva a K erősítési mátrix:

        
● A kiegyenlített paraméterek kovariancia mátrixa 

pedig az invertált hipermátrix bal felső blokkja:

● Végeredményben megkaptuk a statikus Kálmán 
szűrő egyenleteit az 1-es és 2-es epocha között

K=P11 H 2
T (R22+H 2 P11 H 2

T )−1

P 22=( I−K H 2)P11
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Erősítési és kovariancia mátrix
● Az S mátrixot visszaírva a K erősítési mátrix:

          ismerős?
● A kiegyenlített paraméterek kovariancia mátrixa 

pedig az invertált hipermátrix bal felső blokkja:

● Végeredményben megkaptuk a statikus Kálmán 
szűrő egyenleteit az 1-es és 2-es epocha között

K=P11 H 2
T (R22+H 2 P11 H 2

T )−1

P 22=( I−K H 2)P11

K=σ̂1
2(σ̂1

2+σ 2
2)−1
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Dinamikus Kálmán szűrő
● A rendszer x állapota is változik

a k – 1-edik időpontról a k-adik időpontra, ahol F 
az állapot átmenet mátrixa, u a rendszer 
gerjesztése, B a gerjesztés (vezérlés) mátrixa és q 
a zérus átlagú rendszer zaj, amelynek Q a 
kovariancia mátrixa

● az állapot átmenet utáni P – kovariancia mátrixot 
a kovariancia terjedés adja:

x k=F xk −1+Buk−1+q

P k
–=F Pk −1

– F T+Q
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A dinamikus Kálmán szűrő 
egyenletei

x̂ k= x̂k
–+K k ( z k−H x̂k

– )

K k=Pk
– H T (R+H P k

–H T )−1

P k
–=F Pk −1F

T+Q

x̂ k
–=F x̂ k−1+Buk−1+q

● A rendszer állapot és kovariancia előrejelzése

● A mérés utáni állapot és kovariancia frissítés

P k=( I−K k H )P k
–
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A Kálmán szűrő működése

előrejelzés

frissítés

1. állapot előrejelzése

2. hiba kovariancia előrejelzése

1. erősítés számítása

2. becslés frissítése a z
k
 méréssel

3. hiba kovariancia frissítése

x̂ k
–=F x̂ k−1+Buk−1+q

P k
–=F P k −1F

T+Q

K k=Pk
–H T ( R+H P k

– H T )−1

x̂ k= x̂k
–+K k ( z k−H x̂k

– )

P k=( I−K k H )P k
–

kiinduló becslések:

x̂ k−1 P k−1
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K erősítési mátrix szerepe

x̂ k= x̂k
–+K k ( z k−H x̂k

– )

● Ha a mérési zaj, R nagy lesz, akkor az inverze 
kicsivé válik és így K

k
 zérushoz közelít

– a mérések kis szerepet fognak játszani a 
frissítésnél

● Ha a mérési zaj, R kicsi lesz, akkor az inverze 
naggyá válik
– a mérések nagy szerepet fognak játszani a 

frissítésnél

K k=Pk
– HT (R+H P k

–H T )−1
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A szűrő paraméterezése
● a mérési zaj R kovariancia mátrixa általában 

előzetesen ismert
● a folyamat zaj Q kovariancia mátrixának felvétele 

nehezebb: általában nem tudjuk közvetlenül 
megfigyelni a becslendő állapotot

– rendszer azonosítás: egy másik Kálmán 
szűrővel kapjuk meg a Q, R szűrő 
paramétereket

– ha Q, R állandó, akkor P
k
 és K

k
 gyorsan 

stabilizálódnak
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Kálmán szűrő alkalmazásai
● objektumkövetés, mesterséges látás
● dinamikus helymeghatározás
● gazdaságtan, makroökonómia 
● inerciális navigáció
● pályameghatározás
● radar követés
● GNSS
● szeizmológia
● beszédjavítás
● időjárás előrejelzés
● navigációs rendszerek
● 3D modellezés
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Példa: járműnavigáció
● egyenes úton haladó jármű
● x állapot vektor: p helyzet és v sebesség
● input vektor u: vezérlő gyorsulások (skalár)
● sebesség változás:   vk+1 = vk + Δt·ut·uk + ṽk

● helyzet változás:       pk+1 = pk + Δt·ut·vk + ½Δt·ut
2
uk + p̃k

● állapot átviteli és mérési egyenlet: 

xk+1=[1 Δtt
0 1 ] xk+[Δtt2/2

Δtt ] uk+wk

yk=[1 0 ] xk+zk
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szimuláció paraméterek

● helyzet bizonytalanság: 10 méter

● véletlenszerű gyorsulások szórása: 0.5 m/s
2

● kezdeti állapot:  x = [ 0, 0] 
● rendszer zaj kovariancia mátrixa (DWNA, diszkrét 

Wiener fehér zaj gyorsulás modell):

Q=[¼ Δt·ut4 ½ Δt·ut3

½ Δt·ut3 Δt·ut 2 ]wacc
2 .
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Python program
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Python program
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Python program
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Eredmények
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Irodalom
● Detrekői 5.8.2: Folyamatos csoportképzés közvetítő 

egyenletekkel történő kiegyenlítéskor
● Kálmán-szűrés 1. 

Jupyter munkafüzet és Python kód: 
https://github.com/gyulat/Korszeru_matek/blob/master/KF1.ipynb

● Welch G, Bishop G: An introduction to the Kalman Fiter, 
TR 95-041, UNC, 2006

https://github.com/gyulat/Korszeru_matek/blob/master/KF1.ipynb

