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Bevezetés

® Cél: nagymennyisegu adat elemzese és
felhasznalasa
® Eszkoz: FFT-n alapulo spektralis
modszerek
konvolucios integralok, gombfuggvenysorok
folytonos (CFT), diszkrét (DFT), gyors (FFT)
Fourier-transzformacio
® Alkalmazas: Stokes, Vening-Meinesz,
Mologyenszkij integralok




Matematikai eszkozok

® konvolucio

® Fourier-sor

® potencial gombfuggvénysora

® folytonos (CFT) és diszkret (DFT) Fourier
transzformacio

® gyors Fourier transzformacio (FFT)



Konvolucios integralok

®* m=1 tomegpont V(x) potencialja
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Szuperpozicio (osszegzes)
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a testet tomegpontok osszegére bontjuk

a potencial jarulékokat 0sszegezzuk (integraljuk)



1D konvolucio

® sdrusegfuggveny és a h(x) un. magfuggveny
szorzatintegralja:

7(x)=] ple) hlx—¢) de



2D és 3D konvolucio

® Stokes-integral (sik kozelités) geoidundulacio
szamitasara:

|
S S IPE:

[(X—X’)2+(y—y’)

dx'dy’

S 1112

® Newton integral tomegvonzasi potencial
szamitasara:
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Konvolucio altalanos esetben

® altalanos esetben az integralas és a
fuggvenyek 1, 2, 3, ... valtozosak

o0

v (x)=ul(x )xh(x)= [ u(¢)h(x—¢)de

— o0

® a h(¢) magfuggvenyt tukrozzuk: h(-¢) es
eltoljuk: h(x — ¢)

. Y 4 T 4 Y 4 "
a konvolucio szokasos jele: %



1D Fourier-sor

® f(t)-nek trigonometrikus alaprendszer szerinti
felbontasa (t ido vagy tavolsag)

o0

f(t)==a, + (ancos nw,t+b sin na)ot)

0
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2 n=1

® alap korfrekvencia (rad/s, rad/km)
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A gombfuggvenysor is T
Fourier-sor

® Gombfeluleten adott (9, A) fuggveényre

f(91)=>. > (C, cosmi+S, sinml) P, (cos¥)
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1D Fourier-sor lesz beldle:

Fold)= iO(Amw) cos mi+B, (9 ) sinmi)

® Az f(9, A) fuggvenyt altalaban egyenld osztaskozi
racs pontjaiban szeretnenk eloallitani

® 5 x 5’-es osztaskozl racs pontjainak szama a
teljes foldfelszinre: 9 331 200

® EGM2008-as modell: 4 802 666 egyutthato

® 45 -10" szorzas és osszeadas kell(ene) a
gombfuggvenysor kiszamitasahoz FFT nélkul



Fourier-sor komplex alakban

ma) 4

® Euler Osszefugges: ¢ " =cosnw,t+isin nw,t
® komplex alak:
i inw,t
c e
— 00

® komplex egyutthatok:
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Periddusos fuggvény leképezése | :2::
diszkrét egyutthatokra -
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—
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komplex amplitudo spektrum

® az egyutthatok kiszamitasa (T periodus):
d+T

an% f ft)e ™ dt
d



Folytonos
Fourier-transzformacio (CFT)

® egy g(t) periodusos fuggveny (T — «)
hataratmenetre nemperiodusossa valik:

A g()

| .

T

R periddusos fuggveny




Fourier-transzformacio (CFT)

® direkt és inverz transzformalt par:

¢ =cos wt+isinwt periédusos fliggvény!



A CFT tulajdonsagai

® paros f(t) figgvény F(w) transzformaltja valos

A 1(t)
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® linearitas °

Flof (1)+Bg(t)/=aF | f (1) +pF g(t)|=aF () +fG (o)
® eltolas (fazis valtozas)

Fifli=t0) =F £ (1) e " =F () e "

® konvoluciotetel
FIf(t)%h(1)=F (0) H (o)

A konvolucio Fourier-transzformaltja
a tényezd fuggvenyek Fourier-transzformaltjainak
szorzata.



Dirac-fele egysegimpulzus

® Dirac-fele egysegimpulzus ,fuggveny” o(t):
mindenhol zerus, kivéve a t helyet, ahol
veégtelen nagy, de integralja véges

® Hasznos absztrakcio mint pl. a tomegpont
® |Impulzus sorozat:

st t 1ttt t t

0 T 2T 3T 4T ST t



Impulzus sorozat
Fourier-transzformaltja

® Impulzus sorozat CFT-je egy masik impulzus sorozat:
A

5(t) l A A A A A A A
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Mintaveéetelezés

® a mintavetelezes f(f) impulzussorozattal valo
szorzasat jelenti:

} 1t b F)
A A A A ::>
t ®

=10 215 3T = Wmax 0 (max



Mintavetelezett jel Fourier- T
transzformaltja (CFT-je)

® a mintavetelezett fuggveny CFT-je
(az ‘inverz’ konvolucio tetel szerint) f(f)-nek
az impulzussorozat Fourier-transzformaltjaval
vett konvolucioja lesz

® f(t) fuggveny F(w) transzformaltjainak (1/T-vel
atskalazott) masolatait a mintavetelezesi
211/ T (kor)frekvencianak megfelel6 kozonkent
egymas mellé helyezzuk és osszeadjuk

® ez a diszkrét Fourier-transzformacié (DFT)



Diszkrét HE
Fourier-transzformacio (DFT)
® a DFT 21/T korfrekvenciaval periodusos
® az egymas mellé tett masolatok atlapolodhatnak:
78
1 |F(o)|
spektrumis7tlésb6l aﬁé torzitas 1/T skalatényezé
\/ \/ \/ \/
®

27/T -n/T 0 #lT 21T



Diszkret <— periodusos

® Elv: ami az egyik tartomanyban diszkrét, az a
masikban periodusos (t <« w)

A 4Gl
F(f)

=>

t 1 | 1 @

0 . $55000,5SS ..
By Sl

komplex amplitudd spektrum

® Példa: a gomb ket iranyban is periodusos, ezert a
gombfuggvenysor ketszeresen diszkret: > >

4 (1),



Mintaveételezési tétel

® Akkor nincsen spektrumismeétiésbol adodo
torzitas (atlapolodas, aliasing), ha

T
6Omaxs ™
r

A |Ié(a))|

spektrumismétlésbdl adodo torzitas 1/T skalatényezs

Y g /5 TR THEERD VG D B o



Atlapolodas 3T

® Az atlapolodott magas frekvenciaju osszetevok
alacsony frekvenciaju torzitasként jelennek meg.

. |Ii'\(a))|

0 s/ eredeti kép hullam (Moiré) mintazat



Nyquist-Shannon tetel

® szukséges minimalis mintavételezesi (Nyquist) periodus:

® szukseges minimalis mintavetelezeési (Nyquist)
korfrekvencia:
2T

Nyqu1st T _260 max
min

0,

a jelben el6forduld legmagasabb frekvencia
legalabb kétszeresével kell a jelet mintavételezni



Kovetkezmeény (DFT)

® Ha a Nyquist-Shannon feltétel teljesul, vagyis
a mintavételezesi frekvencia legalabb
ketszerese a jelben el6forduld legnagyobb
frekvencianak, akkor F(w) masolatai
elkulonulnek, nincs spektrumismétlesbol
adodo torzitas (aliasing), €s eléeg a
masolatokbdl csak eggyel foglalkozni, ha azt
T-vel atskalazzuk (megszorozzuk).



Csak veges sok minta van

® a mintavételezes eredmenyekent elvileg
vegtelen sok mintaval kellene rendelkeznunk

® a gyakorlatban csak egy korlatozott
t € (tmin, tnax) tartomanybol vannak adataink

® mi lesz ennek a hatasa egy folytonos f(t) jel
eseteben?



Spektralis szivargas (leakage)

® levago ablakkal valé szorzas (—konvolucio!)

A1 e A|F(co)|
spektralis ,szivargas
levago ablak —— :> !
t» CO>
0 T4 0 1/1,

® ajel energiaja ‘atszivarog’ a kornyezo frekvenciakra



DFT transzformalt par

N-1

Fk:Z fne_l”kAwT k=0, ..., N-1
n=0
1 N-1

fo=—) F. ™"  n=0,.., N-1
Nk=0

® a DFT muveletigenye N? db komplex szorzas
és N(N — 1) db. komplex osszeadas



A gyors
Fourier-transzformacio (FFT)

® a DFT maveletigenyet csokkenteni lehet

binaris (N=2«) szamu adatra a mdveletigeny Nz-rQl

N log,N-re csokkentheto

® Cooley es Tukey (1965)

szeizmikus adatok idosoranalizise
® Danielson és Lanczos (1942)
® Gauss (18095)

aszteroida palyak interpolacidja



Az FFT hatekonysaga

® nem csak binaris szamu (2«) adatra mukodik
(ez a tobb torzstényez6s FFT, és akkor
hatekony, ha az adatok szama kis
torzsszamok, pl. 2, 3, 5 szorzatara bonthato)

® A kulonbség a DFT es az FFT muveletigénye
kozott oriasi lehet!
N=109 adat, 1 GFLOPS processzor (1 ns)

FFT-vel 45 masodperc
DFT-vel 63 év



Fizikai geodéziai alkalmazasok | i

® konvolucios integralok hatekony szamitasa
® Stokes, Vening-Meinesz, Mologyenszkij integral
® sik, 2D gombi és 1D gombi FFT
® terepi korrekciok szamitaa

® gyors gombfuggveny analizis és szintézis
szamitasa egyenkozu racsbol vagy racsra

® merési eredmenyek szurese konvolucios

szurdkkel (pl. GOCE gradiensek), wavelet
transzformacio, ...

specifikus



Stokes-integral szamitasa
FFT-vel

® 0 egyseggomb felszinére felirt Stokes-

integral:

47ryf

ng WPQ)dU(Q)

® Hogyan lehet 1 vagy 2 dimenzids konvolucios

integral alakjara hozni?



A Stokes fiiggvény

40
30
, 1 . E_u'll - , , . , TN,
S() = ——————0sin —+1—5cos(v) =3 cos(v) In(sin(e)/2)+sin~(4)/2))
sinfar /2 2
20
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gémbi szdgtdvolsdg



Stokes integral, sik kozelites

® 2D konvolucios integral (pl. vetlleti koordinatakkal)

1
N(x,y)=%dg(x,y)*l]v(x,y)

® magfuggvénye
2, 2
vlxy )=(x"+y7)
® kiszamitasa FFT-vel

N(x,y)ZZITyFlMG(u,v) LN(u,v)]

—1/2



Geoidundulaciok szamitasa oo
FFT-vel (2D Stokes)

® [ v(u,v) a magfuggvény Fourier
transzformaltja

® AG(u,v) a nehézségi rendellenessegek
racsanak Fourier transzformaltja

® az origoban Ly(u,v) szingularis, ezért a
megfelelé undulacio jarulékot kulon kell
Kiszamolni:

ON o(x,y)=Mjéy Ag(xy)
YN T




Gombi Stokes-integral

® gombi koordinatakban

N ( goP p ff Ag (@A) S ,ip;go,)t) cos @ dod/

® az S Stokes-fuggvény nem csak a ¢, A
koordinatak kulonbseégetdl fugg, ezert nem
konvolucios integral

® ...de a Stokes-fuggveny megfeleld
kOzelitéesevel azza alakithato: 2D gombi FFT




Stokes-integral megoldasa 2D
gombi FFT-vel

¢ atalakitjuk a Stokes-fuggvenyt ugy, hogy
csak a foldrajzi koordinatak kulonbségétol
fuggjon

S(y)=S(s)~S(p,—¢;. 1=, 0)

s> =sin*% =sin’ ¢ +s1n2§'lcos ¥ »COS ¢

2 2

sinzgl(p +sm2§’—/1 cos* P




2D Stokes gombi FFT

® a konvolucio most mar a gombon is
szamithato FFT-vel:

N(gpl ,/lk)Z%;wF_l [F{Ag(gaj,/li) Cosgoj]F[S(gol,/lk, g‘a)”

® az alkalmazott kozelités annal jobb, minel kisebb a
terulet E-D iranyu kiterjedése
® ... de azért mégis csak kozelités, nem igazan felel

meg a hagypontossagu geoid meghatarozas
szamara



Szabatos 1D gombi FFT

® Ha s szamitasanal nem alkalmazunk
kozelitest, a Stokes integral AA szerint akkor
Is 1D konvolucios integralla alakithato, mivel

S<¢l’j‘k’.gﬂj’j“i):S(gﬂl’gﬂj’dﬂki)

® Felhasznalva a Fourier-transzformacio
linearitasat, N db. 1D FFT-re van szukseg:

RAgoA/l
4 1y

N(gol,/l )= Z F[Ag COS @ ]F[S(goj,d/l)]



Vening-Meinesz integral
szamitasa FFT-vel

® az elv hasonlo a Stokes-integralhoz, mint pl.

2D sik FFT esetében
(

\

COS o
L’7 47ty ﬂ 42(0 sin o
E(xy) :LF_I FlAg| F cosoc/r2>

sin oc/rzj




Mologyenszkij-integral T
szamitasa FFT-vel

® A Mologyenszkij integral a Stokes integral
inverze

neheézségi rendellenessegeket szamit
geoidundulaciokbol

pl. altiméteres méreések feldolgozasahoz hasznos

48(0p.2 )=~ LN (0.2, )47 [ [N (02)=N(0,.1,)] 2(y) do



A Mologyenszkij-fuggveny

® A Mologyenszkij-integralnak a Stokes-
fuggvenyhez hasonloan szamitando
magfuggvenye :

Z(W):i)”(szr 1)P”(COSW):_4sin3(1w/2)




Mologyenszkij-integral sik
kozeliteses megoldasa FFT-vel

Ag(x,y)=—§N(x,y)

L[ FN () Fld ()| N (o) P F 1 Fld )|

TR [ O



Gyors gombfuggvény-sorfejtés| ::
szamitas FFT-vel

® | attuk, hogy paralelkorok menten ilyen
szummak kiszamitasara van szukseg
n N
> (Am cosmitB sinm/l)z > ¢ ™
m=—N

m=0 —
® Ha A egyenkozU racson adott, akkor ez

azonos a DFT szamitasaval

® A DFT szamitasa FFT-vel felgyorsithato, igy
a sorfejtes szamitasa is (O. Colombo, 1980)



Problémak:

® az integralokat a teljes foldfelszinre kell(ene)
szamitani, de:
® csak egy bels6 zénabdl vannak adataink

® eredmeény: csonkitasi (integralasi) hiba




Stokes integral csonkitasi hiba | :2:°

40

N (o]
o o

integrdldsi hiba (RMS, méter)
o

AN

30

60 90 120 150 180
integrdldsi sugdr (fok)



Problémak:

® azintegralast tehat a bels6 zénara végezzuk

® a kuls6 zénaban levo adatok helyett:
® geopotencialis modellt alkalmazunk,

® amelyet elveszunk (remove) a bels6 zéna
adataibol, majd

¢ az integralas utan a modell hatasat visszaallitjuk
(restore). remove-restore




A Stokes-integral szamitasa T
remove-restore eljarassal

® eltavolitjuk a AgrAszabadleveg0O nehézsegqi
rendellenességekbdl a geopotencialis modell
AgcM hatasat és a ¢ terepi korrekciot:

Ag=Ag"™"— Ag +¢

® hozzaadjuk a Stokes-integrallal szamitott N2¢
maradék geoidundulaciohoz az eltavolitott
hatasokat N-ben (N" az un. indirekt hatas):

N=NY + N +N"



Remove-restore eljaras 43

—>>

geopotencial modell

\/
geopotencial modellbdl

szamitott nehézségi —

rendellenességek

geopotencial modellbdl
szamitott
geoidundulaciok

nehézségi
rendellenessegek

\

Jremove”

maradék nehézseqi
rendellenességek

Y

maradek geoid FFT-vel
v

restore”

¥

— DTM -

v
terepi korrekciok

—>

gravimetriai geoid

<—Indirekt hatas a geoidra<—




Gyakorlati példak

® EGG97 eurdpai gravimetriai geoid

* HGTUB98, HGTUB2000 magyarorszagi
gravimetriai geoidmegoldasok a BME-n




EGG97: European Gravimetric
Geoid 1997

® IfE, Hannoveri Egyetem, Németorszag (Denker,

Behrend, Torge)

® EGM 96 geopotencial modell 360 fok- es
rendszamig (130 682 egyutthato)

® 3120 sorbdl és 4120 oszlopbdl allo, 1" x 1,5
szogperc osztaskozl foldrajzi racshalora adott

nehézségi rendellenességek (12 779 520 Ag adat)

® digitalis domborzatmodell (DTM)

® szamitasi modszer: 1D gombi (szabatos) FFT,
spektralis kombinacio



EGG97 megoldashoz
felhasznalt adatok

nehézségi rendellenességek

domborzatmodell (DTM)

Auflésung in m

KA Uber 5000
B3 2000 - 5000
B 1000 - 2000
EE soo0 - 1000
Bl oo 500
- Unter 100
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Quasigeoid Model EGG97
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Insfitut fiir Erdmessung
Universitat Hannover
Schneiderberg 50
D-30167 Hannover
Germany




HGTUB98, HGTUB2000 magyarorszagi ecs:
gravimetriai geoidmegoldasok °

®* BME Altalanos és Felségeodéziai Tanszék (T6th, Rozsa)

® EGM 96 geopotencial modell 360 fok- és rendszamig (130 682
egyutthato)

® 421 sorbdl és 505 oszlopbdl allo, 30" x 50” szogmasodperc
osztaskoz( foldrajzi racshalora adott nehézségi
rendellenességek (212 605 Ag adat)

® szamitasi modszer: 1D gombi (szabatos) FFT, remove-restore,
ill. spektralis kombinacio

® nem csak a geoid, hanem a fuggovonal elhajlas 0sszetevok
szamitasa is megtortént

® Az OGPSH 308 szintezett pontjan ellendrizve a geoidmegoldas
8,7 illetve 4,4 cm-es szorassal egyezik, de vannak kivago
ertékek



49 r T

A HGTUB98B megoldas

48.5

47

46.5




a folytatasban:

A nehézsegi eroter meghatarozasa inverzios
modszerekkel (kollokacio, radialis
bazisfuggvenyek)
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