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I Attekintés

* GNSS méresek feldolgozasa
* Egesz értekl legkisebb négyzetes eljarasok

* Csoportos es szekvencialis kiegyenlitées
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I GNSS meérések feldolgozasa

* Szatellita geodéziai haldzatok kiegyenlitése
 Funkcionalis és sztochasztikus modell
* Mérések és kovariancia matrixok

* Feldolgozo szoftverek
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Szatellita geodéziai halézatok
kiegyenlitése

* GNSS rendszerek

- NAVSTAR GPS (USA)

- GLONASS (orosz)

- GALILEO (EV)

- BEIDOU 1, 2/COMPASS (Kina)
* meresek

- abszolut geocentrikus helyzet (navigacios, PPP /RTK)

- relativ (koordinata kulonbségek, SD, DD, RTK /halbzati)
* |épései

- elOzetes feldolgozas (szdresek, fiktiv merések kepzéese)

- halodzat kiegyenlités (RTK/PPP-nél elmarad - Kalman
szUreés)
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I Modell

* altavolsag-meresek (P kdd- vagy @ fazistavolsag)
(nemlinearis) kozvetito egyenletei

L=f(X)

L. a mérések vektora

X a parameterek vektora:
— az allaspontok koordinatai

— a muhold palyaszamitashoz szikséges parameterek
(perturbaciok, foldforgas parameterek)
— jelterjedest befolyasolo [égkaori és egyeb hatasok

— muhold és vevlo parameterek (6raallas, faziscentrum

kUlpontossag, ...)
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A kozvetito egyenletek
linearizalasa

sorba fejtéssel linearizalunk

f{X#ox)=f(X) oy +2, 8]8‘()()()

ox +...
XZXO

* a magasabb rendud tagokat elhanyagoljuk

matrixos alakban felirva a linearis
kozvetitoegyenletek:

b=A4 x+v

nXl nXm mXl nXl

minden esetben iterativ megoldas szukseges

° az ismeretlenek elozetes X, értékei helyen Taylor-
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I Linearis méreési kombinaciok
* két frekvencian mérunk: L1 és L2 (19 és 24 cm)
* kombinalassal mesterséges frekvenciat képzunk:

Jom=nfi tmf
in,m :Al 12/(7/1 12 + mil)

n  m  Alcm] nev hatasa

1 -1 36,4 L5, wide lane jono/tropo hatas min.
1 1 10,7 L6, narrow lane meresi zaj min.

/77 -60 54 L3, iono free ~jonoszf. mentes

60 77 00 L4, geom. free tavolsag mentes
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Relativ helymeghatarozas
kulonbhségkepzessel

° egyszeres, kettds és harmas kulonbsegek

t mérési idépont

t mérési idépont

t mérési idépont

a j jelli miihold a j jeli miihold a k jeli mihold
palydja— palyaja palyaja
egyszeres kettos
kiilonbség kiilonbség
vevo
vevé az vevd a vevo az vevé a orahiba
A pontban B pontban A pontban B pontban
t_z n:ere5| t, mérési
t, mérési idopont idépont .
idépont L ri\ere3|
idépont
j jelt miihold
I dlydia a k jeld miihold ] o
palyaja a véletlen hibak a
kiilonbségképzéssel
harmas noévekednek!
kiilonbség
,, ~ 8/55
vevod az vevd a
A pontban B pontban



I A sztochasztikus modell

* merésekhez tartozé sztochasztikus modell (a priori
kovariancia matrix) szikséges a kiegyenlitéshez

* a kulonbo6zb meresi tipusokat (kdd, fazis), az idoben
egymast kovetd mereseket altalaban (jobb hijan)
egymastol fuggetlen azonos szorasu v.v.-nak tekintjuk:

1
M=o’
1

* ez a modell pontosithato, mert vevofuggo idobels
korrelacio tapasztalhato az egymast kdvetd méreési
epochak és meresi frekvenciak k6zott (Bona P. 2000)
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Vevofuggo korrelaciok

Autocorrelation, Trimble 4000 SSi.L2,PRN 30 TABLE 6
1 T Lt T

Corpelation between the observation
08 | | - types, Leica 500
0.6} \\\ ‘ i iz 1 p2
0.4} \\\ ]
\ L1 0.54 0.03 0.07
\ L2 ~0.15 -0.37
021 * 1 C1 0.12
P2
0 | TABLE 2.
025 5 — ;;o o 15 20 Time lag where the autocorrelation
- = _ becomes ahout zero
FIGURE 13. Autocorrelation for Trimbie 4000
Forras: I_Deter Bong (2000): Pr_eC|S|on, Cross Rehiach : 1 2 & 3
Correlation, and Time Correlation of GPS Dassault-Sercel , 1 3 14 14
Phase and Code Observations, GPS JPS 00 1 4 6 5 5
Solutions, 2000, Volume 4, Number 2, Pages e o 00 S5 e T
3-13 Leica CRS 1000 1 1 20 — 45
Trimble 4700/ MS 750 1 1 - 1




Ismétlés: hibaterjedés

* A hibaval terhelt mennyiségek (4; , n db.)
faggveényei ( f;, s db.) is hibaval terheltek

- A hibak terjedésének mddjat a hibaterjedés térvenye fejezi ki

c U=fi(4,.., 4,), i=1,..s
* Parcialis derivéltakaétfixa: .
of,  of,
04, o4,
F = .. :
oo, e
04, o4,

* Fuggvenyek N kovariancia matrixa a merések M kovariancia
matrixabodl szamithato:

N=F'"M F
(s,s) (s,n) (n,n) (n,s)
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Linearis kombinaciok kovariancia
matrixa

* hibaterjedéssel szamithato

* pl. a wide-lane kombinaciéra

A+ I I
_ r _ M7 o : _ 2 .
MWL—DWLM DWL— 50 .. =0wL ..
(’12_/11> 1 1
ahol
Ay Ay
— 0 0
’12_11 }“2_}“1
Dy =
0 0 Ay B A
’12_’11 ’12_’11. 12/55




Egyszeres kulonbhségek
kovariancia matrixa

* hibaterjedéssel szamithato

1 ' 1
Moy=DoeM D =20 . =0k
] 1]
ahol
1 —1 0 0
DEK: .
0o 0 - 1 —1]

* a kétszeres kulonbségek Mk kovariancia
matrixa mar nem atlos matrix 13755



GNSS-halozatok kozvetett
kiegyenlitése

* meérési eredmeny a ket vevoallomas altal vett jelek
kiértéekelése soran meghatarozott vektor (AX, AY,

AZ) OsszetevOi
° a sztochasztikus modell az M kovariancia matrix
(és esetleg az m,, sulyegyseg kdzephiba)

m m m

XX yz Xz

M = m m
yy vz

zzZ
n
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ISl]Iymétrix szamitas

* halozati sulyegyseg m, kozéphiba
tetszOlegesen vehetoO fel az egész halbzatra
egységesen

* a P sulymatrix (Q sulykoefficiens matrix)

P=mg, M~ =mg, (mg, Q)
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IA vektormeéreések javitasi egyenlete

* vektor kOzvetitoegyenlete AX =X, - X,

* K: kezdbpont, V. végpont
* az i-edik vektor javitasi egyenlet matrixa:

0 o -1 0 0 0 -0 100 0 0]
4.=0 O 0 -1 0 0 -0 01 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 00 0 1 0 0

* az egyenletrendszer hasonld a szintezesi
halozatok javitasi egyenletrendszerehez

* csak a P sulymatrixon keresztili fugg 655



Az egyszerre meért vektorok
kiegyenlitése

* 2-nel tobb vevd dolgozik egyutt
* szamithato vektorok szama:

fuggetlen
vektorok szama

vektorok szama 1 3 6 10 21  n@n-1)2

vektorok/vevok 0,5 1 1,5 2 3 (n-1)/2
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Feldolgozandoé vektorok
kivalasztasa

* maximalisan lehetséges k6zo0s mérések szama
alapjan

* legrovidebb lehetseges bazisvonalak alapjan

* elOre definialt bazisvonalak

* STAR strategia (csillag elrendezes referencia
bazissal)
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Pontossag, meghizhatosag
meghatarozasa

* kiegyenlitett mennyisegek kovarianciamatrixa

* abszolut és relativ hiba- ill. konfidencia
ellipszoidok

* kiegyenlites eredmeényeinek statisztikai
elemzese

* durvahiba szurés, sulyegység kozéphiba teszt,
data-snooping
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I Hibaellipszoid

2
Ry Cxy Cxz
. . _ 2
P pont kovarianciamatrixa: M=\cy uy cy,
(3.3) 2
Cxz Sz Hz|

* fétengely-transzformacio
M s =4 s
(3,3)(3,1) (3,1)
* karakterisztikus egyenlet gydkei a A, A,, A,
sajatértékek

2
Uy—A  Cyy Cxz
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I Hibaellipszoid

* Afotengelyekhez tartozo '/11 0 0]
kovarianciamatrix Mg=l0 A, 0
* hibaellipszoid egyenlete: 0 0 /A,
Z A
2 2 2
+—=1
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I Ponthiba, kozepes ponthiba

. Pponthiba  P=VSp M=y i+ uy+iy =3+ i+

* K kozepes ponthiba K:£

V3

* D determinans
DZ\M \2/11/12/13
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GNSS-feldolgozo szoftverek

Bernese 5.0, 5.2 (Berni Egyetem Csillagaszati Tanszek,
Svajc)

GIPSY-OASIS (JPL, Caltech, USA)

GAMIT-GLOBK (MIT, USA)

GPSTk (ARL, Texasi Egyetem, USA, www.gpstk.org)
RTKLIB (T. Takasu, www.rtklib.com)

gLAB (ESA, gAGE/UPC, gage.upc.edu/gLAB)
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BBecrnese GPS Software

Bernese 5 szoftver

* Berni Egyetem Csillagaszati Tanszéke altal

fejlesztett, tudomanyos igényld GNSS feldolgozd
program (v5.2: 432 326 programsor)

Nttp://www.bernese.unibe.ch
_LKN kiegyenlités (GPSEST)
automatizalt feldolgozas (BPE)

megoldasok kombinalasa (ADDNEQ2;
szekvencialis kiegyenlités)

hibaszdresi algoritmusok (RNXSMT, CODSPP,
MAUPRP)
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I Egész értéku kiegyenlités

* Az ismeretlenek (egy része) csak egesz erték lehet

- GNSS fazisciklus tobbértelmuiségek
* megoldasi eljarasok
- egészre kerekites (IR)
- |lépesenkeénti egeszre kerekites (1B)
- egész ertéku legkisebb negyzetek (ILS)
- tobbértelmUsegek dekorrelacioja
- hanyados vizsgalat (ratio test)
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I Parameterbecslés

* Ismeretlen fazisciklus tobbertelImlségek a vektora a kettds
kulonbségek linearizalt egyenletéeben:

y=Aa+Bb+r

° a. egész ertekl paraméter vektor
* b:valos értéki( paraméter vektor
* A, B:ismert egylitthatdé matrixok

* 7. véletlen zaj (Gauss-eloszlasu, ny kovariancia matrixszal)
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I Lebegopontos (float) megoldas

* EIsO |épésben az a fazisciklus tobbértelmidsegek
egész szam jelleget figyelmen kivul hagyva
becsuljuk a paramétereket és kovariancia
matrixukat a legkisebb négyzetek modszerevel:

Q&Zz Qcﬁ?
2%

. - Q>.
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I Egész megoldasok becslése

* Az S leképezési fuggvénnyel becstljuk az @ megoldast:
a=S(a)
* kulonbozo lehetbsegek
- egeszre kerekités (IR)
- lepésenkenti egészre kerekites (IB)
- egész erteku legkisebb négyzetek (ILS)

* elfogadasi teszt (pl. hanyados vizsgalat, ratio test)
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I FiXx megoldas

* Atobbértelmulségeket egész szamokkeént rogzitjuk

* A tobbi parametert ujra becsuljuk a rogzitett egész
ertekl paramétereket felhasznalva:

* Kovariancia matrixot is becsuljuk:
_ o —1
=i ™50 %aa L
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Egész értéku legkisebb
négyzetek modszere (ILS)

* Atdbbértelmiségeket egész szamokként becsulve, a minimum feltétele:

v . A T —1 ( A )
d=min(a—z) O, (a—z
z€Z’
* A minimumot ado parameéter vektort az egész ertekd racspontokon torténd
kereséssel kapjuk meg a Z =Z'd kdzéppontu, O;; kovariancia matrixszal
megadott n-dimenzids hiper-ellipszoid belsejében:

Flz)=(z-z) 0./ (2—z)<y*, z€Z

zZ

* A Y2 parameter hatarozza meg a keresési ellipszoid méretét. Az az egesz

érték(i z rdcsopont a megoldas a hiper-ellipszoid belsejében, melyre F(z)
minimum.
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I Dekorrelacio

* A hiper-ellipszoid elnyult alakja miatt a kereses sokaig tart

* Dekorrelacioval (Z - transzformacio) az elnyult alak
megszUntethetd és a keresés gyors lesz
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I Példa

Az eredeti kovariancia matrix erosen korrelalt

49718 3.8733
3.8733  3.0188]

Q:

* korrelacios egyutthato: 7 = 0.9998
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I Z matrix

* harom lepeses Gauss transzformacioval a
korrelacid lecsokkenthet6

1 0 1 5 1 0
Z — Z — —
-1 1 >0 1 =1
a4 s
7=7,7,7,= -
0=707"= 0.0868 0.0347
0.0347 0.0878

* korrelaciés egyutthato: = 0.3975 33/55



I Lépéesenkénti transzformacio

r=0.9998 3 r=-—0.9974 r=0.8349

3 3
21 - L4 L * L 4 27 * * * * * 24 . . . . .
14 1 . . . . . 1
01 04 04 - . - -
-1 1 -1 . . . . . -1 4 . . . . .
-2 . . . . . -2 A . . . . . -2 4 . . . . .
73 T T T T T _3 T T T T T _3 T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 _3 Y A 0 1 2
3 3 3
24 . . . . . 2 1 - - - - - 2 - - - - -
1 . . . . M 1 - - - - . 1 . - - . .
04 04 - - - - 0 . . O . .
-1 1 . . - - . -1 - . - - . - -1 A . . - . .
-2 4 - . . . . —2 . . . . - -2 4 . . - - -
r=0.3975
-3 T T ! ! ! -3 T T T T T -3 T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2




Csoportokban tortéeno
kiegyenlites

Alapelve, modszerei

Folyamatos csoportkepzés, szekvencialis
kiegyenlites

Csoportos kiegyenlites alkalmazasa a
geodéziaban

GNSS meresek szekvencialis kiegyenlitése
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Csoportokban torténo

kiegyenlites

* A meérések egyideju kiegyenlitése helyett
csoportokra bontva vegezzik azt

* Okok:

- megoldando normalegyenlet meretenek
csokkentése

- kulonbo6zo idoben elvegzett mérések
(mozgasvizsgalat, on-line meéresi es
feldolgozasi mddszerek

- durva hibak kimutatasa utani, durva hibas
méresek kihagyasaval torteno kiegyenlites ., ..



Csoportonkenti kiegyenlités
elve

* feltételi, javitasi, kényszerfeltételi vagy
normalegyenleteket csoportokra valasztjak szet

* a csoportokat kalon-kulon dolgozzak fel

* alapfeltétel: a csoportonkeénti kiegyenlités
ugyanarra az eredmenyre vezessen mint az
egyuttes kiegyenlites:

T T T —
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I Kétcsoportos modszer

az egyenletek valamely meglev6 csoportjahoz
egy tovabbi csoportot vonnak hozza

a két csoport egyuttesen alkotja az Uj csoportot

ehhez kerul hozza a harmadik csoport, stb. =
iIsmételt kétcsoportos modszer

a csoportok 0sszevonasakor az egyes csoportok
kovariancia- (suly-) matrixat a terjedesi torvenyek
felhasznalasaval kepezzuk
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I Csoportképzes tipusai

* folyamatos csoportkepzés

- 2., 3., ..., k-adik csoporthoz tartozé normalegyenletet
mindig az 1. csoporthoz tartozoval vonjak ossze

- Pelda: mozgasvizsgalat, on-line méresfeldolgozas,
szekvencialis kiegyenlités: i. csoportbdl (i+1)-dik

* 0sszekapcsolasos csoportképzes

- az 1. csoportot egymastol flggetlen blokkok

alkotjak, amelyek kozott a kapcsolatot a 2. csoport
blokkjai biztositjak

- Pelda: kulonbozo orszagok geodéziai halézatainak
egyuttes kiegyenlitése
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I Folyamatos csoportképzes

________________

_________________________________

__________________________________________________________________
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I Osszekapcsolasos csoportképzés

* 1. csoport: belsd (sajat) ismeretlenek

egymastol flggetlen N blokkok

* 2. csoport: kulsb (k6z06s) ismeretlenek

l. cs.

0

0
N

2. cCS.

: Na2
N,
: NCZ

___________________________________________________________________

N 0
() jerle)
0 0

N2a N2b

N22
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A tovabbiakban megvizsgalt
esetek

* Folyamatos csoportképzes kozvetitd egyenletekkel
(1l. kiegy. csoport)

- EgyUttes es csoportonkenti kiegyenlités
0sszehasonlitasa

* Normalegyenletek 6sszeadasa (stacking)

- Alkalmazas GNSS mérések feldolgozasa
esetéeben
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Folyamatos csoportképzeés
kozvetito egyenletekkel

* el6szor n db. meres és feldolgozasa:

vi=d4x, =1
—( 4T -1 4T _ar—1
x,=(4, P, A,) A P, [,=N""n
* masodszor s db. méres (fuggetlen az elsotol)
v,=4,x,—1,

(AITPII Al +A§P22A2)X2—< AITPII ll+A§P22 ZZ)ZO

egyuttes normalegyenlet, X, az Uj parameter becslés,
ezt kell meghatarozni X, segitségevel
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I Normalegyenlet atalakitasa

* y paraméter vektor bevezetése az egyuttes
normalegyenletbe:

Ay Py A+ Ay Py Ay) xy=( A} Pyl +45 Pyyl)=0
APy Ay )x,= 4 Py L+ Ay Poy( 4y x,=1,)=0
Nx,— 4, P\l + 4, y=0
y=Pyl4yx,=1y)

* 0-ra rendezve az y-ra vonatkozo6 egyenletet:

—1
Azxz_lz_Pzz y:O 44/ 55




A megoldando egyenletrendszer
(ld. Detrekoi, 5.300)

T \r 11,7 ]
N A4, ||x, _ A, Py

________________

_________________________________

a bal oldali hipermatrixot kell invertalni (figyeljuk meg a szerkezetet:
folyamatos csoportképzesrol van szo)

szamunkra az x,-re kapott megoldas lesz erdekes
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I Hipermatrix inverze
ROzsa Pal: Linearis algebra és alkalmazasai, (5.1.25)
A BIlI|F G|_|E 0
C D ’

A|#0
H 1 0 E |

F=A4"'+4"'B(D-Cc4™'B)'c4™"
G=—A'B(D-CA™'B)"!
H=—(D-C4'B)'c4™
I=(D-CA™'B)™!

kozvetlenul szamithatd Gauss eliminacidval a blokkokon:

4 B E O| J[E 4'B 4" 0| |E 4B 4 0

C D 0 E C D 0 E 0 D-C4'B —-c4' E
[ 1 1

o |E 4B A 0

0 E —(D-C4'B)'C4' (D-CA 'B)"

E 0 A'+4'B(D-C4'B)'c4™" —4'B(D-C4'B)’
0 E —(D—c4™'B)'c4a™ (D—CA'B)"!
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I Egyutthaté matrix inverze

N 4, [F -s]_[E
A4, —P,|lH 1| |0

)
E-

F:N_I-I-SAZN_I s x S méretd matrix
S=—N""A (P + A, N 4]
H=(P, +A,N ' A}) " 4,N""
1:_(P;21+A2N_1A§)_1
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I Az egyenletrendszer megoldasa

.xz.
L)

N4S4,NTT =S
H I |

figyelembe véve az i = 1. |épés eredmeényet:

x,=N"'4] P,

az i = 2. 1épésben kapott paraméter becslés:

X,=x+84,x,—8 [,

o -
Al Pllll

/

2

48 / 55



A kiegyenlitett paraméterek
sulykoefficiens matrixa

* az elso lepesben meghatarozott matrix:
O.,.=N"'=(4 P, 4,)"
x1x1 BNt Bl B B

* a masodik lepés utan:

Q000=9 10 t94,0, 1
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Egyuttes és csoportonkénti
kiegyenlités osszehasonlitasa

* egyUttesen (2 db r xr méretd matrix)
T ~1 T
xlz(Al P11A1) Ay Pyl
-1
xzz(A{PnAl"'AngzAz) (A1TP1111+A§P2212)

* csoportonkenti kiegyenlitessel (1 db r x r méretd, 1 db s X s méretd
matrix invertalasa)

-1
XIZ(AITPIIAI) AlTPnll
xzzN_1x1+SA2x1—S [,

minél nagyobb r - s, annal célszertbb 50 /55



Normalegyenletek o0sszeadasa
(stacking)

* Célszerl akkor, ha sokkal tobb a merées mint a
parameter (n ~ s >>r), és az egyes meresi
sorozatok fuggetlenek, példaul GNSS mereéesek
feldolgozasa eseten (ADDNEQ2)

* kdb. normalegyenlet (X k6z0s paraméter vektor
- el6zetes parameter kiklUszobolés):

k k
EE:(Aflgﬁfl ;X 2:"4 }ZZL

=1 i=1
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Normalegyenletek o0sszeadasa

* javitasi egyenletek és sulymatrix (fuggetlen mérések esetén):

RETEEER b0 e o
vy ||4,] |, 0 P, 0
IVkl lAkl Ilkl I0 0 - Pkl

* normalegyenletek elGallitasa a k6z6s x parameéter vektorra:

(4" P)-4 o (4"P)1
4, L p
APy, AP, e AP =2 4P, AP, 4P, AP =Y 4P
'Ak lk

52 /55




I Bernese ADDNEQ2 példa

* A szUuressel elvégzett Bernese feldolgozas
esetében (A2457.0UT):

Session meresek paraméterek
A 1707 34
B 1911 42
C 1805 44
D 1417 34

* sokkal tobb a meres, mint a paraméter

* celszerU a normalegyenletek 6sszeadasa
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* A szures nélkul elvégzett Bernese feldolgozas
esetében (B245?.0UT):

Session meérések paraméterek
1746 34
B 2058 39
C 1972 37
D 1592 37

* a meghatarozott parameterek

. , : , . implicit / el6re
P K I I
araméter tipus iegyenlitett explicit KikiisrEbalt
(114 L
allaspont koc,)rdlnatak, 9 9 0
sebessegek
aIIasPontonken’tl 15 15 0
troposzféra paraméterek
el6re kikiszobolt param. 86 0 86
0sszesen 110 24 86 4755




I Irodalom

* Detrekdi 5.8 fejezet, 9.5.4 alfejezet

« Adam et al. (2004): Mdholdas helymeghatarozas,
6. resz

* Husti et al. (2000): Globalis helymeghatarozo
rendszer (bevezetés), 6.7 fejezet
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