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I Attekintés

e Extrém érték elmélet

* Monte Carlo eljarasok
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I Extrem erték elmeélet

* Bevezetés
* Alapveto modszerek (GEV és POT)
* Extrém érték eloszlasok

* Alkalmazas: GNSS integritas vizsgalat
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I Bevezeteés

* Az extrem erték elmelet (extreme value theory, EVT) célja olyan
esemenyek valoszintiségének a becslése, amelyek kivul esnek a
megfigyelt adatok koren

* ilyen esemeények lehetnek
- szelsGseges idGjarasi események
- foldrengeések, erd6tuzek
- GNSS életvedelmi célu szolgaltatas meghibasodasa
- nagy karertékd biztositasi esemenyek
- gepalkatrészek tonkremenetele (kifaradas, korrozio)

- tozsdekrach
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I Bevezeteés

* Az extrem erték elmélet alapvetden extrapolaciot jelent a mérési
adatok korén kivilre

- koénnyen kritizalhato, termeészeténeél fogva nem megbizhato

- modell feltevéseken alapszik, a valésag ennél mindig
Osszetettebb

* Szilard matematikai alapokon nyugszik

- nem javasoltak még mas hiheto alternativat helyette

- a meglev) adatok legjobb felhasznalasara torekszik az extréem
esemenyek valdszinUsegenek kiszamitasa céljabol

- Ovatossagra van sziikség az alkalmazésa soran
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Hagyomanyos és extrem erték
statisztika

* hagyomanyos statisztika:
az atlagos viselkedésre
0sszpontosit

- kdzponti hatareloszlas
tetel

* extrem érték elmélet;
a rendkivuli és ritka
értékekre dsszpontosit

- Fisher-Tippett téetel




I Alapveto modszerek

* Klasszikus (blokk) modszerek
(GEV = Generalized Extreme Value)

- adott id6szakon (blokk) beluli maximum értékekkel
foglalkozik - mi legyen az adott idoszak?

* Kuszob feletti értékek elemzési modszere
(POT = Peak Over Threshold)

- adott kuszoberték feletti ertekekkel foglalkozik -
mi legyen az adott kUszobértek?

7141



I Kozos jellemzok

* az extrem érték elmélet altalanosan
alkalmazhato fuggetlenul a mert adatok
eloszlasanak (pl. Gauss eloszlas) feltetelezésetal

* az eloszlasok szélei az adatok és néhany
altalanossagban igaz feltételezes alapjan
meghatarozhatdk akkor is, ha nincs adat ebbdl a
tartomanybal
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I Eloszlasfuggvények

* Blokk maximum

M,=max | X, ..., X}
ha n — oo, akkor

M altalanositott extrém érték (GEV) eloszlast kdvet

* Kuszob feletti értékek
(X —u|X >uj
nagyon nagy u kuszob esetén

altalanositott Pareto-féle eloszlast kovet
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I GEV - Fisher-Tippett tetel

M =max{X, ..., X } eloszlasa (n — )
1-1
E#£0  G(y)=exp|—|1+& YA 5)
o
E=0 G(y)=exp|—exp Y;ﬂ)
o

ami az altalanositott extrém érték eloszlas (GEV)

parameéterek: u hely, o skala, ¢ alak
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I GEV eloszlas tipusok

¢ alak paramétertdl fuggden 3 tipusa van

Gumbel ¢c=0

©
Ou —_—
Glx)=expl-explx] S
S o
Fréchet E=1/a>0 ;
G(x)=exp|— 1+2 py
’ N
O
Weibull E=—1/a<0 ~|
a < Fr‘gchet
G(x)=exp|—|1+2 = T A
a




I GEV eloszlas tipusok

¢ alak paramétertdl fuggden 3 tipusa van

Gumbel ¢c=0

©

2
exponencialis szarny
o

A — <
Frechet  &=1/a>0 |
@)

sulyos szarny =
N..

o

Weibull  ¢=—1/a<0 -
17 s o
felsO vegpont S




I GEV eloszlasok

* A{X,, ..., X,} mintara, melyb&l a maximumok
szarmaznak:

* X.-k azonos eloszlasu, egymastaol fuggetlen
valdszinlsegi valtozok legyenek
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I Visszatereési szintek

* Adott ido (pl. 25, 50, 100 ev) alatt varhatoan
egyszer kapunk ilyen vagy magasabb érteket

* Ha E év alatt egyszer ter vissza: p=1/E

* GEV p-kvantilise: G(zp):1—p
_ o —¢
¢ #0 Zp—,u—gexp(l—yp)

¢=0 z,=u—ology,

ahol —log( p)
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I Visszatéreési szint gorbe

* abrazoljuk z, -t log(1 — p) -vel szemben logaritmikus skalan

- linearis (egyenes), ha =0

- konvex gorbe, hatarértéke y—z ,hac<0
- konkav gorbe, hac> 0

Pirazzoli et al. 2007
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I Kiszob feletti értékek (POT)

* Azok az esemenyek extrémek, amelyek
meghaladnak egy kiuszobot

* Ha a kuszob eléeg magas, az azt meghalado
adatok hasonldan viselkednek

* Elonye, hogy altalaban tobb adatunk van

* A kuszobérték helyes megvalasztasa kritikus pont
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I POT eloszlasa

* Az Y, ={X,—u|X;>u} , vagyis egy u
kUszobertéket meghalado X, ertekek eloszlasa
nagy u értékekre (1 — o)

altalanositott Pareto-féle eloszlast kovet (GPD)

paraméterek: o skala, ¢ alak

1
£

H(y| X >u)=1— 1+5al

u
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Kuszob valasztasa:
atlagos meghaladas abra

* TetszOleges u kuszobre abrazoljuk az X, — u
varhato erteket (atlagat) azokra a
megfigyelésekre, melyekre X. > u az u
fuggvenyében

* Ha a Pareto modell igaz, akkor ez a gorbe
kozelitOleg linearis lesz

* Tehat ugy kell megvalasztanunk a kuszob érteket,
hogy a gorbe mar linearis legyen
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I Atlagos meghaladas abra

* R csomag: 'evir', meplot(danish)
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I POT eloszlas tipusok

¢ alak paramétertdl fuggden 3 tipusa van

Gumbel ¢=0 exponencialis szarny
H(y)=1—exp| -2
O-u
Pareto(Fréchet) E>0 sulyos szarny
1
I—H(y)~ey *
Weibull E<0 felsd végpont
O-Z/t
a)F__
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Kiuszob valasztas:
parameter - u abra

* Tetszbleges u kliszobre abrazoljuk a ¢ vagy a o
parameter becsult értékét azokra a

megfigyelésekre, melyekre X: > u az u
fuggvenyében

* Ha a Pareto modell igaz, akkor ez a gorbe
kozelitbleg konstans lesz

* Tehat ugy kell megvalasztanunk a kuszob érteket,
hogy a gorbe konstans legyen
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¢(u) stabilitas abra

(parameter stability plot)

* R csomag: 'evir', shape(danish)
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Alkalmazas: GNSS integritas
vizsgalat

* légiiranyitas szempontjabol (ICAO LPV) a hiba (MI:
Misleading Information) elfogadhaté maximalis
valészinUsége 2:107 150 s alatt (24 évente 1)

- klasszikus statisztikai modszerekkel nem kezelhetd

* extrem értek elmelet jol hasznalhat6 az Ml
valdszinlseg becslésehez

- GIMAT: GNSS Integrity Monitoring and Analysis Tool
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I VPE/VPL

* VPE: magassagi pozicio hiba
* VPL: magassagi biztonsagi szint

* VPE/VPL > 1 := ML (félrevezetd informacio)

VPE /VPL distributicn

10 ¢ ;
3 havi GPS/EGNOS
o e ™ | adatok
! ™ . (> 6 millié epocha)
| " vonal: Gauss-eloszlas
i | i
§ | |
2107} {
£ |
) |
10‘;— ;
" ~ Veerman et al. 2009
™ 005 01 015 02 025 03 035 24/ 41
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I Monte Carlo eljarasok

* Szamitasi algoritmusok széles kore, melyek ismételt
véletlen mintavetelezéssel allitanak el6 szamszer(
eredmenyeket

* Hagyomanyos eszkozokkel nehezen vagy egyaltalan nem
vizsgalhato problemak

* F6 alkalmazasi teruletek:
- optimalizacié
- numerikus integralas

- adott eloszlas szerinti minta generalasa
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I Lépések

1) Meghatarozzuk a lehetséges ertékek
tartomanyat

2) A tartomanyon megadott eloszlas szerint
véletlen mintakat allitunk el6

3) A mintakon valamilyen eloirt szamitast vegzunk

4) Osszesitjuk a kapott eredményeket
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Mintavetel tetszoleges
valoszinuségeloszlashol

* Rendelkezunk a (0O, 1) intervallumban egyenletes eloszlasu
véletlenszamokat szolgaltaté eljarassal

Az F(x) eloszlasflggvény( valdszinlségeloszlasbol
szeretnenk n elemd mintat venni

Ismerjlk az F(x) eloszlasfuggvény inverzét, az
F'(y) =F (p) kvantilis fuggvényt

ElGallitunk n db y, egyenletes eloszlasu véletlenszamot
(i=1,...,n)

Az x,= F '(y,) a keresett n elem{ minta
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Mintavetel tetszoleges
valoszinuségeloszlashol

s A F()
=F(x.
yl yl (xl)
‘xi:F_l(yi)
Vi >
y Fl(p) kvantilis fuggvény
0 XXX ~
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Analitikusan megadhato
kvantilis fuggvények

Density f (z)
Exponential(\)

F(z ) X=F-Y(U) Simplified form

Ae™M = >0 1-¢ ™3 —%log{I-U) —%loz(U)
Cauchy(o)
o 1 1 z : 1
W -—+——a.r¢ta.n(-;) otan(m( U—;)} ctan(rU)
Rayleigh(o)
- ’2 ":
T:f_,, 2*  2>0 1—e 2° ov/-log(1-U) ov-log(T)
Triangular on(0,a )
2 z 2 z?
~(1-—),0<z<a =(z-—) a (1-V1-U ) a(1-VTU )
a a a 2a
Tail of Rayleigh
kil kst
ze ? .z >a >0 1-¢ * a?~2log(1-U) vV a?-2loglU
Pareto(a ,b)
ab® b.* b b
o ¢ >b>0 1—(-;) =) TV

Devroye (1986)
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I Elutasitd mintavetel

* javasolt eloszlabdl vett minta elfogadasa/elutasitasa

1

— cel eloszlas
— — javasolt eloszlas

elfogadjuk a mintat
—— elutasitjuk a mintat
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I Véletlenszam generatorok

* fontos szempontok:
- statisztikai minGség
- elOrejelezhetdség
- reprodukalhaté eredmenyek
- ismétlesi peridodus
- futasido
- tarigény
- kddméret, bonyolultsag

- tetszOleges dimenzidban egyenletes eloszlas
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Eloszlasfuggvéenyek terjedése nem
linearis rendszeren keresztul

* Ismert a vizsgalt rendszer modellje: y = g(x)

 Bemenetix; (i=1,..., m) mennyiségek (egylttes) vsz. eloszlas fuggvényei
is ismertek: Fi(x,) ( F(x))

* El&allitunk az ismert F(x;) eloszlasok ( F(x) ) alapjan véletlenszerGen egy

lehetséges X bemenetet és meghatarozzuk a g flUggvény alapjan az y,
(k=1 ..., n) kimeneteket

* Monte Carlo: Az eljarast sokszor (N-szer) megismételve az y, kimenetek
mindegyikébdl N elemd mintat kapunk

* A kimeneti mennyiségek tapasztalati eloszlasait meghatarozzuk
» Az eloszlasok segitsegevel az y, kimenetek legjellemzobb értékeit és

bizonytalansagait kiszamitjuk
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Monte Carlo mododszerek alkalmazasa a
meéreési bizonytalansag meghatarozasara

* A GUM Supplement 1: ,,Propagation of distributions using a Monte
Carlo method” 5.1.1

a) modell felallitasa
1. a mérendd mennyiseg, Y definialasa

2.az X=X, X,, ..., X)) bemeneti mennyiségek meghatarozasa,
amiktol Y fugg

3. az X-et és Y-t 0sszekapcsoldo modell megalkotasa

4. a meglevo ismeretek alapjan X;-k eloszlasfUggvenyeinek (Gauss,
egyenletes, haromszog, stb.) megadasa, illetve nem fuggetlen
X-k egyuttes eloszlasfuggvényinek a megadasa

b) terjedés

c) Osszefoglald statisztikak készitése Y eloszlasfuggvényéral
35/41



Monte Carlo mododszerek alkalmazasa a
meéreési bizonytalansag meghatarozasara

* A GUM Supplement 1: ,,Propagation of distributions using a Monte Carlo
method” 5.1.1

a) modell felallitasa
b) terjedés

1. az X;-k eloszlasfuggveényeinek terjedése a modellen keresztul, hogy
megkapjuk Y eloszlasfuggvenyet

c) Osszefoglald statisztikak készitése Y eloszlasfuggvenyeral

1. az Y varhato értéke lesz a mennyiség y becslése (nem minden
alkalmazas szamara megfeleld)

2. az Y standard bizonytalansaga lesz az y mennyiség u(y) standard
bizonytalansaga (Cauchy eloszlas esetén nem létezik)

3. megbizhatdsagi tartomany készitése, mely Y -t elGirt megbizhatosagi

valészinldséggel tartalmazza
36 / 41



I Eloszlasfuggvenyek terjedése

* amérendd mennyiseg, Y eloszlasfuggvenye:

gn)=] | gx(&)on—r1(&))dé y--dé,

— 00 — 00

* analitikusan az integralas nem vegrehajthato, helyette
Monte Carlo szamitasra (MCM) van szukség
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I Eloszlasfuggvenyek terjedése

/AN
gy (1)

gX3 (63)

Az eloszlasok terjedésének illusztracioja N = 3 fliggetlen bemeneti mennyiségre
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Monte Carlo szamitas

az X bemeneti mennyiségek

egyuttes g,(c) » megbizhatdsag
eloszlasfiiggvényei valdszin(iség

az Y= modell M db Monte Carlo
) Kisérlet

v v

Mdbx,...,x, vektora g (&
eloszlasfliggvényekbdl

y \
Mdby = fix) modell értek,
r=1,....M

\/

G tapasztalati
eloszlasfuggvénye

v v v

Laz Y kimeneti mennyiségJ

y becslese és u(y) standard Diow Viin] MeGbizhatosagi

az Y kimeneti mennyiség az Y kimeneti mennyiség
bizonytalansaga intervalluma
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MCM példa

n—-—

-
——.

&~ & = &~

Zxi(&) =

o
-~
T I T

O
o
LA L

10

gy (k)

Feldnummer & —

(Siebert — Sommer, 2004)
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I Irodalom

* Steiner F. (1990): 5.1.3 pont
 Barabas B. (2010); Extréemeérték-elmélet BME TTK

* Brodin E. (2006): A Non-mathematical
ntroduction to Statistics of Extremes NFT 3/2006
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