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I Attekintés

* Bevezetes a Bayesi statisztikaba
* Metrologiai alapfogalmak

* Mérési bizonytalansag meghatarozasa a GUM
elGirasai alapjan
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Bevezetés a Bayesi
statisztikaba

* szubjektiv valoszinlseg
* Bayes tétele
* Bayesi becslés és hipotezisvizsgalat

* a bayesi statisztika alkalmazasai a geodéziaban
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I A valoészinuség fogalma

* A klasszikus felfogas szerint a valoszinUseg objektiv
fogalom: a megismetelt események relativ
gyakorisaganak hatarertéke

* A bayesi keretek szerint a valoszinUség fogalma joval
szabadabban ertelmezhetd: nem csak tomegesen
el6fordulé esemenyek bekovetkeztéseét jellemzo
szamerték, hanem egyes, nem ismétl6do esemenyek
vagy allapotok bekovetkezésenek vart gyakorisagat
jellemzd mérdszam (szubjektiv valdszinlség)
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I Klasszikus és bayesi statisztika

* statisztikai szamitasok nagyrészt valoszinusegekkel
végzett sulyozott atlagolast vagy integralast
jelentenek

- klasszikus modszerek:
mintatérben integralnak vagy atlagolnak

- bayesi modszerek:

hipotézisekre (parameterekre) vonatkozoan
integralnak vagy atlagolnak
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I Bayes tétele

* Ha A és B két egymaéstol nem flggetlen
esemeény, az egyuttes bekovetkezésuk
valdszinlsege

P(AB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A)

* Ebbdl atrendezéssel megkaphato a Bayes-tetel

P(A|B)P(B)

P(B|A)= PlA
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Bayes tetele teljes
esemeényrendszerre

* Ha B nem egy elemi esemény, hanem B,

B,, ..., B, az események teljes rendszere, akkor
a teljes valoszinUség tétele

§P<A\B,->P<Bl->=P<A>

* ésaBayes-tétel(j=1,2,....K)
__P(4]B,)P(B))
K

Z P(4|B,)P(B,)

P(B|4)
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Pelda a Bayes-tetel
alkalmazasara

* A beszallitoé esetén a selejtarany 0.2, B beszallitonal pedig 0.3

Nem tudjuk biztosan, hogy egy adott szallitmany melyik
szallitotdl szarmazik

ElOzetes feltételezés a korabbi tapasztalat alapjan: 0.4
valoszinlséggel 4 szallitd, 0.6 valoszinliséggel B szallitd

egyetlen kételemU mintaban egy hibatlan és egy selejtes van
(k=1 a selejtes darabok szama, ez az adat)

Hogyan mddosul az elOzetes feltételezes a minta
ismeretében?
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I Szamitas
* Akeresett § paraméter diszkrét, csak két értéke lehet
(A vagy B volt a beszallitd)
* A parameter kezdeti valoszinUseg eloszlasa (prior)
P(A4)=0.6
P(B)=0.4

* A selejtes darabok & szdma binomiélis eloszlast kovet,

ezért az adat (k = 1) valoszinlisége a paraméter
fuggvenyében (ez a likelihood) igy irhato fel:

P(k=1|4)=2-0.2:(1-0.2)=0.32
P(k=1|B)=2-0.3-(1-0.3)=0.42




I Szamitas
* A keresett felteteles valoszinUseg szintéen kételem

,eloszlas” lesz (poszterior). mi az egyes beszallitok
valészindsége a minta ismeretében?

* Alkalmazzuk a Bayes-tételt
P(Alk=1)= P(k=1|4)-P(4) 032-0.6

> Pl=1[)P(i) 036

lEAB

(k 1|B)-P(B) 04204
> Plk=1]i)- (-)_ 0.36

i€(A,B)
* Kezdeti hitunk a mlnta hatasara kicsit megvaltozott:

A 0.6-rdl 0.53-ra, illetve B 0.4-r61 0.47-re

=0.53

P(Blk=1)= =0.47

* A példabdl jol lathatd a forditott irdnyu
gondolkodas 10755



A bayesi becslés
(kovetkeztetéselmélet)

* Bayes tetele - sUrdségfuggvényekre felirva

7 (o)=L (x]‘f();; ) o £(x16) £ (0)

* A 0 paraméter a becslés targya, az X minta a tapasztalati

eredmények. Az f(0) fejezi ki a paramétere vonatkozd a priori
ismereteinket (prior)

* Az f(x|0) a likelihood flggvény, az f(0|x) a becslés eredményét
jelentd a posteriori sUrdségfuggveny (posterior). Ez fejezi ki
milyen a vizsgalt parameéter eloszlasa. Az « jel az aranyossagra

utal, mivel f(x) egyetlen szdm (egy minta van)
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A klasszikus es bayesi statisztika eltéerései
(Hunyadi, 2011)

Tulajdonsag Klasszikus statisztika Bayesi statisztika
1. Paraméter Rogzitett Valdszinldségi valtozo
2. Valoszinilség Objektiv Szubjektiv is lehet
3. Klso informacio Nincs vagy csak kevés  Van és lenyeges

Valojaban csak egy van,

de feltételezziik az Csak egyetlen mintat
Ismetelt mintavétel értekeltink
lehetOsegeét
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I Hipotezisvizsgalat
* Lenyegesen eltér a klasszikus statisztikaban

megszokottol

* H,nullhipoteézis, H, ellenhipotézis szimmetrikus és
megfordithato (a klasszikus statisztikaban H,, kitUntetett
szerepet jatszik)

* Egyszer( valasztas két hipoteézis kozott a posterior
esélyhanyados (odds) alapjan

* prior eselyhanyados (PRQO), posterior esélyhanyados
(POO)

PRO=
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Osszefluiggés a prior és posterior
esélyhanyados kozott

* Egyetlen @ paraméterre, folytonos esetben
P(H,) | P(x|0,H,)P(60|H,)do
P(H,) [ P(x|6.H,)P(6|H,)do

POO =

* Ha a posterior eseélyhanyados egynél nagyobb, akkor a
mintavetel utan az ellenhipotézist tartjuk eselyesebbnek, es
azt fogadjuk el, mig ha egynél kisebb, akkor a nullhipotézist

* szignifikanciaszint, p-erték értelmetlenek, mert azok a
mintak 6sszességere tesznek valamilyen megbizhatdsagi

allitast
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Példa a bayesi kovetkeztetésre:
a Bayes-féle billiard jatéek

* Andrea és Béla egy olyan jatékot jatszanak, amelyben az nyer, aki
els6ként szerez meg 6 pontot

* Ajatékteremben egy billiardasztal talalhato, amelyet egyikuk sem
lathat

* Ajaték kezdete elOtt a segitd az asztalra egy golyot gurit, amely egy
véletlenszeru helyen all meg és ezt a helyet megjeldl

* Ezutan minden pontot egy golyo guritasa utan osztanak ki. Ha ez a
golyd a jelzestol balra all meg, akkor Andrea, ha jobbra, akkor Béla kap
pontot

* Andrea mar 5 pontot szerzett, Bélanak csak 3 pontja van. Mi Andrea
nyerési esélye Bélaval szemben?
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Ha tudnank hol a vonal,
konnyu dolgunk lenne

* Atabla jelzestdl balra es6 részének aranya legyen p. Ez annak
valoszindsége, hogy Andrea kap pontot. Annak valoszindsége, hogy a
pont Bélaé lesz, (1 — p). (Bernoulli-eloszlas)

jelzés
Andrea nyer v Béla nyer

p 1-p

* Ha p-tismernénk, konnyud lenne a dolgunk. Béla csak akkor nyerhet,
ha egymas utan 3 pontot nyer. Ennek az esélye (1 — p)3, minden mas
esetben Andrea nyer, tehat az 6 nyerési esélye [1 — (1 — p)3].

* Modell: p értéke, adat: a kdvetkezo, legfeljebb 3 pontot eredményezo
kimenetek. Ennek valoszinlsége a modell segitsegével (likelihood):

P(adat|modell )
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I Maximum likelihood becslés

* A likelihood faggvény azt fejezi ki, hogy a parameéterek
mely ertéke eredmenyezhette legvaldszinbb modon a
megfigyelt adatokat

* A probléma az, hogy nem ismerjuk p-t, de szukségunk
van ra az eredmeny kiszamitasahoz (muszajparameter)

* A maximum likelihood becslés p-re egyenld Andrea
nyerésének relativ gyakorisagaval, vagyis 5/8-al.

* Ezért Béla nyerési esélye (3/8)3 =27/512, Andreaé
pedig 485/512, vagyis kérulbelul 18:1-hez
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I Bayes-féle becsleés

* Annak az £ varhaté valoszinlségét keressik, hogy
Béla fog nyerni. Ez sulyozott atlagkent szamithaté a

p parameter minden lehetseges éertekére:

1
E (Béla nyer)=f (1-p)P(plA=5,B=3)dp
0

* P(p| A=5, B=3) az a val6szinlség, hogy az adott p
értek helyes a megfigyelés birtokaban, hogy
Andreanak 5, Beélanak 3 pontja van
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I Inverz valoszinuseg

* P(p| A=5, B=3) valbszinliség a P(4=5, B=3| p)-nek a
forditott (inverz) valészintisége: P(modell|adat)

* Ez a Bayes-tételbol szamithato:

P(p|lA=5,B=3)=- P(A=5,8=3|p)P(p)

{P(A=5,B=3\p)P(p)dp

* P(A=5, B=3| p) valbészin(iség (likelihood fuggvény) a
binomialis tételbdl kiszamithatd
8!
P(4=5,8=3|p) P(p)=5 5 p (1-p)
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I Likelihood fuggvény

likelthood fuggveny

(25 -

020 -

015 -
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I Prior valoszinuseg
prior P(p) fuggveny
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I Poszterior valoszinlUség

* A prior miatt megegyezik a likelihood fuggvénnyel,
egy konstans szorzotol eltekintve

* Béla nyerésének valdszin(iségeét tehat a poszterior
(1 — p)3-el szorzott értékének integralja adja

(1 — p)*-al szorzott poszterior

0.030

0.025 1

0.020 -

0.015 1

0.010 1

0.005 1

0.000 1
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I A Bayes-fele becslés

Béla nyeréséenek valoszindsége numerikus
integralassal
E (Béla nyer)=0.0909

Andrea esélye tehat 10:1-hez, szemben a maximum
likelihood becslésbél kapott 18:1-es eséllyel

Az eltérés oka az, hogy a maximum likelihood
maodszer pontbecslést vegzett a parameéterre a
poszterior eloszlas meghatarozasa helyett

Az E[f(p)] varhato érték nem egyenld f(E[p])-vel (az

elsd a helyes, a masodik a hibas)
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A Bayes-fele statisztika
nehézségei

* szamitasi nehézsegek
- paraméterekre vonatkozo bonyolult integralok
szamitasa
- bonyolult eloszlasok varhaté ertékéenek, medianjanak,
momentumainak meghatarozasa

- Markov-lancokon alapulé Monte Carlo algoritmusok
(MCMOQ): mintavételt alkalmas Markov-lanc vezeti

* a prior megvalasztasa

* szubjektiv valoszinlseg
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A bayesi statisztika alkalmazasai a
geodéziaban

* GNSS fazismeresek ciklusugrasainak, idésorok kivago ertékeinek a
detektalasa (de Lacy et al, 2008, Qiangian, Qingming, 2013)

* GNSS ciklustobbértelmUseégek validalasa (Wu, Bian, 2015)

* GPS bazisvonalak konfidencia intervallumai (Gundlich, Koch, 2002)
* GNSS meteorolégia (Foelsche, Kirchengast, 2001)

* mozgasvizsgalatok (Sacerdote et al, 2009)

* LIDAR adatok és légifenykeépek fuzioja (Rastiveis, 2015)

* kepelemzés, klasszifikacié (Storvik et al, 2005)

* gombfuggveny analizis (Muir, Tkalcic, 2014)

* méresi bizonytalansag szamitasa (Weise, Woger, 1992)
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Karl-Rudolf Koch
Introduction to Bayesian Statistics — Second Edition

The Introduction to Bayesian Statistics (2nd edition) presents Bayes’ theorem, the
estimation of unknown parameters, the determination of confidence regions and the
derivation of tests of hypotheses for the unknown parameters, in a manner that is
simple, intuitive and easy to comprehend. The methods are applied to linear models, in
models for a robust estimation, for prediction and filtering and in models for estimating
variance components and covariance components. Regularization of inverse problems
and pattern recognition are also covered while Bayesian networks serve for reaching deci-
sions in systems with uncertainties. If analytical solutions cannot be derived, numerical
algorithms are presented, such as the Monte Carlo integration and Markov Chain Monte
Carlo methods.

Karl-Rudolf Koch, born 1935 in Hilchenbach, Germany, studied geodesy
from 1955 to 1959 at the University of Bonn. After receiving the degree
of a Dr.-Ing. he worked first as research associate at the Ohio State
University in Columbus, Ohio, USA, and then as research geodesist
at the National Geodetic Survey in Rockville, Maryland, USA. Having
X = been professor for physical geodesy for eight years from 1970 onwards,
L] he became professor for theoretical geodesy and director of the
Institute of Theoretical Geodesy of the University of Bonn in 1978.
He was member of the radar altimeter group of ESA from 1980-1987,
and then became director of the German Geodetic Research Institute
with departments in Munich and Frankfurt/M. until 1997.

. . . In 1994 he received the honorary degree of a Dr.-Ing. from the Techni-
cal University of Aachen and 1999 from the University of Stuttgart.
Since 2000 he is professor emeritus of the University of Bonn.

Second Edition

ISBN 978-3-540-72723-1
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I Metrologia

* A metrologia (meérestudomany, méréstan) a
meéres tudomanyos ismeretkore

* A mérésugy a metrologia ,torvényes” aga

* Metrologiai alapfogalmak
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I Metrologiai alapfogalmak

meérheté mennyiség

Egy jelenségnek, testnek vagy anyagnak mindsegileg elkulonithetd

és mennyisegileg meghatarozhato jellemzdje
valodi érték
a konkrét mennyiség definiciojaval konzisztens értek

- a mennyiség pontos definicidja ezért nagyon fontos
meéres

azoknak a mdveleteknek az 6sszessege, amelyek célja egy
mennyiseg ertekének meghatarozasa

meérési bizonytalansag

a méres eredmenyéhez csatolt olyan paraméter, amely a
merendd mennyisegnek indokoltan tulajdonithato értékek
szorddasat jellemzi
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I Metrologlal alapfogalmak

mérési pontossag
egy mennyiség mért érteke és valodi ertéke kdzotti egyezés szorossaga

* megismételhetdség
ha egy mennyiség mérését azonos korulmények kozott megismeételjuk,
az eredmeényul kapott meért ertékek kdzotti egyezés szorossaga

* reprodukalhatésag
ha egy mennyiség mérését valtozo korulmények mellett megismételjuk,
az eredmenyul kapott mert ertékek kdzotti egyezés szorossaga

* mérési hiba
a mért érték és a valodi érték kulonbseége

* véletlen hiba

a méreést a megismeételhetbseg feltetelei kozott végtelen sokszor
megismetelve, egy erték es a kapott atlag kozotti kulonbség
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I Metrologiai alapfogalmak

* rendszeres (szisztematikus) hiba
a mérést a megismeételhetoseg feltételei kozott vegtelen sokszor
megismeételve, a valodi érték és a kapott atlag kozotti kuldnbség

* korrekcio
egy nyers mért értékhez a rendszeres hiba ellensulyozasara céljabol
algebrailag hozzaadott érték

* korrekcios tényezo
szamertek, amellyel egy nyers mért értéket megszorzunk a rendszeres hiba
ellensulyozasa céljabal

* bizonytalansag A-tipusu becslése
a méreési bizonytalansagnak a mert értékek statisztikai elemzésen alapulo
becslése

* bizonytalansag B-tipusu becslése
a mérési bizonytalansagnak az A-tipusu becsléstdl eltérd eszkdzokkel vald
becslése
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I Metrologiai alapfogalmak

* etalon
merték, mérbeszkdz, anyagminta vagy mérorendszer, amelynek az a
rendeltetése, hogy egy mennyiseg egységét, illetve egy vagy tobb ismert
értékét definialja, megvaldsitsa, fenntartsa vagy reprodukalja, és
referenciaként szolgaljon

* visszavezethet6ség
egy meresi eredménynek vagy egy etalon értéekének az a tulajdonsaga,
hogy ismert bizonytalansagu 6sszehasonlitdsok megszakitatlan lancolatdn
keresztil kapcsolodik megadott referenciakhoz

* kalibralas
azoknak a milveleteknek az 6sszessége, amelyekkel meghatarozott
feltételek mellett megallapithatd az 6sszefugges a merdeszkoz vagy egy
merdrendszer értekmutatasa, illetve egy mértéknek vagy anyagmintanak
tulajdonitott érték és a mérendd mennyiség etalonnal reprodukalt
megfeleld értéke kozott
31/55



I Meérésugy

- joghatassal jaré meérés
- Joghatassal jar a méreés, ha annak eredménye az
allampolgarok és/vagy jogi személyek jogat vagy érdekeit erinti
- A joghatassal jaré merést
* hiteles mérdeszkdzzel, vagy

* hasznalati etalonnal ellendrzott mérdeszkozzel kell
elvégezni

- Az orszagos etalonrdl kell leszarmaztatni, arra vissza kell vezetni
minden olyan meérdeszkozt, melyet joghatassal jaré meréshez
hasznalnak
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Mérési bizonytalansag
meghatarozasa a GUM alapjan

* Mia GUM?

* Mérési bizonytalansag meghatarozas eljarasai
- Statisztikai (A tipusu) meghatarozas
- Nem statisztikai (B tipusu) meghatarozas
- Ered0 meérési bizonytalansag meghatarozasa

* Monte Carlo mddszerek alkalmazasa a méreési
bizonytalansag meghatarozasara

33/55



Mia GUM

a meérési bizonytalansag meghatarozasanak maédjat irja le

a metroldgiaban nemzetkozileg széles korben mértékadokent elfogadott
dokumentum

magyarul: Utmutatd a mérési bizonytalansag kifejezéséhez
(Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement, GUM)

a JCGM (Joint Committee for Guides in Metrology) a GUM és kiegészitései felel6se

- AJCGM tagjai: ISO, BIPM, IEC, IFCC, IUPAC, IUPAP, OIML és ILAC

A kiadvany angol nyelvl legujabb valtozata ingyenesen letolthet6 a BIPM
honlapjarol (www.bipm.org)

A mérési bizonytalansag iranti érdekl6dést a mérésnek nemhatdsagi
szolgaltatasként (kalibralas) valo elterjedése jelentsen fokozta, mivel a mérési
(kalibralasi) bizonytalansag az adott szolgaltatas egyik legfontosabb mindsegi
jellemzdje.

id "s__l;' e
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GUM

A GUM el6dje 1980-ban szuletett meg a BIPM kezdeményezéseére

1993-ban publikaltak el6szo6r

Javitott kiadasa és magyar forditasa is 1995-ben jelent meg (OMH,
ma MKEH gondozasaban)

Kiegeszitések jelentek meg hozza

- Supplement 1: Monte Carlo modszer az eloszlasok
terjedesenek meghatarozasahoz

- Supplement 2: tdbb kimeneti értekre tortéeno kiterjesztes

- Supplement 3: modellezés (el6keészites alatt)
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I A GUM fontossaga

* Amikor egy fizikai mennyiség méresenek eredmenyet k6zoljuk,
kotelez6 az eredmeény valamilyen mindségi jellemzéjét is megadni,
hogy a felhasznalok megitelhessék az eredmény megbizhatdsagat

* Egyilyen jellemzd nelktl a méréseket nem lehet 6sszehasonlitani sem

egymas kozott, sem pedig valamilyen referencia etalonhoz vagy
standardhoz képest

- egy méresi eredmeny ismert bizonytalansagu 6sszehasonlitasok
megszakitatlan lancolatan keresztll kapcsolddik megadott
referenciakhoz = visszavezethetdség

* A meéreési bizonytalansag meghatarozasat az ISO/IEC 17025
nemzetkdzi szabvany elbirja minden akkreditalt laboratériumnal
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I A GUM elonyei

* ElGsegiti azt, hogy teljes informaciot lehessen adni a
meéresi bizonytalansag kimutatott ertéekeral

* Alapul szolgal a nemzetkozi 6sszehasonlitasok
szamara

* Fogalmi keretet ad a bizonytalansag kiertékeleséhez
és kifejezésehez

* ElOsegiti az egységes szohasznalatot és jeloléseket
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I Mérési bizonytalansag

* ,a méres eredmeényéhez csatolt olyan parameéter,
amely a merendd mennyisegnek indokoltan
tulajdonithato ertekek szorodasat jellemzi”

- példak:

— u standard bizonytalansag (1 szigma) vagy
tobbszorosei (pl. 2 vagy 3 szigma)

- egy olyan intervallum fel szélessege, amely a kozolt
megbizhatosaggal tartalmazza a mert érteket
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I Mérési bizonytalansag

* a mérési bizonytalansag adja meg annak a tartomanynak a
hatarait, amelyen belll a mért mennyiség ,valodi” ertéke a
becsles szerint adott valdszinUseggel megtalalhato

meresi eredmeny = becslés + bizonytalansag
(22.564 + 0.005) m
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I Kalibracio

* A kalibracio olyan sajatos meérés, amelynek soran
a merendd mennyiseg valodi ertéke ismert

* Segitsegével meghatarozhatok:
- rendszeres hibak

- maradék bizonytalansag
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A merési bizonytalansag
Kiszamitasa

 standard bizonytalansag
* A tipusu meghatarozas

- a merési bizonytalansagnak a mert ertékek
statisztikai elemzésen alapulo becslése

* B tipusu meghatarozas

- a méreési bizonytalansagnak az A-tipusu
becsléstol eltéro eszkozokkel valo becslése
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I A standard bizonytalansag

 standard bizonytalansag (s, u vagy u.)

a mérési eredmeny bizonytalansaga széraskeént kifejezve
(korrigalt tapasztalati szoras)

- S - ameéresi sorozatot statisztikai elemzés alapjan
szamitjak (A-tipusu ertékelés)
- U - mas modszerrel hatarozzak meg (B-tipusu értekeles)

- U, - eredo standard bizonytalansag - szamitas utjan
kapjuk; akkor alkalmazzak, ha a mérési eredmenyhez is
szamitassal jutunk
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I A kiterjesztett bizonytalansag

* Kkiterjesztett bizonytalansag (U = k's, U = k-u vagy
U = k-u,), k - kiterjesztesi tényez06

- k ertéke altalaban 2 vagy 3

a mert értekek kozelében olyan tartomany,
amelyben varhatdoan a mért mennyiség benne
van

* az eredmény megadasapl. yx U
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I Megbizhatosagi tartomany

* azt adja meg, hogy a kapotty érték koruliy + U
tartomany mekkora valoszinUséggel tartalmazza
a merendo mennyiseg valodi erteket

P(y -U< Yvalodi < y + U) = p(U)

* ezt altalaban akkor alkalmazzak, ha az eredmenyt
egy specifikacioval, pl. tdréssel kell
0sszehasonlitani
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A merési bizonytalansag
meghatarozasa - ,,A” tipusu

* A bizonytalansag ,A” tipusu meghatarozasanal kiszamitjuk az elvégzett mérési
sorozat varianciabecsljét (s?) illetve szérasbecsldjét (s) és ezt tekintjik a
standard bizonytalansag szamszerl értékének (1 = )

Az X mérendd mennyiség meghatarozasara n eleml mérési sorozatot
végzunk: x,, x,, ..., X,.

A sorozat atlaga az X valoszinUségi valtozd varhato értekének x becslgje:

=X=13 1y,

N =1

n—1;2
Az x becsld varianciaja, vagyis az atlag varianciaja az ismert dsszeflugges
szerint a sorozat varianciajanak n-ed része:

A sorozat tapasztalati varianciaja 2 1 < —\2
s”(x) Z (x,—X)
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A merési bizonytalansag
meghatarozasa - ,,B” tipusu

* Néhany lehetdség, a teljesség igénye nelkul

* Az x; becsl6 értéke és a becsld bizonytalansaga specifikacioban adott. A specifikacid
rogziti a megadott bizonytalansag értelmezeését is (pl. a kiterjesztési tényezd érteke). Az
adatokbdl a széras meghatarozhato

* Az x; mért mennyiseg (becsld) bizonytalansagat 90, 95 vagy 99%-os konfidenciaszinttel
adjak meg. Feltételezhetd az X; mennyiség Gauss eloszlasa. Gauss eloszlasnal az adott
konfidencia szinthez tartozé konfidencia intervallumbal a szdras, vagyis a keresett
standard bizonytalansag meghatarozhat6 az alabbi tablazatbdl

konfidencia szint (%)  konfidencia intervallum szorzofaktor
50 0.68-0 0.68
68 o 1
90 1.64-0 1.64
95 1.96-0 1.96
95.4 2:0 2
99 2.58-0 2.58
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Az eredo bizonytalansag
meghatarozasa

A mérend6 mennyiséget az egyes 0sszetevOk alapjan szamitassal hatarozzuk meg. Az
dsszetevdk bizonytalansagai alapjan a mérend6 mennyiség eredd bizonytalansagat a
standard bizonytalansagok terjedési torvényének segitségével hatarozzuk meg
(hibaterjedés)

Az X. bemeneti mennyiségek (6sszetev6k) és az Y mérendd, vagy kimeneti mennyiség
kapcsolatat megadd fuggvény a fizikai torvényszer(ségek alapjan ismert:

Y=f(X-1,X,..., Xy)

A mérési folyamat soran az X; bemeneti mennyiségek x; becsldit hatarozzuk meg. A becslék
értékét a fuggvénybe helyettesitve megkapjuk a kimeneti mennyiség y becsldjét:

y=f(x—1,x2,...,xN)

A becsult kimeneti mennyiség standard bizonytalanséga (négyzete):

20)=Z (2L v T Zlgjg){ (. x)

A kifejezés a standard bizonytalansagok terjedési torvénye, amelyben az u(x;, x
becsult kovarianciaja, a 0f/0x; szamok az érzékenységi egytitthatdk

i» X;) a becslék

Ez a toérvény azonos a geodéziaban jol ismert hibaterjedés térvényével 47155



I A GUM korlatai

* nem ad informacioét a bemeneti eloszlasokrol, azok helyett csak
az atlagérteket es a szorast (standard bizonytalansagot) adja
meg

* feltetelezi, hogy a modell linearizalhato és a kimenet Gauss
eloszlasu (= Supplement 1)

* nem foglalkozik elegge a tobbszoros kimenetekkel, a kimenetek
kovariancia matrixa csak a bemenetekre van vonatkoztatva, de
nincs megadva a kdztuk levd 6sszefugges (= Supplement 2)

a GUM korszerdsitésével, bdvitésével kapcsolatos munkak
jelenleg is folynak
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Monte Carlo mododszerek alkalmazasa a
meéreési bizonytalansag meghatarozasara

* A GUM Supplement 1: ,,Propagation of distributions using a Monte
Carlo method” 5.1.1

a) modell felallitasa
1. a mérendd mennyiseg, Y definialasa

2.az X=X, X,, ..., X)) bemeneti mennyiségek meghatarozasa,
amiktol Y fugg

3. az X-et és Y-t 0sszekapcsoldo modell megalkotasa

4. a meglevo ismeretek alapjan X;-k eloszlasfUggvenyeinek (Gauss,
egyenletes, haromszog, stb.) megadasa, illetve nem fuggetlen
X-k egyuttes eloszlasfuggvényinek a megadasa

b) terjedés

c) Osszefoglald statisztikak készitése Y eloszlasfuggvényéral
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Monte Carlo mododszerek alkalmazasa a
meéreési bizonytalansag meghatarozasara

* A GUM Supplement 1: ,,Propagation of distributions using a Monte Carlo
method” 5.1.1

a) modell felallitasa
b) terjedés

1. az X;-k eloszlasfuggveényeinek terjedése a modellen keresztul, hogy
megkapjuk Y eloszlasfuggvenyet

c) Osszefoglald statisztikak készitése Y eloszlasfuggvenyeral

1. az Y varhato értéke lesz a mennyiség y becslése (nem minden
alkalmazas szamara megfeleld)

2. az Y standard bizonytalansaga lesz az y mennyiség u(y) standard
bizonytalansaga (Cauchy eloszlas esetén nem létezik)

3. megbizhatdsagi tartomany készitése, mely Y -t elGirt megbizhatosagi

valészinldséggel tartalmazza
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I Eloszlasfuggvenyek terjedése

* amérendd mennyiseg, Y eloszlasfuggvenye:

gn)=] | gx(&)on—r1(&))dé y--dé,

— 00 — 00

* analitikusan az integralas nem vegrehajthato, helyette
Monte Carlo szamitasra (MCM) van szukség
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I Eloszlasfuggvenyek terjedése

/AN
gy (1)

gX3 (63)

Az eloszlasok terjedésének illusztracioja N = 3 fliggetlen bemeneti mennyiségre
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Monte Carlo szamitas

az X bemeneti mennyiségek

egyuttes g,(c) » megbizhatdsag
eloszlasfiiggvényei valdszin(iség

az Y= modell M db Monte Carlo
) Kisérlet

v v

Mdbx,...,x, vektora g (&
eloszlasfliggvényekbdl

y \
Mdby = fix) modell értek,
r=1,....M

\/

G tapasztalati
eloszlasfuggvénye

v v v

Laz Y kimeneti mennyiségJ

y becslese és u(y) standard Diow Viin] MeGbizhatosagi

az Y kimeneti mennyiség az Y kimeneti mennyiség
bizonytalansaga intervalluma
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MCM példa

n—-—

-
——.

&~ & = &~

Zxi(&) =

o
-~
T I T

O
o
LA L

10

gy (k)

Feldnummer & —

(Siebert — Sommer, 2004)
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