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I Attekintés

* Statisztikai probak, hipotézis vizsgalat
* Cramér-Rao hatar

* Becslés statisztikai hatasfoka
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I Statisztikai proba

* Olyan teszt eljaras, amely valamely statisztikai
felteves ellendrzesét teszi lehetove az
adatrendszer (minta) alapjan

- Parameteres probak

- Nemparameteres probak
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I Parameéteres probak

* Ismert eloszlastipus esetén a mintabdl szarmazo informacio
alapjan dontunk az eloszlas ismeretlen parametereire tett
felteves elfogadasarol

* Egymintas proba:
egy adatrendszer van
* Kétmintas proba:
két adatrendszer van
* Tobbmintas préba:

varianciaanalizis
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I Nemparameteres probak

* Ismeretlen eloszlastipus esetén alkalmazhatok
* llleszkedeésvizsgalat:

A meérési adatokbdl elballitott tapasztalati sdrdsegfliggveny egy
adott elméleti eloszlasfuggvennyel leirhaté-e?

* Fuggetlenseg vizsgalat:

Két kulon merési eljarasbol szarmazé adatsor fuggetlennek
tekinthet6-e?

* Homogenitas vizsgalat:

Két kUlon méreési eljarasbdl szarmazd adatsor azonos eloszlasu-e?
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I Hipotezis vizsgalat

* Statisztikai hipotézis

A megfigyelt mennyiség eloszlasanak a tipusara
vagy az eloszlasanak a parametereire tett felteves

* Nullhipotézis (H,):
Az elOzetes feltevest igaznak gondoljuk
* Ellenhipotézis (H,):

Barmilyen, a nullhipotézissel szemben allo felteves
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Egymintas, paraméteres proba
(u-proba)

* Ismert az x mennyiseg eloszlasa (Gauss tipusu) és
a mennyiseg o szorasa

* Avaltozéra vett mintaban az atlag E(x).

* |lgaz-e, hogy az egész sokasag varhato erteke, azaz
az eloszlas helyparamétere 1,)?

* Nullhipotézis Hy: E(x) = T,
» Ellenhipotézis H,: E(x) # T,
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Statisztikai fuggveény,
statisztika

* A statisztika olyan szamitasi utasitas, amely egyetlen
adatot szamit ki n db adat alapjan

* A statisztikai proba feladata:

Meg kell talalni azt a statisztikai flggvenyt, amelynek
eloszlasat H, fennallasa esetén ismerjuk

* Monte Carlo valtozatban:

Meg kell hatarozni H, fennallasa esetén a statisztikai
fuggveny tapasztalati eloszlasat
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Egymintas u-proba statisztikai
fuggveéenye

* Legyen az U valtozé az E(x) standardizéltja
(egysegnyi szoras, zerus atlag), es valasszuk ezt
statisztikai fuggvénynek.

* Az U is Gauss- eloszlast kovet:

—Zx—

J/Jn

U —
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I Megbizhatosagi intervallum

* A[—u; us] megbizhatosagi intervallum kis 0
valdszinlség esetén nagy valdszinlseggel
tartalmazza az u érteket

* Az 1 — 0 a szignifikancia szint
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I Egymintas u-proba
Ha a H, nullhipotézis igaz, akkor az # nagy 1 — o
valészinliséggel esik a [—u;, 1] megbizhatdsagi
intervallumba, azaz kis 0 valdszin(iséggel a kritikus
tartomanyba

f(u) | a statisztika elméleti sdriségfGiggvénye
H, fenndlidsa esetén

a Ho hipohizis elvetésének
szignifikanciaszintje 100(1-8)%

- |

um% I a shatisztiva
Qe H, | t elutasitiuk ha ddu--ﬁ

‘.m ok, ha o aH, i

nmﬁmmmuui mmmub

tiket veszi fel
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I Dontes
* Ha U a kritikus tartomanyban van, akkor a H, nullhipotézist
elvetjuk, ha azonban u# a megbizhatdsagi tartomanyon belul

van, akkor elfogadjuk
* H, hibas elvetése: elséfaju hiba
* H, hibas elfogadasa: masodfaju hiba

» Helytelen azt mondani, hogy ,a proba alapjan a H,
nullhipotézist 1 — o szignifikanciaszinten elfogadjuk”

- Ez azt sejteti, hogy a nullhipotezis elfogadasa nagy
biztonsaggal tortént, holott épp ellenkezdleg! A masodfaju
hiba valoszinlseége ilyenkor igen nagy lehet.

* Helyesen: ,x eltérése T,-tol nem annyira lényeges, hogy a

nullhipotézist 1 — 0 szignifikanciaszinten elvethessuk” e



I Hibas dontések

* H, hibas elvetése a kritikus tartomanyban: elséfaju hiba

* H, hibas elfogadasa a konfidencia tartomanyban: masodfaju hiba

T T T T - X
1495 1500 [ 1505 3 1510

fld

011

1495
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I Crameér-Rao hatar

* Az IC-fuggveny
- mi a durva hibaju adatok torzité hatasa?

- mi egy mintaelem befolyasa a becslésre?

Becslések aszimptotikus szorasa

- merések szamanak novelése mit eredményez?

* Minimalis aszimptotikus széras: a Cramer-Rao hatar

- léetezik legkisebb szorasu becslés?

A Crameér-Rao hatar kulonbo6zo eloszlastipusokra
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I Az |IC-fuggveny (hatasgorbe)

* Milyen meéertékben mddositja egyetlen x adat a
helyparaméter becslés T eredményét?

* avalasz fugg:

- a becslés algoritmusatol (legyen ez is T)
- az aktualis F eloszlastol

- az adat x ertékétol

* [C(x, F, T) hatdsgérbe (influence curve, IC-gorbe, IC-
fuggveny) adja meg a valaszt
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I Diszkret eloszlasfuggveny

* n elemu sorbarendezett minta: x,, X,, ..., X,

* a minta értéekeknel 1/n ugras
A

1
[
| .
Jr“
==
3/n —
2/n :
1/n :
O i H -
X, X X, X . X
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I Diszkret eloszlasfuggveny

* egy Uj x ertékkel bovitett minta: x,, X, ..., X, ..., X

n

* a minta értékeknel 1/(n+1) ugras
A
i |

"
[
"
= — .
[
I "
[
[
[

——

4/(n+1) —
3/(n+1)
2/(n+1)
1/(n+1)
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I Megvaltozott eloszlasfuggveny

1) eredeti F eloszlasfUggvenyt n/(n+1)-el szorozzuk

2) x értékig O0-t, utana 1/(n+1)-et hozzaadunk

. n 1
b= n+1 F+n+1 H (x)

3) legyen n nagy ertek, t = 1/(n+1) kis ertek

F'=(1-t)F+t H (x)

H(x) a Heaviside (egységugras) fuggvény x-ben
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I Az IC-fuggvény definicioja

1C(x. F.T)=lim LU= F+eH(x)]-T (F)
t—0 {
H(x) az egységugras (Heaviside) figgvény

* Az IC-fuggvény megadija egyetlen, X érték(i jarulékos
észlelésnek a 1 értékvaltozasaban megnyilvanuld
hatasat

* 1(F) az eredeti F' eloszlas alapjan becsult T paraméter
* [(1 —¢)F+ tH(x)] a megvaltozott eloszlas

® fajarulekos észlelés részaranya a tobbi adathoz képest
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I A becslés ertékének valtozasa

* nagy n esetén kozelitleg AT értékkel valtozik
meg a 1 becslés értéke, ha az
F-eloszlasfuggvényl eloszlasbél szarmazé n
elemU mintankhoz meég egyetlen x értekd
észlelést is figyelembe veszunk (t = 1/n):

]C(x,F,T):A—T
1/n
IC(x,F,T)

AT =

n 20/52



I Az IC-gorbe alkalmazasa

* Kbozvetlen szamszerd informaciot ad arrdl, hogy a
durva hibaju adatok milyen mértékben torzitjak az
adott algoritmus szerint szamitott hely (vagy skala)
parameter becslés erteket (rezisztencia)

- a szamtani atlag IC-fuggvénye x-szel egyenlé (nem
rezisztens)

* aminta egy x értekl eleme milyen mertékben vesz
részt a helyparameter becslés értekenek
kialakitasaban (robusztussag)
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I Helyparameéter becsles

* becslés sulyozott atlaggal

> olx)x
T="=
;¢(xi>

* atrendezve kapjuk a becslést jellemz6 y flUggveényt

ggﬁ(xi)'(xi_T):lZ: W(Xl-— T):O
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IC-fuggveny szamitasa a
Y-fuggvenybhbol

* becslés integral megfelelje f(x) strlségfuggvényre

f w(x—T) f(x)dx=0
* f(x) helyére beirva a modosult g(x) slrlségfuggvényt

glx)=(1=1) f (x)+ £ (x —x)
kapjuk

o0

(1=2): | wlx=T) 1 (x)dx+ty (x,~T)=0

— OO
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IC-fuggveny szamitasa a
Y-fuggvenybhbol

» Az IC-fuggvény a dT/dt -nek t—0 helyen felvett

érteke, amit 7 szerinti differencialas utan
atrendezéssel kaphatunk meg

A ke

dt

(1=0): [y (e=T)- 7 ()derp (x,~T)

* A t—0 hataratmenetben megkapjuk az IC-
fuggvényt (hatasgorbet)
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IC-fuggveny szamitasa a
Y-fuggvenybhbol

» Az IC-figgvény a helyparaméter becslésére,
S = 1 skalaparaméterrel, T'= 0 helyparaméterrel
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A leggyakoribb értek
szamitasanak ¢-fuggvénye

* Az altalanositott leggyakoribb erték
integralformulaja:

o0

o R
1 2f(x)dx

e (ke '+ (x—M,)
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A leggyakoribb értek
szamitasanak ¢-fuggvénye

* Az integralformulabol kovetkezik az altalanositott
leggyakoribb értéek szamitasanak (-fuggvenye:

w(x)=

2
1+ x

27152



A leggyakoribb értek
szamitasanak /C-fuggvéenye

* Az altalanositott leggyakoribb érték /C-fuggvenye:
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Az altalanositott leggyakoribb
érték IC-fuggvénye

Liclxﬁ-"t'
" \ AT:]C(x,FS,Mk)
o \ n

™ — -

Ha k = 2, az x = 5 erteku adathoz az /IC-fuggvény érteke kb. 0.2.
Ha n = 100, akkor ez az adat 0,002-vel modositja a T ertékét

A szamtani atlag IC-fUggvénye x. Ezért ez az adat 0,05-tel 29/52
modositja az £ atlag ertéket (25-sz6r6s hatas)



Becslések aszimptotikus
szorasa

* a becslés eloszlasanak véges a G szdérasa (ez
becslésekre igen gyakran teljesul)

* aszimptotikus szérasnégyzet: A* = c*n

» adott egy folytonos f(x) s(irliségfliggvénnyel
jellemzett eloszlas

* valamely x érték korul nagyon sz(ik Ax

intervallumba a vsz. valtozo értéke f(x)-Ax
valdszinUseggel esik
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I Suruségfuggveny

ff‘z)

fix)

A=fix)Ax

’ X b 4
L-d
T=0 !

* azintervallumba esés valdszinlisége 4 = f(x) Ax
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I Ax intervallum hatasa

* Az IC-gorbe definiciojabdl kovetkezik, hogy a A
valészinliséggel fellépd x j6 kozelitéssel AT

értékkel jarul hozza a 1 értékének a
kialakitasahoz:

AT=IC(x,F,T) 4
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I Attérés n elemi mintara

* AvalOszinUsegi valtozd egész ertéktartomanyat
felosztjuk n db 4 valdszinliségl intervallumra

* Mivel 4 =1/nkicsi,n — o©

- TetszOleges mintabdl szerkesztett empirikus

eloszlasfuggvény nagyon kozel lesz F(x)-hez
(matematikai statisztika alaptétele)

- az intervallumok x; helyei n elemd mintat adnak
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A j-edik mintaelem okozta
elterés szorasa

* AAT; eltérés empirikus szérasnégyzete, mivel az
adott mintavételkor j-edik elemkéntaz x, ... , x

2 n

ertekeket azonos valdszinlséggel kaphatjuk meg:

2 n

1
)

n l=1
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Az osszes mintaelem okozta
eltéreés szorasa

* Az n db mintaelem A]} hatasai 0sszegzodnek, az

azonos eloszlasu valoszinUsegi valtozok
0sszegének szorasara vonatkozo téetel szerint:

p2=n-D2 =L 3 [1C(x )P=L 3 [1C(x )P £ (x)- ax

n i=1 n i=1
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I Az aszimptotikus szorasnégyzet

* Az 0sszeflgges integral alakba atirva
ol
— dx
3 e

* Az aszimptotikus szérasnégyzet, A°

o0

A2=_f [1C(x)T f (x)dx

(mivel &ltaldnosan a definicié6 4* = o*n)
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A helyparameter-becsleés
aszimptotikus szérasa

* A helyparameter-becslés korabban kapott
[C-fuggvényét beirva

(a sz6rés 6 = A/Nn)
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I A Cramer-Rao hatar

* A wl(x) -szel jellemzett becslés aszimptotikus
szorasnégyzete mindig nagyobb a Cramér-Rao
hatarnal (minimalis aszimptotikus szérasnegyzetnel):

(a nevezBben az un. Fisher-informacio van; az 6sszefugges
levezeteset lasd a Steiner konyvben) 38/52



Az f (x) szupermodell

fy )}
'ﬂ;}u

05-

° a :tipusparameter
04 44

* @ — o0 : Gauss-eloszlas
°* @ = 2 :Cauchy-eloszlas  ={>

ca=N+1:
N szabadsagfoku
Student-eloszlas

02{

0.1+




Minimalis aszimptotikus

szorasok
Eloszlastipus vagy szupermodell Cramér-Rao hatar
- 1-1/2
f(x)|
altalanos  f(x) - f ( x) d
e
Gauss [ (x) 1
Laplace f,(x) 1
Cauchy f.(x) J2
szupermodell  f (x) \/ at?
ala—1)



I A becslés statisztikai hatasfoka

* Az abszolut és relativ hatasfok

* A becslés robusztussaga
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I A becslés abszolut hatasfoka

* Az e abszolut hatasfok a Cramér-Rao hatarhoz
viszonyitott aszimptotikus szoérasnegyzet az adott

becslési eljarasra (viszonyszamként e < 1 vagy
szazalékban kifejezve e < 100% )

min

A2

A2

e

* Az aktualis f(x) -hez tartoz optimalis eljarassal
csak e -szer annyi adat kell ugyanakkora
pontossaghoz
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I A hatasfok jelentosége

* A hatasfok ismerete donto fontossagu gyakorlati
munkankban, hiszen egy 1-nél |ényegesen kisebb
e hatasfok gyakorlatilag azt jelenti, hogy
adataink 100(1 — e)% -dt eltékozoltuk” (Steiner)
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I Két becslés relativ hatasfoka

* Ha két becslés aszimptotikus szérasai 4, illetve
A,, akkor a masodik becslésnek az els6hoz
viszonyitott relativ hatasfoka

2
—
rel 2

AZ

* Ez azt adja meg nagy mintaelemszamokra, hogy a
masodik becslessel n, adatszam esetén elért
pontossagot mennyi adattal érnénk el az eIsc’SveLIM:”52
Ny = €'Ny



Becslések aszimptotikus szorasa T-re
szimmetrikus f(x)-eknel

becslési algoritmus aszimptotikus szoéras
i A= ——l
medién =
med 2+ £ (med)
szamtani atlag AE:\/J. (x—E)zf (x)dx
P
| koribb érték k=1 M
eggyakoribb érté \/nl (8)
nl\2e)—n,2¢
leggyakoribb érték k=2 AM: De \/ ! ( ) 2( )
2n,(2¢)—n,(3¢)
megjegyzés: i = 1 esetén a sulyok, i =2 o (ke )2 i
esetén a sulynégyzetek atlaga lesz az n (ke) ”i<k‘9 )= I (ke )2+ (x—M )2 f (x)dx




I Adatszamtobblet

* Cramér-Rao hatarral kifejezve:

adatszamtobblet =100 - 1%

» Az f,(x) szupermodellre az aszimptotikus szoras

a+?
A =
min a(a—l)
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I Adatszamtobblet

* Az f,(x) szupermodellre, medidn képzéssel:

a—1
2

4(a+2) I (al2)

rala—1)I"

adatszamtobblet =100 -

» Az f,(x) szupermodellre, dtlagképzéssel:

1 4 (X) a(a_ 1) -
let=100- 119
adatszamtobblet =100 (a — 3)(a+ 2) Yo
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Leggyakoribb értekek aszimptotikus
szorasai az f (x) szupermodellre

a 1/(a-1) A (k =2)
Cauchy 2 1 1,5000
2,5 0,6667 1,1251
3 0,5 0,9236
4 0,3333 0,7080
5 0,25 0,5917
6 0,2 0,5173
10 0,1 0,3694
40 0,0256 0,1699
100 0,0101 0,1057
Gauss 00 0 1,0466



Adatszamtobblet és hatasfok kulonb6z6
becslésekre az f (x) szupermodelire

hatasfok (%)

adatszamtobblet (%)
750% 0. o e
M (k=2)
a leggyakoribb érték-
+ szdmitds hatasfokgorbéi
M {k=3)
200 - 80- \\

150- 60
E
£ a szdmtani dtlagképzés
4 hatasfokgorbéje
100 - 404
i
|
i 4
50 204
med ]
Jeffreys-
intervatlum
on— S S——— } -
0 T —
0 ass 05 ] 1 0 @ 1 !
GAUSS ] CAUCHY GAUSS a=5 a-1 CAUCHY



I Robusztussag

* Valamely becslés akkor nevezhetd robusztusnak,
ha az eloszlastipusok szeles tartomanyan a
gazdasagossaga csak jelentektelen mértekben
csokken

* Egy statisztikai algoritmus akkor robusztus, ha az
anyaeloszlasban bekovetkezo kicsiny eltérés a
becslések eloszlasaban is csak kis eltérest
eredmenyez
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Gyakorlati péelda: QDaedalus
feldolgozas eredmeényei

Pistahegy measurement No.47

: «*s Danish § § e*s Danishn
. Cauchy-Steiner § «»+ Cauchy-Steiner n

0.5 oot s T . 0.5 [ oot R R .

0.8 b SR AR i 0.8 b . e, i
_ 1 ' ' ‘ ‘
O :
Q : :
0] : e: : :
bt : : :
S 03F @ 0.3 frvrveemmmmmses e TR TN PR TR R -
~— :. . .
e
@

. hd . .
0.2 * 0.2 i 20 g RIS I .
: %e : :
0.1} g 0.1 F e S N T 1
0.0 i i i 0.0 i
100 101 102 103 104 100 101 104
n n

A dan modszer és a leggyakoribb értek alapjan tortend fuggbvonal-elhajlas
becslések szdrasainak 6sszehasonlitasa a méréesek szama faggvényében. A
becslések hatasfoka jelentdésen eltér egymastol 51/52
(Toth-Volgyesi, 2017)



I A ket becslés relativ hatasfoka

* 3080 mérésbdl a dan modszer aszimptotikus
szorasa 1.64, a leggyakoribb érték szerintié
pedig 0.94, . A relativ hatasfoka a két

maodszernek 3.0, ami azt jelenti, hogy ugyanolyan
pontossag elerésehez a dan modszerrel
haromszor annyi ideig kellene mérni
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