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I Attekintés

* Atarggyal kapcsolatos informaciok
* Bevezetes
* LegjellemzObb erték eés mérési bizonytalansag

* Mérési eredmeények eloszlasanak vizsgalata
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A targgyal kapcsolatos
informaciok

* Heti 3 0ra (2ea + 1gy), 4 kredit

* TAD, utemterv, anyagok: oktatas.epito.bme.hu

* Teljesitmenyértékelések:
- 1 ZH (8. het, 10.24, 30 pont, nincs minimum)

- 2 HF ("kis hazik": Kalman szurés, PSD becslés, 10-
10 pont, minimum: 5-5 pont)

- vizsga (irasbeli, 50 pont, minimum: 25 pont)

— 0sszesen: 100 pont, minimum: 50 pont
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I Tanulastamogato anyagok

» Detrekdi Akos: Kiegyenlité szamitadsok. Tankényvkiadé, Budapest,
1991 (BME TKO, 22 példany)

 Steiner Ferenc: A geostatisztika alapjai. Tankonyvkiadd, Budapest,
1990 (BME KK 5 példany)

* Vincze Istvan: Matematikai statisztika ipari alkalmazasokkal.
Mdszaki Konyvkiado, 1975 (BME KK 6 példany)

* Szabo Norbert Péter: Bevezetés a geostatisztikaba. Elektronikus
jegyzet. Miskolci Egyetem, 2012 (online elérhetd)

* oktatas.epito.bme.hu

* github.com/gyulat/kiegyenlito_szamitasok
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I Bevezeteés

* “A kiegyenlitdo szamitasok a geodetak altal vegzett
meéerések matematikai feldolgozasanak alapveto
modszere” (Detrekdi, 1991)

* méreés. ,Muveletek 0sszessege, amelyek célja egy
mennyiseg ertékének a meghatarozasa”

(Nemzetkozi metrologiai értelmezo szotar, 1998,
OMH)
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I Mérések
* A geodetak altal vegzett meresek

irany (sz6gq) tajékozas (1D, 2D)

gyorsulas (g) kep (fotd)
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I Meérések

* Metrologia (méréstan)

A méresekkel kapcsolatos ismeretek teljes kore.
A metrolégia magaban foglalja a méréeseknek
mind az elméleti, mind a gyakorlati szempontjait,
fuggetlenul a pontossagi szinttdl és a
tudomanyban vagy a miszaki életben valo
alkalmazas teruletétol”
(http://mkeh.gov.hu/meresugy/metrologia)
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I Matematikai feldolgozas

* Statisztika

,Avaldsag szamszerd informacidinak megfigyelésére,
0sszegzesere, elemzésére és modellezésere iranyulo
gyakorlati tevékenység és tudomany” (Wikipedia)

* Matematika

,A matematika az egyetlen tokéletes mddszere annak,

hogy bnmagunkat az orrunknal fogva vezessuk”
(Einstein)
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I Robusztus statisztika

* ,Arobusztus statisztika olyan elméleti keret,
amelyen belul gazdasagosan oldhato meg az a
feladat, hogy egymastol jelentbsen elterd
eloszlastipusok esetén is megbizhatd eredményt
érjunk el, valamint hogy ne legyunk kiteve a durva
hibaju adatok torzito (esetleg katasztrofalis
mértékben torzitd) hatasanak.” (Steiner, 1990)
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I Ismeretkorok

e Statisztika
* Metrolbgia
* Parameéterbecslés

* |dOsorok elemzése
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I Statisztika

* ValdszinUségeloszlas, modell-csaladok

* Adatrendszer legjellemz6bb értéke, adatrendszerben rejlo
bizonytalansag

* Statisztikai probak

* Cramer-Rao hatar, becslés statisztikai hatasfoka
* Bevezetés a Bayes statisztikaba

* Extrem érték eloszlasok

* Monte Carlo eljarasok

* Maximum likelihood, robusztus és rezisztens becslés
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I Metrologia

* Metrologiai alapok

* Mérési bizonytalansag meghatarozasa a ,,Guide
to the Expression of Uncertainty in
Measurement” (GUM) - ,Utmutatd a mérési
bizonytalansag kifejezeséhez” - elGirasai alapjan
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I Parameterbecslés

* GNSS méresek feldolgozasa
* DLT, sugarnyalab kiegyenlités
* RANSAC

* FUggveny meghatarozas
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I ldosorok elemzése

* Kalman szurés elve, a szdres vegrehajtasa
linearis és nem linearis esetekben

* Teljesitménysdriseg spektrum (PSD) es becslése
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I Adatrendszerek abrazolasa

* Adatrendszer (minta)

azonos mennyisegre, azonos muszerrel, azonos
koralmenyek kozott vegzett mérések eredménye

* Minta adatrendszer

A tanszéki QDaedalus rendszerrel mért E-D-i irdnyu
fuggovonal-elhajlas 6sszetevo értéke

Mereési pont: Soroksar, Pistahegyi ut

Merések szama: 125 (58 kulonb6z06 éjszaka)
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I Abrazolas szamegyenesen

* angolul: rugplot

* Python seaborn: rugplot()

-5
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E-D-i fligg&vonal-elhajlas (")
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I Abrazolas szamegyenesen

* angolul: rugplot

* Python seaborn: rugplot()

67. mérés durva hibas

-5

0 5 10 15
E-D-i fligg&vonal-elhajlas (")

20
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I Abrazolas hisztogramon

1.2

1.0
adatok szama: 124

0.8

0.6

Seaborn: distplot()

0.4

0.2

- g = e 18 /70
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I Hisztogram problemak

1.4
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fél intervallum eltolassal
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0.2

0.0
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I Hisztogram problémak
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I Hisztogram problémak

1.0

intervallumok szama: 10

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
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I Hisztogram problémai

* er@sen flgg a részintervallumok

- hosszatdl
- elhelyezkedesétal

* megoldasi lehetOségek

- magfuggvenyes slruségbecslés (kernel density
estimate, KDE)

- kumulalt gyakorisagi hisztogramok
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I Magfuggvenyes surusegbecsles

0.10 015
]

0.05

0.00
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Kumulalt gyakorisagok
hisztogramja
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I Suruségfuggvenyek

* Folytonos eloszlasu valdszinlsegi valtozok
* Nevezetes adatsuriség-modellek

- egyenletes adateloszlas

- Gauss-fele sdrdsegfliggvény

- Laplace-féle sGrdségfuggveny

- Cauchy-féle sGrdsegfuggveny
* Modell-csaladok (szupermodellek)
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I Egyenletes adateloszlas

i i

b—a ? ?
5 6
a b
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V 4 4 V 4 4

I Gauss-fele slruségfuggvény

> -
9,9, 9, 9,
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V 4 4 V 4 4

I Laplace-féle slrusegfuggveény

u=0b=1 —
0.5 F n=0,b=2
u=0b=4 —
W=-5b=4 —
04
03 |
02 |
J ; : ' ' ' TR 28 /70
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V 4 4 V 4 4

I Cauchy-féle surusegfuggveny

0.7
DIE :T':'i] —ﬂ-. "]'—ﬂ-'E'
= x5 =0, y=1
0.5} —, =0, y=2 -
~0.4 =0 ==54=0 |
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I Helyparameéter

* T helyparameter

fix) §




I Skalaparameéter

* §skalaparameter fC(x) 2 (x_T)z

fix)

02 ¢
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Modell-csaladok
(Un. szupermodellek)

* analitikusan megadott sGrdségmodell

* egy (vagy tobb) parameéter valtoztatasaval mas és
mas jellegl sGrdsegmodellhez jutunk

* statisztikai eljarasok vizsgalatahoz hasznos
eszkoz

- robusztussag, hatasfok
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I Az f (x) szupermodell

* szimmetrikus sUrdségfuggveny

* standard alak

¢ altalanos alak mindig megkaphatd x helyére
(x — T)/S-et irva és S-el osztva

1
[\/x2+1]“ VoI

fu(x)=n(a)
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Az f (x) szupermodell

f. I"I'J &

.l
° a :tipusparameter

®* @ — o0 : Gauss-eloszlas
* @ = 2 :Cauchy-eloszlds

ca=N+1:
N szabadsagfoku
Student-eloszlas

02{
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A legjellemzobb érték
meghatarozasa

* Minta: 7;: 9: 10: 11;: 13 és 40

* Mit fogadjunk el a minta jellemzé értekenek?

- kicsiny (néhanyszor 10 elemszamu minta)
- aszimmetrikus adateloszlasok

* mintamedian (med,)
» szamtani atlag (E,)
* leggyakoribb erték (M,)
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I A mintamedian (med )

(

*w+1)12 han paratlan
medn — 1 X0t x(n+2)/2
| o ha n paros
med,,
& i = i i

10 15 20 25 30 35 40
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I A szamtani atlag (£ )

1S
En—n;xi

10 15 20 25

35

40
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I A leggyakoribb érték (M )
Zn: Pk Z 2 - X

__i=1 _ I
M, == =— 2
I "
l 2 2
— o1 & +(x,—M,)
M,
O 2 —a O O

10 15 20 25 30 35 40
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A sulyfuggveny alakja
kulonbozo € ertékekre

2
&

82+(X—M)2

p(x)=




I Osszehasonlitas

E, =15 (kiesO adatra erzekeny)
med, = 10.5 (kiesG adatra nem érzékeny)
M, = 10.07 (kieso adatra nem erzéekeny)

kies6 adat nélkuli szimmetria pont: 10.00

10 15 20 25 30 35

40



I Dihézio (reciprok kohezio) (&)

/3 .
7[max (x;) —min (x,-)]

M
-
]




I M_es £ egyuttes szamitasa

* ping-pong iteracio

* kiindulaskent
- £=¢&,
- M, = E,vagy med,

* &, Szamitasa, majd M, masodik kozelitésenek
szamitasa

* stb.
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I Minta adatainkkal

«  E,=-2.74"
* med, =-2.56"
c M, =-253"
Mr
E, med,
A @

-5 -3 -2

~4
E-D-i fligg&vonal-elhajlas (")
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I Osszehasonlitas

E, =15 (kiesO adatra erzekeny)
med, = 10.5 (kiesG adatra nem érzékeny)
M, = 10.07 (kieso adatra nem erzéekeny)

kies6 adat nélkuli szimmetria pont: 10.00

10 15 20 25 30 35

40



Az adatrendszerben rejlo
bizonytalansag jellemzeése

adatrendszer tavolsaga egy x, értektol
tavolsagdefinicidk (norma)

adatrendszer legjellemzobb ertéke mint valamely
norma minimumhelye

adatrendszerben rejlo bizonytalansag mint a norma
erteke a minimumbhelyen

bizonytalansag jellemzése kulonb6z6
konfidenciaszintekhez tartozo intervallumokkal
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Egyetlen adat tavolsaga
X,-tol

« geometriai tavolsag ‘Xl- _XO‘
* altalanositott tavolsag ‘xi —xo‘p

- statisztikailag indokolt ,tavolsag”

&'+ (x,— x,)°

l

nem indokolt kulonbséget tenni X-hoz nagyon kozeli pontok
,tavolsagai” kozott
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Adatrendszer tavolsaga
X,-tol

n

P E — v |7

* altalanositott tavolsag ‘Xl- XO‘
=1

n l—
*hap=1 Z‘xi_xO‘
i=1

- statisztikailag indokolt , tavolsag”
n

[

i=1
a szorzat alkalmazasaval csdkkentjuk az igen nagy abszolut ertékd

82+('xi_x0)2

(x — x,) eltérések hatasat
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Adatrendszer tavolsaga
X,-tol

* fuggetlenitjuk n-tol

* atavolsag dimenzidja egyezzen meg x -k

dimenzidjaval '1 n 11/ p
et = = x|
* altalanositott tavolsag n i 0
i=1
* statisztikailag indokolt ,tavolsag”
[ 7 RS f n - 2-\21—,1

A

H [82+(xl.—x0)2] 2 =& H 1+

| =1 ‘ =L -
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I Tavolsagdefiniciok (norma)

* nlegyen igen nagy: adatrendszereinket igen
pontosan jellemzi egy f(x) s(irliségfuggvény

L [ oo 11/ p
* L,norma
L,= f\x—xo\pf(x)dx

e P, norma

( . 2. )

1 X—X

P1=8°exp<§_fwln 1+ p 21 f(x)dx -

\ L d )




Az adatrendszer legjellemzobb
értéke

* Az adatrendszer legjellemzObb ertékét az adott
norma minimumhelyeként kapjuk meg

(bizonyitas: Steiner (1990) 86-87. oldal)

e [, norma minimumhelye: median
e [, norma minimumhelye: szdmtani atlag

e P, norma minimumbhelye: leggyakoribb érték
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Az adatrendszerben rejlo
bizonytalansag

* Az adatrendszerben rejl6 bizonytalansag erteket
a norma minimumbhelyen felvett értekekent
kapjuk meg

e [, norma: kdzepes eltérés (d)
e [, norma: sz6ras (o)

e P, norma: hatarozatlansag (U)
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Altalanositott leggyakoribb
érték (M, )

* leggyakrabban k=1, 2
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I Pk norma

P,=¢-exp|—=

P.=¢-exp\—<

~

——
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I Normak osszehasonlitasa
b L4=,47 s P=normik az x, fiiggvnyében _@:

15+

empirius szérds=113 - }1-,‘ g |-
10 L1

2
Kizepes eltérts=63 “‘[.ﬁ WY ]]fﬁ
d P Mastoss Ll
hatdreationsig = 2.8 l

-"I'G X XyX, X
0 vyiv 3§ : .
0 10 2 30 Xo

6 elemU mini-adatrendszerre 54/ 70
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Normak osszehasonlitasa

! L1=L7 -és P - normdk

10

az x, filggvényében - WJ% 3. Ol
i=t

ﬂ'mizm
Vewo= 197
kozepes eltérés=160
0 SR
L0 x

kiesO x, nelkul 55 /70



I Konfidencia-intervallumok

* interkvartilis intervallum: [-g, g]
- az adatok 1/2-ede varhato
— —q: also kvartilis, t¢q: fels6 kvartilis
— ¢: interkvartilis félterjedelem

* interszeksztilis intervallum: [-0, O]
- az adatok 2/3-a varhato6

— —(): also szeksztilis, +Q: felsd szeksztilis

— () interszeksztilis félterjedelem
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Interkvartilis és interszeksztilis
intervallum

AT
, //
2/3 |
%
N A -
-1 -a 0 q a 1 :

Steiner, 1990 57 /70



szupermodell
a 1/(a—1) q O
2
Cauchy 1.0000 1.0000 1.7320
3 0.5000 0.5774 0.8944
S 0.2500 0.3703 0.5497
0/0)
0 0.6745 0.9674

Gauss

1.0000 o

0.5000 0.7071

0.7979

1

1.5000

0.8605

0.5585

1.0327

Hibajellemzok kapcsolata -/ (x)

1.0000

0.6974

0.4818

0.9254



Mérési eredmenyek
eloszlasanak vizsgalata

* llleszkedeésvizsgalat: Kolmogorov-proba

* Kvantilis-kvantilis abra
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Nemparameteres proba -
illeszkedésvizsgalat

* A Kolmogorov-proba arra a kérdesre valaszol, hogy az

F(x) eloszlasfuggvénnyel jellemzett eloszlas,
amelybol a minta szarmazik, tekinthet6-e valamely

elére megadott folytonos F(x) eloszlassal
azonosnak?

apro betds rész: Ha az eloszlas paramétereit a mintabol becsuljik, akkor a
Kolmogorov-proba tébbé nem eloszlas fuggetlen, ezért a statisztika
eloszlasat kaldon meg kell hataroznunk, példaul Monte Carlo szimulacioval.

* Nullhipotézis H. F(x) = F,y(x)
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Kolmogorov-proba statisztikai
fuggveéenye

* A mintabol meghatarozzuk az F (x) tapasztalati

eloszlasftuggvenyt (kumulalt gyakorisagok
hisztogramjat)

* Meghatarozzuk e fuggvény legnagyobb eltéréset
_lrb(?C)'tle

* Ez az eltérés Vn-nel szorozva adja a K statisztikat:

K=\/;~supremum{|Fn(x)—Fo(x)H

— o0 <X <00
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Kolmogorov-féle statisztika

sUrusegfuggvénye
» A K statisztika f(x) elméleti s(rlségfuggvénye n
— o0 eseten:

fielx) §

15 1

0.5 1
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Kolmogorov-féle statisztika
eloszlasfuggveéenye

» A K statisztika Fi(x) elméleti eloszlasfuggvénye n
— o0 eseten:

1
e ,

Fi.fx)T

05 -

}
|
!
. -
kritikus tartomdany
63/70



proba

e Két minta azonos eloszlas

* Akét, n és meleml minta

00

00

Kolmogorov-féle ketmintas

szarmazik-e?

meghatarozott

tapasztalati eloszlasfuggvény: F (x) és F,(x)

* Statisztikai fuggvény (Kolmogorov-eloszlasu)

(x| F (x)~ F. (x)]

m+n
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I Kvantilis-kvantilis abra

* Minta F(x) eloszlasanak 6sszehasonlitasa valamilyen
elméleti F(x) eloszlasfuggvénnyel

* Két, n es m eleml mintabdl meghatarozott tapasztalati
eloszlasfuggvény dsszehasonlitasa: F (x) és F,(x)

» Kvantilis (eloszlasfuggvény F '(g) inverze)

Ha a sorba rendezett sokasagot egy x érték g:(1 — q)
aranyban osztja ketté (0 < g < 1), akkor ezt az x
ertéket g-ad rendud vagy g-adik kvantilisnek nevezzuk
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I Gauss-eloszlas kvantilise

2

standard Gauss-eloszlas x

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 66/70
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I Gauss-eloszlasi minta

kvantilis-kvantilis abra

—

scipy.stats.probplot()

Gauss eloszlas (minta)
o

-2 -1 0 1 2 67/70
Gauss eloszlas (elméleti)



I f,(x) eloszlasu minta

kvantilis-kvantilis abra

10.0 °

7.5

o
o

3 eloszlas (minta)
M
o

0.0

fa(x), a
N
o
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I Tananyag

* Steiner (1990): 6. fejezet
* Detrekdi (1991): 3.5, 3.6 alfejezetek
* Vincze (1975): 5. rész
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I Tananyag

* Steiner (1990): 1-3. fejezetek
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