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Mohr és az anyag szilardsagi hatarfeltétele

Mohr élete

A XIX. szazad kozepén az Eurdpan végigvonuli

forradalmak utan a kontinens orszagainak életésszip E 3
ideig a tobbbé-kevéshbé toretlen ipari és tarsadfjpdidés i
volt a jellem®. Ez a stabilitas és rend j6 hatassal volt | ||
természettudomanyok és igy a mechanikadégére is, |
az ezekben az évtizedekben mechanikaval foglalkoz, |
altalaban békés egyetemi kornyezetben dolgoztak | |
joval kevesebb kozéleti probléméaval taldlkozta o
életiikben, mint néhany évtizeddel korabb@auchy, |
Navier’ vagyPoisson. i

Christian Otto Mohr tipikus képvisge ennek a kornak.
Egész élete nyugodt, kbvetkezetes tervezéesseltaskt
és kutatassal telt el, és — fiatal koranak hidiefssel
eltéltott néhany évét leszamitva — mindvegigstsban
egyetemi éladoként dolgozott.

Mohr 1835. oktdber 8-a4n szilletett az Eszaki-tengartjanak kozelében talalhat6
Wesselburen néivvaroskabah Szilei kisebb foldbirtokkal rendelkézazdalkodék voltak.
15 éves koraban egy darabig egyhazi irnokként doljdNesselburenben, de egy év utan
sikerllt bejutnia a Hannoveri Bdzaki Fiskolara, ahol 1855-ben szerkezetépitérnoki
diplomét kapott. A Hannoveri Kirdlyi Vasuti Tarsgsaogton alkalmazta a tehetséges
fiatalembert, dlszor mérndkasszisztensként, majdlfasu tervedként. Hamarosan elnyerte
az épitésigyi tanacsoximet is, ami elismert rangnak szamitott akkoribdervezi
tevékenységének egyik legkomolyabb megbizasat eas6@vekben kapta az Oldenburgi
Nagyhercegség vasuthalozatanak létrehozasérazdken a vonalakon épultek Németorszag
elss acélszerkezgt racsos vasuti hidjai, valamennyi Mohr terveként. 1860-t@zdett
foglalkozni elméleti kérdésekkel is, élscikkei a Hannoverben kiadofeitschrift des
Architekten und Ingenieur-Vereins zu Hannowieni lapban jelentek meg.

Harmincas évei elején mar elismert mérnokkeént tiatszamon a szakmai kézvélemeény, igy
igazan nem meglép hogy 1863-ban meghivtak atiszaki mechanika éhddjanak a
Stuttgarti Miszaki Biskolara. Ot évet toltott itt, majd 1873-ban Drezd&oltozott, és az
ottani egyetemenfolytatta oktatdi munkajat egészen hatvanét évasiban bekovetkezett

11789 — 1857. A legkivalébb matematikusok egyikeaghbn sokat tett a mechanika
alapfogalmainak meghatarozasaért.

21785 — 1836. Kivalo francia mérnok és fizikus.

3 1781 — 1840. Francia matematikus. Mechanikahozdapdé kutatasai a rezgéstanban illetve a
Fourier-sorok alkalmazaséban ismertek. Az anyagmodellenéséigznalt és réla elnevezBtiisson
tényedt is 6 vezette be a mechanikai szamitasokba.

4 Az akkori években Wesselburen még csak egy nagfaibbak szamitott.

® Eredetileg ad)t-, Vasut- és Viziépitési Tanszékezebjének hivtak, harom évvel kétsb azonban
mar a szilardsagtan teljes témakore is oktatdad&hi kozé tartozott. 1894-ben az egyetemébels
atszervezéset koven kapta Mohr drezdai tanszéke a ma is viselt névészaki Mechanika és
Szilardsagtan Tanszék
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nyugdijba vonulasaig. Erdemes réla megjegyeznimigy hdiakjai igen nagy tisztelettel
beszéltek @ladasairdl, ké&sbb hiressé Vvalt tanitvAnyaAugust Otto Foppl példaul
emlékirataiban |,ehrer von Gottes Gnadéméven emlegeti. Tobb visszaemlékezésben irjak,
hogy bar néha lassan beszélt és a tablara rajzaatai sem voltak mindig a
legrészletesebbek, de adadasok annyira logikusan felépitettek és kovetlesedt voltak,
hogy mindig magukkal ragadtak a hallgatésagot. RasldMohr — sajat maga illetve a
legujabb épitkezések tapasztalataira épitve — muirgliekezett ,valodi” szerkezeti példak
tomegével illusztrdlni mondanivaléjat és — ez akoasiban nem tul gyakran alkalmazott
oktatdi stilus — nagyon népstieé tette.

1900-t0l az 1918. oktober 2-an bekodvetkezett hglajaktiv’ nyugdijasként élt a Drezda
melletti Wachwitzban, emlékiratain illetve tudomasyéletniive 6sszefoglalasimiolgozva.
Végs nyughelye Drezdaban, a Johannisfriedhofiinemetben van.

Tudomanyos munkassaga

Mohr egész tudomanyos tevékenységere igen naggdahtaolt a fiatal évei alatt végzett
tervedi munka. Mindig olyan kérdésekkel foglalkozott, dye&nek volt valamilyen
gyakorlati hattertiik €s nem vonzadott a tisztan Ethgellegi felvetésekhez.

A mechanikai szamitasok egyik legfontosabb kérdéseX. szazad masodik felébenacsos
szerkezdt acélhidak erétani vizsgalata volt. Az egész vilagon atsbprasutépitési laz
nélkilozhetetlenné tette a viszonylag gyorsan #zette anyagtakarékos, ugyanakkor nagy
teherbirasu szerkezetek megbizhato statikai tesee¢zS Mohrnak ezen a téren igen jéent
erdemei vannaké( maga — meg egyetemi oktatoként is —6stsban szerkezetterviez
statikusnak tartotta magéa€).volt az, aki 1874-ben vilagosan és egyért@mmegfogalmazta
a statikai hatarozotts&y fogalmat a kilonbdz ridszerkezetek esetére. Ezt méggn
ink&bb intuitiv médon alkalmaztdk az osztalyozasmak a modjat a mérnokok, Mohrt
kévetben azonban mar a gyakorld6 szakemberek kérébereigeelt az altala tanitott preciz
definiciés rendszer. Hozzatartozik az igazsaghogy tMohrt megdizéen August Ferdinand
Mobius®, a hires német matematikus és csillagasz, alddipegyetemi tanarként statikaval is
szivesen foglalkozott, mar elemezte az egymashoki@sl kapcsolt egyenes tenggly
rudakbél kialakitott halézatok statikai viselkedésié alapvet szabalyait, de munkai
tobbnyire csak matematikusokhoz jutottak el, telessmeretlenek maradtak a mérnokok
elott.

© 1854 - 1924. Kivdl6 német mérnok, élétér lasd  részletesebben a
http://de.wikipedia.org/wiki/August F%C3%B6ppbnlapot. Az tanitvdnya voltudwig Prandt] a
képlékenységtan egyik nagy alakja.

" Isten kegyelméh valé tanar

8 Nagyszelt munkéak szilettek tollabél ezekben a nyugdijas BeekAbhandlungen aus dem Gebiete
der technischen Mechan{Berlin, Ernst Verlag, 1914 Beitrag zur Berechnung der Rahmentréager
(Berlin, Ernst Verlag, 1915)Die Theorie des statisch unbestimmten FachwéBexlin, Ernst
Verlag, 1916)

° Beitrag zur Theorie der Bogenfachwerkstragaitschrift des Architekten und Ingenieur-Vereios
Hannover, 1874. Vol. 20. pp. 509.

101790 — 1868. A hires Mobius-szalaly (kétdimenziés egyoldalt felilet) mellett ismertek
szamelméleti és fiiggvénytani munkdi. Tovabbi adataldlhatok rola az alabbi honlapon:
http://de.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_M%CB®&bius.

1 A. F. Mébius Lehrbuch der Statik,ipcse, 1837. II. kétet, 4. — 5. fejezet
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Mohr ismerte Mobius munkassagat, ra hivatkozva aidhy ki igen részletesen a
rudszerkezetek statikai hatarozottsaganak ma ignhkdos fogalomrendszerét. Kiléndsen
sokat elemezte a szamara kiemetierdfontosracsos szerkezetekdiesbbi kovedi ezen a
teriiletert? gyakran hivatkoztak a munkaira.

Az altalanos elvi kérdéseken tal Mohr sokat tethérnoki szamitasok minél hatékonyabba
tételéért. Tervasként 6 alkalmazott elszor példaulharmas atmetsz&st racsos tartok
rudebinek szamitdsara az oldenburgi vasuti hidak vizdégébl. JoI hasznalhat6o eljarast
dolgozott kiracsok tarték elmozdulasaindkszamitasara (feltjitva és a mérnokok szamara
atfogalmazva Carlo Alberto Castigliannak® az alakvaltozasi energiat felhasznald
modszerét). A francia. Williot™ kicsit ké$bb grafikus technikaval egészitette ki Mohr
szamitasi eljarasat, igy jott létre a mérndkok kbMdohr-Williot-szerkesztégnt ismert
modszer.

A rugalmas gerendatartok vizsgalatakor Mohr mutkitdogy a klasszikus gerendamodell
differencialegyenlete tipusét tekintve megegyezit@lgorbe differencialegyenletével. Ezt a
felismerést felhasznalva dolgozott ki eljarast gerendatartok elmozdulasainak
meghatarozasara, lényegesen konnyebb moddszert iggva mérnokok kezébe, mint a
hagyomanyos, a differencialegyenlet megoldasatyigéelépéssorozat. Ma ezt a Mohr-féle
eljarast a pyomatéki terhek modszeémeéven oktatjdk az egyetemeken. Megjegyezzik, hogy
a klasszikus gerendaelmélet térténetének bemukataszar emlitettiik, hogy ezt a modszert
elvileg Saint-Venarlt javasolta elként, ded soha nem hasznélta tényleges szamitasokra,
csupan otletet adott az alkalmazasara.

Tobbtamaszu tartok (élsorban hidszerkezetek) vizsgalatanal Mohr dolgoztiszor
elmozdulasi hatasfiggvéskkel. Az elméleti alapokat ehhez Maxwell (lasd B5';0s

12 A kilénbod tipust racsos tartok vizsgalataval sokat fogladkbzbben a korbamyikolaj
Jegorovics Zsukovszk{il847 — 1921), a hires aerodinamikus (lasd Colted®apers,Moscow
Mathematic Society, 190)8Lebrecht Hennebergnémet mérndk, egyetemi tanar, 1850-1933,
vonatkoz6 munkait lasd a ,Statik der starren Systearmstadt, 1886c. konyvében)August Otto
Foppl (életébl lasd az €z6 oldal labjegyzetét, vonatkozéiwe pedig: Das Fachwerk in Raume,
Lipcse, 1897 illetve Heinrich Franz Bernhard Muller-Breslagnémet merndk és egyetemi tanar,
1851 — 1925, ide ifl konyve: Die neueren Methoden der Festigkeitslalmd der Statik der
Baukonstruktionen..ipcse, 190

13 Megebzve ezzelGeorg Dietrich August Rittér(1826 — 1908), aki viszont&ib publikalta ezt a
modszert €s ma a vilagon &nevehez kapcsoljak a szamitasi eljarastRitter Elementare Theorie
und Berechnung eiserner Dach- und Briicken-Consineat, Rimpler Verlag, Hannover, 1863
Kicsit megle, deRitter nevét a Hold egyik kratere é&zi, mig a Iényegesen tobbet alkotd Mohrnak
nem jutott ilyen megtiszteltetés...

14 7eitschrift des Architekten und Ingenieur-Vereindannover, 1875. Vol. 21. pp.17

151847 — 1884. Kivald olasz matematikus és fizikaz, észak-olaszorszagi vasUttarsasag
mérntkeként dolgozott. Elméleti munkai nagy hatasgdtak a linearisan rugalmas anyagu
szerkezetek energiaalapu vizsgalataira. Megjegyezrigy mindketijuktsl fuggetlenil (és ébb)
James Clark Maxwel(1831 — 1879), a kivalo skot fizikus preciz, magainti matematikai
elemzéssel vizsgélta ugyanezt a kérdeést, de@mlikicidi a nagyon elvont matematikai leirasmaéd
miatt nem valtak széles korben ismertté.

%M. williot: Notions Pratiques sur la Statique Graphidégizs, 1877.

" Teljes nevén Adhémar Jean-Claude Barre de Saimaite (1797 — 1886), nagy francia
matematikus és mechanikus.
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labjegyzetet) fektette le, de a gyakorlati technkidolgozasa és a szélesktalkalmazas
mindenképpen Mohr érdeme. A pontossag kedvéértisittmegjegyezzik, hogy vele
parhuzamosan asleg agyazasi modelljér ismert Emil Winklet® német mérnok szintén
bevezette ezt a fliggvényfogalmat, de gyakorlatlkaél mar nem alkalmazta.

A kulénb6z modon megtamasztdttek vizsgélataval is sokat foglalkozott Mohr. Mar 1870
ben publikalt (,szokasos” hannoveri folyGiratabagy igen jol hasznalhatd szerkesztéses
mobdszert az iv igénybevételeinek szamitasara. &6gal elmondhat6é egyébként, hogy Mohr
kifejezetten szerette grafikus eljarasolat és tanari palyajan isdéskzeretettel helyezte az
oktatas kozpontjdba az ilyen technikdkat. Ez eg§gbkeljesen megfelelt az adott kor
pontossagi igényeineklletve megoldasi lehéségeinek hiszen akkoriban az altalaban
nagymérdi egyenletrendszerek megoldasat igényozelit numerikus technikak még
csupan a tavoli jGvigéreteihez tartoztak.

A statikai eljarasok mellett Mohr maradandot alkbw szilardsagtanban is. A vilag szinte
minden szilardsagtan konyvében megtaldlh&éziltségi kore amely minden esetben
egyszefien eballithatq ugyanakkor szemléletes képet ad a test egy maktjdesziltségi
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A Mohr-féle fesziiltségi kor alapfogalmai

A fenti dbran egy sik fesziltségi allapotbandlgwont koérnyezetében felvett kilonkgoz
metszetekhez tartoz6 fesziltségeket abrazolja aktirh(a modellezés részleteit Iésc{ﬂ

alatti konyvben, ahonnan az abréak is szarmaznakkovetke®d képen pedig egy térbeli
feszlltségi allapotl pontnal az egymasradhegies metszetek mindharom feszulltségi korét

lathatjuk.
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- Térbeli fesziiltségi dllapotok Mohr-kérei

18 1835 — 1888. A hatasabrakrdl irt cikke (MitteilemgArchitek. und Ingenieurs-Vereinigung
B6hmen,1868, pp. 6 ugyanabban az évben jelent meg, mint Mohré et valt igazan ismertté.
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Ez a grafikus abrazolas kivaldan alkalmazhaté ailesegi szélsertekek és a hozzajuk
tartozé irAnyok meghatarozasara. Még a szamitogépeiban sem veszitett jeléaégélbl,
hiszen egy elvi vazlat szintjen kézzel is gyorsarajzolhato és igy mindig jo segitséget adhat
a mérndknek egy pont fesziltségallapotanak beszlati elemzésénél.

Szilardsagi hatarfeltétel

Sok mérntk véleménye szerint Mohr egyik legmaradbhdalkotdsa a nemfémes anyagok
(foleg a talajok, kzetek) képlékeny folyasi hatarfellletére javasabidellje, amit maviohr-
Coulomb®-féle feltétaként ismer a szakirodalom. A modellt tébbféle vAftsegitségével is
meg lehet adni, az alabbi két képletdhesziltségek illetve a normal- és nyiréfesziltség
felhasznalasaval irja leugyanazt a feltételt, méghozza a modell gyakran hasznalt
.legegyszeiibb” alakjaban:

- 1+sin(p_0 1-sing
! 2ccosp 3 2ccosy

=1illetve [1=c-otge.

V4

surlédasi szogét jeloli. Maga a képlet fizikailagugalmas viselkedés hataréat, a képlékeny
allapot kezdetéjelzi®®.

Mohr 1882-ben publikalfd modelljét. Harom szeét emlit, akiknek korébbi munkait
figyelembe vette:

- Johann Bauschingett akinek kisérleti eredményeit elemezte,

- Henri Edouard Trescaf, aki 1868-ben nyujtotfA be a francia Akadémianak
fémekre érvényes folyasi feltételét bemutatd jelsét (Tresca-model), illetve

- Charles Augustin de Coulondt, aki j6 szaz eévvel az#t (a labjegyzetben mar
hivatkozott) jelentésében inditvanyozta, hogy anma+ és nyir6fesziltségek

19 Charles Augustin de Coulomfl736 — 1806) kivalé francia fizikus. Az elektraskaban &
fogalmazta meg a pozitiv-negativ toltések kozdtepé ersket megado, rola elnevezett Coulomb-
torvényt. Fontos eredményeket ért el a surlodasgeiataban is. Szilardsagi feltételét talajmintak
illetve blokkokbdl allo falazatok nyomokisérleteinéelhasznalasaval nyert megfigyelések alapjan
alkotta meg és 1773-ban publikalta a Francia Akaééak irt ,.Sur une application des régles, de
maximis et minimis a quelque problemes de statiqatifs a I'architecture”cimi munkajaban.

20 A mechanikaban az ilyen fiiggvények segitségéapbt mechanikai korlatot nevezzéiyasi
feltételnek

L Civilingenieuren1882, pp. 113

221834 — 1893. Német matematikus és mérnok, a Mimahészaki Egyetem tanar@) alapitotta az
egyetem vilaghitr anyagvizsgalé laboratériumat. Nagyon sok Kkisérletégzett az anyagok
képlékeny hatarallapotanak vizsgalatara, nevéligédik az Un.Bauschinger-hatagkinematikus
keményedési tipus) felfedezése.

231814 — 1885. Francia gépészmérndk, a Francia Nigyésiivatal professzora. A képlékenységtan
tudomanyanak megalapitoi k6zé tartozik, igen aldgastani képlékenységi vizsgalatokat végzett.
Tagja volt annak a tervéesoportnak, amelyik a szabvanyos méter etalonjajafketta. Folyasi
feltétele szerint az anyag akkor keril képlékenkapéttba, ha a benne keletkemaximalis
nyirofesziltség elér egy kritikus hatarértéket.

24 Mémoirs presentés par divers savavia, 20. 1868
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kozotti kapcsolat megadasaval jellemezzik az anyagalmas teherbiro
képességének hatarat.

Coulomb a normal- és nyir6fesziltségek kozott a hatardllzm linearis 0sszefliggést
tételezett fel, lasd a kdvetkieabra vazlatat:

T4
[t|= ¢ - Otang

C cos¢

01 g 03

o, 0, \ ¢ 3
O+ 03
2

Mohr a Tresca-féle feltétehltalanositasatjavasolta aCoulomb-modell felhasznéalaséaval
Szerintea kritikus nyiréfesziltség értéke nemfémes anyagoknfémekil eltérben nem konstans,
hanem az ugyanabban a pontban félleprmalfesziltség nemlinearis fliggvénye:

T=h(0),
ahol h(o) az adott anyagnal kisérletileg meghatarozandévigéigg A kordbban mar bemutatott

Mohr-féle grafikus feszlltségi korok felhasznaladéy feltétel azt jelenti, hogy kritikus allapotban
h(o) fuggvény burkol6gorbéje lesz a Mohr-koéroknek:

Qy

1)
[tl=h(o)

Yield envelope

Vo

Az eredeti Coulomb-modell ennek adhitett valtozatnak egy specialis — bar egyégége
miatt a geotechnikai gyakorlatban nagyon sokszkal@lazott —hataresete Ha egy ilyen
hataresetben a bélssurlodasi szoget nullara valasztjuk, akkor ,vigszmk” az eredeti

Tresca-feltételhez. A Mohr-Coulomb-feltét#legyébként tovabbi részletek talélhatél[ah}
alatti kdbnyvben.

[Tl=h(0)

Mohr modellje ma is az egyik leggyakrabban haszrialajmechanikai képlékeny
hatérfeltétel. Egyszésége, lineéris valtozata esetén paramétereinekadgcszama, és nem
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utolsosorban a valdsagot igen jol kozekredmeényei a publikadlasa ota eltelt tobb mint 120
év alatt is medyizték népszdiségét a mérndkok kozott.
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