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Koloszov, Muszhelisvili, Westergaard és a tdrésmeahika
fesziltségfliggvényes vizsgalati médszerei

Ebben az életrajzban annak a harom tuddésnak @leteashatunk, akiknek a munkassaga a
XX. szazad el$ felében hozzajarult a ma torésmechanikdnak nevezgdbmany elméleti
alapjainak lerakasahoz. Természetesen sok mas zedigyeutatd (példaulGriffith vagy
Irwin®) nevét sem szabad elfelejteniink, ha a térésmdchégtrehozasarol irunk, de réluk —
fontossaguk miatt — kilén életrajz emlékezik me@siazokrol a matematikusokrol lesz sz6,
akik a repedések, bemetszések kornyezetének \at&gahagyomanyds peremérték-
feladatok vizsgalataval oldottdk meg, és igy tovabbvittekXkX. szazad kivalé tudosai
(Cauchy, Navier, Saint-Venant, Airy, Lam& masoK) altal a mechanikai feladatok
vizsgalatara kidolgozott matematikai technikat.

Koloszov élete

Jurij Vasziljevics Koloszov 1867. augusztus 25-gilletettUsztyban,

Oroszorszag novgorodi kormanyzosaganak egy kisshers A tavak
és folyok halézata kozott elhelyezKed telepilésen toltotte
gyermekkorat, itt jart altalanos iskolaba. Kivaémuilo volt, igy tanitoi
tanacséara sziul&zentpétervarrérattak be gimnaziumba. A matematika
és fizika iranti fogékonysaga és tehetsége haneanddie tarsai kozul,
1885-ben az iskola aranyérmét elnyerve fejezte b@zapiskolat és
roégton be is iratkozott a Szentpétervari Egyetentelatika-Fizika y
Karara. Itt akkoriban kétlépés képzés folyt, Koloszov az élfokozatot 1889-ben, az MSc
diplomat pedig 1893-ban szerezte meg, 1903-bargpedr a doktori miésitést is megkapta.

- 1893-ban megbiztdk az Egyetem Mechanikai Laborat@nak
vezetésével, emellett ,masodéallasban” tanitott gyike miiszaki

== 0iSkolan, mérndkoknek adottéeinatematikat. 1902-ben elfogadta
¥ EX észtorszagTarti' egyetemének meghivasat, ide koltozott, és
}| = egészen 1913-ig itt tanitott matematikat, mecharék&fizikat. Az
/| B egyetem akkori képét lathatjuk baloldalt egy kotab®grafian.
Ezeket az éveket egyébként dmigrban habilitacios tézisei
| kidolgozdsanak  szentelte. Kutatbmunkdja a  komplex
- fesziiltségfiiggvények mechanikai alkalmazasavaafkgrott,
mint latni fogjuk, tulajdonképpen ez az eredmérgeami maig megrizte nevét. Habilitacids
dolgozatanak etsvaltozatat egyébként 1907-ben nyujtotta be a eeevari Egyetemre.

! Alan Arnold Griffith (1893 — 1963) kivalé angol mérnok, a repedésekyeretének energiadiv
mechanikai vizsgalatair0l ismert étorban. Sokat tett a kors#ergazturbinas hajtofivek
fejlesztéséert is.

2 George Rankine Irwin(1907 — 1998) amerikai mérndk, a mai értelemben téeésmechanika
létrehozéja. Tudomanyos munkassaga mellett enditéséltd széleskdr és kivald pedagogiai
tevékenysége a torésmechanika alkalmazasanak niggszsere.

3 Eletiikisl és munkassagukrol lasduebben a réluk készilt életrajzokat. ..

* Esztorszag akkoriban a cari birodalom része wltarostlurjewvnek hivtak (mai nev&artu). A
varos egyetemét egyébként még 16324he@usztav Adolsvéd kiraly alapitotta, Esztorszag akkor a
Svéd Kiralysaghoz tartozott és a varosbakpat volt a neve.
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SztekloV professzor, a Matematika Intézet akkori véeta munka sok részletét vitatta, de
Koloszov végllis sikeresen megvédte téziseit, és -Hg kisebb-nagyobb javitasok és
modositasok utan — 1909-ben az egyetem veguligadfa,A komplex valtozés fliggvények
alkalmazasa a matematikai rugalmassagtan sikbéfidédaira” cimi dolgozatat és igy
megkapta az egyetemi tanari kinevezéshez szikbapdaacios cimet.

Torténeti érdekességként megjegyezzik, hogy a datgdéziseinek megveédésében
Koloszovnak sokat segitett tanitvanya, adkéshires matematikussa valltko Muszhelisvili

is (lasd a roéla keésziilt életrajzot neéhany sorrgeld). Masik megjegyzeskent megemlitjik,
hogy Szergej Csapligi aki akkoriban szintén Pétervarott dolgozott ageégmen, tanszéki
bels felhasznalasra mar tiz évvel korabban készitgttnol/azlatokat, melyekben a komplex
fluggvények szilardsagtani vizsgalatokra val6é alkadésat javasolta. Soha nem dolgozta ki
ezt az otletét részletesebben és nem is publigéitanilyen részletét sem akkor, semdkods,
ezért igy ma is teljes joggal tekinthetjik Kolosabva komplex fliggvények tidr
alkalmazojanak a szilardsagtan sik feladatainal.

1913-ban Koloszov visszatért Pétervarra, é8l &#zdve egészen élete végéig az egyetem
EIméleti Mechanika Tanszékén dolgozott. Ezzel pZaimosan még 1913-ban kinevezték a
pétervari Elektrotechnikai Intézet Elméleti Mechaniosztalyara is igazgatdénak (itt csak
néhany évig toltott), 1916-ban pedig az Elméletichenika Tanszék vezige lett. Az el$
vilaghabora és az azt kdvepolgarhaboru viharait illetve az utanuk kévetkealtozasokat
mind &t- és taléle tanszékvezét maradt egészen 1936. november 7-én bekdvetkezett
halélaig.

Koloszov tudomanyos munkassaga

Koloszov magat mérndki — élsorban mechanikai — feladatokkal foglalkozé matémanak
tekintette. B miive egyértelmien az a dolgozat, amit mar ad pontban is emlitetttink, és
amire majd az egyes életrajzok bemutatasa utaletésebben is kitérink.

Habilitacios dolgozata mellett emlitésre méltd @3-as doktori disszertacioja is, amely a
HamiltorP-elv'® killénleges médositasi leléségeivel foglalkozott. Orosz nyéhmunkajanak
magyar cime: A Hamilton-elv specialis modositasi letstgei €s ezek alkalmazésa az anyagi
testek mechanikai vizsgalataraEbbol a témakorBl egyébként mar ékéleg tébb kisebb
cikket is publikalt.

1935-ben, haléla &t egy évvel ditt adtdk ki Moszkvdban az élete munkajat 6sszegz
konyvét Komplex valtozék alkalmazasa az elméleti rugalmgtssdari cimmel.

® Vlagyimir Andrejevics Sztekl@¥864 — 1926) orosz matematikus.dlsrban fiiggvénytannakleg
parcialis differenciadlegyenletek kulonkibtipusi megoldasaval foglalkozott. Aztanitvanya volt
Friedmann a kégbbi hires fizikus.

® Szergej Alekszejevics Csapligii869 — 1942) orosz matematikus, analizissel,euffcial-
egyenletekkel illetve aramlastani kérdésekkel fikglzott.

" MagaCsapliginsem vitatta soha Koloszov éf#gét.

8 1931-ben a Szovjet Tudomanyos Akadémia tagjanateipralasztottak.

% Sir William Rowan Hamiltor{1805 — 1865) ir matematikus és fizikus. Optikadihamikaval és
algebraval foglalkozott.

A fizikaban a Hamilton-elv egy mozgast végz test allapotat leird differencidlegyenlet
integralegyenlettel tortérnhelyettesitését mutatja be a varidcioszamitasssegivel.
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Muszhelisvili élete

Nikoloz'* (Niko) Muszhelisvili 1891. februar 16-an sziilet: L‘*;‘-"{F :

Thiliszbent, az akkoriban cari fennhatésag alatt a@izia ¥ ok

févarosaban. Erdekességként megadjuk nevének grikkbEt f‘%f
)

leirt alakjat:bogzemem® (6ogm) 3mibgerodzowo.

Elemi és kodzépiskolaitThilisziben végezte, majd sikerre
felvételizett a Pétervari Egyeteme, ahol - Koloszov
tanitvanyakéent és j0 baratjaként — matematikusraadult A
kival6 tehetség fiatalember 1914-ben sikerrel megvéc
diplomajat és egészen 1920-ig ott is maradt adysmak az
egyetem Matematika Tanszékén.

-

« A polgarhabori eseményei 82letét is megvaltoztattak.

" 1920-ban ugy dontott, hogy hazatér $wérosaba és az

ottani egyetemen vallal oktatéi allast. 1922-ig el

volt a két évvel Muszhelisvili hazatérésételalapitott

Thiliszi Allami Egyetedd Matematika Tanszéké(az

egyetem &épuletének képe lathatd baloldalt), 1922-ben

pedig egyetemi tanarra nevezték ki. Elete kovetkaz

évében most mar ez maradt a munkahelye és egyetemi

~ cime, élete utols6 napjaig a Matematika Tanszéken
dolgozott.

1939-ben megvalasztottak a Szovjetunido Tudomanyagdmiaja rendes tagjanak. 1941-ben
pedig — hosszas szendemunkaja eredményeképpen — megalapitotta a Grupritaadyos
Akadémiat, aminek efselndke lett. Ezt a posztot egészen 1972-itpltotte be, akkor —
koréra tekintettel — lemondott, de megvalasztotisi#teletbeli elndknek, és ezt a cimet élete
VEgeig viselte. 1956-ban ainjernational Committee of Congresses on Applied¢hdaics
szervezete vette fel tagjai kdze, 1960-ban pedifir@ernational Union on Theoretical and
Applied Mechanicselndkségébe hivtak meg.

1969-ben megkapta az olasz Akadémidogesto Panettikitiintetését, 1972-ben pedig a
Lomonoszov Aranyérmetlyolcvanot éves kordban, 1976. jalius 16-an hwelytbilisziben,
itt temették el a varos melletti dombokondésregi temetben.

1 Mivel miivei hosszu ideig orosz kozvetitéssel voltak isnkemevével sokszaxyikolaj lvanovics
Muszhelisvilivaltozatban is talalkozhatunk.

12 Akkori nevénTifliszben.

13 A nyomtathaté griz beék létrehozasaban komoly érdemei voltstisztotfalusi Kis Miklosak

(1650 — 1702), a kivalé erdélyi nyomdasznak.

14 Ez volt az egész Kaukézusekgyeteme, kordbban sem Gruzidban, sem mas kdéroyszagban
nem volt fel§oktatasi intézmény. Ma tébb mint 30.000 hallgat@a.
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Muszhelisvili tudomanyos munkassaga

Bar munkassadga alap¥en mechanikai terlleteket érintett és ismerttésseldban
mechanikaval kapcsolatos tkei tették, Koloszovhoz hasonldéat is mindenekéitt
matematikusnak tartotta magat.

Muszhelisvili mar fiatal koratdl kezdve rengetedkket irt, de ezek az akkori viszonyok
kozott alig jutottak el kulfoldre. Munkait igazasnertté két vaskos terjeddlmyijteményes
monografia tette, amelyekben tematikus csoportisdiad Iényegében minden fontosabb
dolgozata megtalalhat6. Mindkéttl953-ban jelent meg angol nyelvétfollandiaban, a
Noordhoff kiadénal. Az egyik a komplex fliggvénytan alkalmss&® mutatja be a
szilardsagtan kulonbéz tertletein (Some basic problems of mathematical theory of
elasticity’), a masik inkabb a ,tiszta” matematika kérdéseikapcsolhatd, a szingularis
integralegyenletekkel kapcsolatos dolgozataBirfgular integral equatioriy ebben a
koényvben talalhatok meg.

A mérndkok szamara alapven az elsként emlitett i (,Some basic problems’) a
jelentbsebb és hasznalhatobb alkotas. Az itt talalhat&e&ika szilardsagtan ugynevezett
szingularis feladatainak (bemetszések, repedésmivamryok, érintkezési problémak, stb.
koérnyezetének) mechanikai vizsgalatahoz nyujtanmakip és szabatos matematikai leirast és
javasolnak megoldasi technikat. A monografidbaalhakté cikkek megirdsa 6ta eltelt sok
evtized sem csokkenti a leirtak elméleti jetedigét, mindazok szamara, akik
torésmechanikaval vagy mas szinguléris jdilsgilardsagtani feladattal kivannak foglalkozni,
éppugy alapvét marad Muszhelisvili kdnyve, mint példaul egy sli#dssal foglalkozo
mérnodknekEuler vagylLagrangemunkassaga.

Westergaard élete

Harald Malcolm  Westergaard 1888-ban  szllete
Koppenhaghan. Szilei apai agon toébb generacio o6ta a d
févaros egyetemének oktatdi voltak kulonfel
természettudomanyos targyakat tanitva. A fiatalaldakivalo
tanuloként végezte elemi és kozeépiskolai tanulmiényaajd
az épibmeérnoki kar hallgatoja lett Koppenhagaban. Mivel
egyetem adta mérnoki képzeést a csalad nem tantdeleb
szintinek, ezért 1912-ben Németorszagba kuldték, ahol
Géttingeni  Egyeteem Felix Klein® elsadasait kezdte %
latogatni. Mivel Klein 1913-ban nyugdijba vonult}
Westergaard 1914 tavaszBtiincheme koltozott és az ottani
Miiszaki Egyeteam folytatta tanulmanyait. Itt nydGjtotta be é<
védte meg Anwendung der Statik auf die "
Ausgleichsberechnuhgimi doktori disszertaciojat.

Az el vilaghaboru kitorése kettétorte egyetemi munkadyéivel édesapja kozben meghalt,
Westergaard ugy dontott, hogy nem tér vissza DanihBnem 6zvegy édesanyjaval egyuitt

15 Ennek a rinek 1971-ben Lipcsében kiadtdk német niyehéltozatat is Einige Grundaufgaben
zur mathematischen Elastizitatsthedmémmel.

16 Felix Klein (1849 — 1925) német matematikus és mérnok. Hisksavmechanika teriiletén végzett
alkalmazott matematikai kutatasairol.
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kivandorol Amerikaba és ott probalnak 0 életetdezs. Karrierje mindjart az élsevekben
igen sikeresen alakultarthur Nevell Talbot partfogasaval 1916-t6l attlinois Egyetem
egyetemi oktatoként alkalmazta az Bpiernoki Karon és ezt a professzori cimét egészen
1936-ig meg is tartottd Akkor még megtisztébb A&llas betoltésére kérték fel:
megvalasztottak dékannakHarvard Egyetem Mérnoki Kararal4 évig, az 1950 nyaran
varatlanul bekovetkezett halalaig toltétte be egbsztot.

Az Ujabb vilaghaboru étti években Westergaardnak komoly szerepe volt mbbagy az
amerikai egyetemek lelistéget adtak sok kivaldé eurdpai tudoésnak, hogy Akaba

koltdzhessen és ott folytathassa munkdjat. Szesetyayujtott segitséget példdrichard

von Mise&’nek, Karl von Terzagt’hak ésArthur Casagrandénak. A felsorolt tudésok a
késsbbiekben csaladja skebb barati kbréhez is tartoztak.

Megjegyezzik, hogy a masodik vilaghaboru alatt ~rhar nem volt fiatal — dnkéntesnek
jelentkezett a hadseregbe és tobb évig szolgatadamgerészet kotelékében.

Wetergaardnak feleségétRachel Harriet Talbotol (Arthur Talbotleanyatol) két leanya és
egy fia szlletett. Fia Peter T. Westergaard jonevi zeneszeriként lett ismert Amerikaban.

Westergaard tudomanyos munkassaga

Westergaard elméleti jellégmunkait egész életében kulonboz
. gyakorlati épidmérnoki feladatokhoz kapcsolddva publikalta. Az
1930-as évek elején a Colorado folyon épilt hiesmver-gat
foldrengésvizsgalatdhoz szikséges szamitasoké amevéhez
fuzédnek (a gat mai képét lathatjuk baloldalt), és unggak
komoly elismeréssel fogadta a szakmaPanama-csatorna
feltjitasanal és asan-diegoi repiudtér tervezésénél végzett
mérnoki szamitdsait is. Munkajat mindig a magasfoku
| precizitas,szakmai igényesség és a matematikaioeszkak a
gyakorlati mérnoki alkalmazasokkal valé mesteri kimacioj&?
jellemezte.

A rugalmassagtan és képlékenységtanoamtnoki alkalmazasarol irt cikkei és egyetemei
jegyzetei is ezt a szemléletmodot tukrozték, hadigadrében kifejezetten népstevolt
vilagos és a killonbézszakteriileteket mesterien 6tééeidadasairol. igy szilettek a jelenlegi
témank szempontjabol fontos tdérésmechanikai putikdis 1939-ben: akKoloszov-
Muszhelisvilialtal bevezetett komplex fesziltségfiggvényesrigéh kivanta egyszésiteni
olyan — gyakorlatilag fontos — esetekben, amikomérnokoknek gyors és egysien

17 Arthur Nevell Talbotamerikai épiimérnok. El§sorban az anyagvizsgalatokkal és a kiiléiboz
vasbetonszerkezetekkel kapcsolatos kutatasai fsttédetté nevét.

18 Kozben régi iskolaja, Koppenhagai Mszaki Egyeteri929-ben diszdoktorava valasztotta.

19 Richard Edler von Mise§1883 — 1953) osztrak mérnok, egyike a XX. szakaghagyobb
mechanikaval foglalkozo6 kutatdinak. Elgiétasd Bvebben a Huber, Mises, Hencky és a fémek
képlékenységtafi@imii életrajzot.

20 Karl von Terzagh{1883 — 1963) kival6 osztrak talajmechanikus.

2L Arthur Casagrand€1902 — 1981) osztrak talajmechanikus és geolégus.

22 Nem véletlenill vallotta magat egész életéBégin tanitvanyanak. A német tudés hires volt a
matematika és az alkalmazott mérnoki gondolkodadonifiédns kombinaldsarol.
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alkalmazhat6 megoldasokra volt sziikségik. Megoiddgan népszdiek voltak a mérnokok
korében, hogy sok mérndki szakkényv még évtizedekak Westergaard-féle megoldasként
mutatta be a repedések kdrnyékének fesziltségiyjdanitasaira levezetett 6sszes szamitast.
Ma mar természetesendtdg a kicsit komolyabb és részletesebb munkakbamyaltabb és
precizebb a kép az ilyen mechanikai elemzésekle ez semmit nem von le Westergaard
érdemeildl, foleg a komplexitast és ezzel egyitt a lékégek szerinti egysZesitést
allandoan hangsulyozé gondolkodasmaédja irantigletsl.

A térésmechanika feszultségfiiggvényes vizsgalati oezerei

A térésmechanika mechanika azon tudomanyterilete, amelyik azgiramalew repedések,
bemetszések, lyukdkrnyezetében lévfesziiltségi szingularitasok elemzésével foglalkozi
A térésmechanika” elnevezés viszonylag Uj kieleta XX. szazad hatvanas éveiben jott l1étre
— , de maga a vizsgalando feladat mar nagyon rég@talkozatja a mérnokoket, hiszen a
kilonb6sd ,gyengitések”, attorések, repedések, stb. azdeznék, amiota csak az ember
meérnoki szerkezeteket épit. Igazan fontossa akéibrez a kérdés, amikor a XIX. szazadsels
évtizedeiben kibontakozé ipari forradalom addig ssohem latott szdmban kezdett
fémszerkezeteket hasznalni: vasutak, hajok, hitakalyok, gzgépek, stb. tizezrei épultek
szerte a vilagon.

Sajnos ezek kozll a fémszerkezetek kozul rendkdolll egészen hirtelen ment tonkre a
hasznalat soran, annak ellenére, hogy @éggziket a kor mérndki tudasanak megéelelés
kifejezetten gondosan tervezték. Példaként emlitjlogy Anglidban, a kor egyik
legfejlettebb allamaban az Ujsagok heti rendszégess szamoltak be fém alkatrészek, vasuti
sinek illetve tartdszerkezeti elemek varatlan @ng¢®s az ezzel jaré balesetékr

A folyamatosan gylé tapasztalatokbdl okuldda mérnokok természetesen sejtették, hogy a
jelenség oka olyan mechanikai hatasokkal magyatéziaanelyeket a szilardsagtan addig
kidolgozott elméletei nem tudtak pontosan leirngalc éppen megfelel mechanikai-
matematikai modellek hijan ezek a ,sejtések” onrkhgn még nem voltak elegeiid a
szilardsagtani szamitasok médositas&hoz.

Jéllehet elméletileg marLove™ is vizsgalt koncentraciés hatasokat, amikor végtel
kiterjedési rugalmas térbefl elhelyezett kor alaki zarvanyok peremén nyirasaddama

2 Kiemelkedik az ilyen jellefy tapasztalatgjtdk” kozil Henry Clifton Sorbyangol mérnok (1826-
1908), aki el8ként vizsgélta mikroszképpal a laboratoriumi illetbaleseti toréseknél @rés
fellletét A kilonbo® tipusu esetek mechanikai kérulményeit rendre dstetette a torési felllet
képével, és igy itkel az Aaltala Osszefyott ,adatbank” segitségével a toréskép alapjan
(természetesersak utdlagymar magyarazni tudta a téres torténetét.

4 A gondok megoldasara a terdza legkézenfekébb — és egylittal persze a legkevésbé gazdasagos
— utat valasztottak, névelték a biztonsagi teteartékét. Jellemz példaként emlitjuk a tervezési
szamitdsok bizonytalansaganak illusztralasara, méyg az 1920-as évek kbzepén is a biztonsagi
tényed értéke kazanoknal 6, féem tartooszlopoknal 10, wasdaknal 6 és 10 k6zott, légcsavaroknal
és egyes tengelyeknél 12 volt.

» Augustus Edward Hough Loy&863 — 1940) kival6é angol fizikus és mérndk.

26 Mint latni fogjuk, a késbbiekben is gyakran alkalmaznakégteleit méreti tarcsat vagy félteret a
szamitdsokban. Erre a peremfeltételek egyibbefigyelembe vehésége miatt van szikség.
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létrejowd elmozdulds- és fesziiltségallapotdkaglemzett, de az els— gyakorlatilag is
hasznalhaté — szamitasi mod@lustav Kirsch® hires publikacidja adta meg 1898-béna
kor alaku lyukal gyengitett, végtelen kiterjedebuzotttarcsa feszultségnek vizsgalatara az
Airy-féle fesziltségfliggvényes technikat alkalmaadesziltségfliggvények algebrai illetve
trigonometrikus polinomok kombinaciéi voltak).

Vizsgalatai kimutattak, hogy a kor
p alaka lyuknal keletkez eérint
iranyu feszlltseg (az abran eaf -
val jeldltik) igen érdekes eloszlast
mutat. A szilardsdgtan addigi
feltételezésével (egyszer hazas
esetén konstans érték) ellentétben
9=0 szOgnél negativ értéki lesz
(vagyis a tisztdn huzott tarcsaban
nyomaskeletkezik!), 3 =+ 11/ 2-nél
pedig nagysaga a kidlderheb feszlltségharomszorosagri el! Ez a megoldas a gyakorlat
szamara azt jelentette, hogy példaul a tartoszet&kzszegecslyukak miatt gyengitett
keresztmetszét hizott radjait kordbban rosszul méreteZlélcsak a magas biztonsagi
tényesd Ovott meg a sokkal gyakoribb katasztréfaktol.

-
-
-
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-
-
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-
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-
-
-
-
-
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SajnosKirsch megoldasa kizardlag kér alaku lyukak vizsgalatéodt megfeleb, masféle
lyuktipusnal vagy a lyukak hatédresetének tekitithgtégtelen keskeny” repedéseknél a
hagyomanyos polinomokat hasznalé fesziltségfiggsengljaras nem #kodott. A
tovabblépéshez a segitséget egy francia matematosrsat® munkassaga adta meg a
kovetked években.Goursategy 1898-ban megjelent konyvéBememutatta, hogy ha a
biharmonikus differencidlegyenlet&bmplex fliggvényegegitségével akarjuk felirni, akkor
két komplex fliggvény kombinacibjat kell hasznalnunknegoldasnal (ez a matematikaban
Goursat-egyenleiek nevezett kifejezés; a levezetés részleteit\v@&garedmeényt lasBojtar:

, Gyakorlati torésmechanikaimi egyetemi jegyzetében).

Néhany ével ké&bb Koloszov volt az, aki bebizonyitotta, ho@pursahak ez a mechanikéatol
latszolag tavoli eredménye radikalisan megvalttetat szingularis szilardsagtani feladatok
kezelését. Koloszov — felhasznalvaoursat-egyenlét — az életrajzaban mar emlitett
disszertaciéban levezette a végtelen niétércsa biharmonikus differencialegyenletének
komplex figgveények segitségével tofiénegoldasat. Bemutatta, hogy ebben az esetben az

27 A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticityol. 1., Cambridge Univ. Press, 1892.
Valamilyen oknal fogva ez az érdekes megoldas ébkékiadasokbol kimaradt.

8 Gustav Kirsch(1841 — 1901) német mérnok. Hivatkozotiaelasa éiszor aNémet Mérndkegylet
39. Kozgyilésénhangzott el 1898. junius 8-&hemnitben, majd nyomtatasban is megjelebie,
Theorie der Elastizitdt und die Bedurfnisse dertigéeitslehré cimmel (Zeit. Ver. Deutsch. Ing.,
Vol. 42., pp. 797-807, 1898).

29 A pontossag kedvéért hozza kell tenniink azt, hogymar tudjuk, a véges méretudak vagy
tarcsédk esetében a fesziltségkoncentracio szerenk@&ebb, de mindenesetre még azoknal is
nagyobb, mint az elemi szilardsagtan alapjan sodnd@ittek.

30 Edouard Jean-Baptiste Goursét858 — 1936) kival6é francia matematikus,éeterban komplex
fuggvénytannal foglalkozott.

** Lecons sur l'intégration des équations aux dériveasielles du second ordre, a deux variables
indépendantes 1-2.’Hermann, Parizs, 1898.
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eredeti parcialis differencialegyenlet két komplexaltozés differencialegyenlettel
helyettesithét. Az elmozdulasokra levezetett — ugyancsak komplggveényekkel felirt —
harmadik egyenletet is figyelembe véve ezt a haegyenletet hivjak ma a mechanikaban
Koloszov-egyenleteknekrdekesség kedvéért bemutatjuk mindharom egysr(et részletes
levezetés az ébb emlitett Gyakorlati torésmechanikgegyzetben talalhato):

0, +0,=2(¢'(2)+# (2} =4Rd¥ (2)
o,-0,+2i1,,=2{Z¢"(2)+y' (2},
2uu+iv)=k¢(2)- 28’ ()-y( 3.

Az els két egyenlet a feszlltségekre, a harmadik pediglmpzdulasokra felirt Koloszov-
egyenlet. A valtozok a kovetkékzet jelentik: o, o, est, a végtelen merét tarcsa

feszlltségeinek fuggvényai,ésv az eltolodasfiiggvényeket jelentik, a Poisson-tényeitdl
flggd anyagi konstansy a nyirasi rugalmassagi modulusegy komplex valtozog ésy
pedig a megoldas soran felhasznalt komplex valtofesziltsegfiggvények. A ,Re”
szimbélum a komplex flggvény valGs részére utghbh feld sarokban szereplegy vagy
két vessé a komplex valtozé szerinti derivalast jelzi, aldfebnas pedig a konjugalas
mivelete.

Ezeknek az egyenleteknek az az elvi jélsétie, hogpegitséglikketgy tényleges feladatnal
a terhelésekés azadott peremfeltételekigyelembevételével leh&égiink lesz a megoldas
megtaldlasra és most mar a feladatban féllépingularitas sem lesz akadaly. Koloszov
elssként oldotta meg a veégtelen térben terhelt elliygik lyuk kornyezetének
feszlltségszamitasat tedbges iranyu teherre. Az &bran ennek a feladatngk e
egyszeiisitett valtozata lathato. Az egysisités abban rejlik, hogy most a terhelésdleges

az ellipszis alaku lyuk hosszabbik tengelyére:

Munkaja egyik legfontosabb eredménye az a lépéd, \ahikor elvégezte ab - 0
hataratmenetet, vagyis a lyukbdl végtelenul keskepgdés lett. Ebben az esetben a repedés
két végen leg csucsnal a repedés iranyara dheges fesziltségkomponens értéke elméletileg
végtelenil nag¥ lett, vagyis Koloszovnak sikeriilt kimutatnia a mégéta sejtett
szingularitas.

32 A valésagban azért nem keletkezik végtelenil rfegyiiltség, mert egy repedés vastagsaga soha
nem zérus, a csucsnal mindig van valamilyen lekefek A masik korlatozé tényézaz anyag
képlékenyedési hajlama: sok fém, polimer, stb. nilyjelents feszultségértékeknél mar nem
rugalmasan viselkedik, hanem egy képlékeny zéraubka a repedéscsucs kornyékén.
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Erdekes megjegyezni, hogy Koloszov ezeket a leéseket és mintapéldakat nem csak mar
akkoriban nagyon sokat jelentett. Kevésseé ismengyhl908-ban részt veRomdan alV.
Nemzetk6dzi Matematikai Kongressaugs aprilis 11-i éadasaban beszamolt eredmértjeir
Bar szekcidja elnokségében olyan tudésok voltakit Riingé®, Hadamard* és Volterra®,
elbadasa nem keltett kiilonosebb érdekist matematikus kollégai kozott

Koloszov munkassaganak igdalytatdja és tovabbfejlesie Muszhelisvili volt. Az 1910-es
evektl kezdve szamos cikkben foglalkozott a komplex figg/tan mechanikai
alkalmazasaival. Ezek a cikkek ma legkdnnyebbenSamge basic problems’ cimii
gyijteményes monografiajaban olvashatok. Muszhelisaljesen masféle gondolatmenet
alapjan (jbdl levezetteGoursat alapegyenletét és részletesen elemezte a Koloszov-
egyenleteket is. Komplex leképezések illetve Gauchy-integralo® alkalmazésaval
radikdlisan Ojszér matematikai technikakat dolgozott ki, amelyek t®gjével szamos
specialis szingularis feladatot tudott megoldargy(eas mellett elhelyezkédtetsdleges
szamu repedés vizsgalata, repedések belsejébénrlegoszIé és koncentraltéér hatasa,
stb.). lllusztralasul Muszhelisvili munkaibdl egyetks repedés vizsgalatanak eredmeényét
mutatjuk be:

- A~ aa —

A bal oldali képen két egymas melletti repedésdtith jobboldalt a fligijeges terhelés
hatasara létrejd@v(a kil terhelés értekével normalt) fesziltségeloszlas kighato.

A XX. szazad el§ felében alapvéen Muszhelisvili volt az altalanos célokra hasza#ih
komplex fesziltségfiiggvényes megoldasi technikai ijgerjeszbje. Hatdsa ma is érezbied
torésmechanika azon elméleti kutatdi kozott, akikodern szerkezeti anyagokban
(kompozitok, ragasztott anyagok, stb.) tesjedpedések feszlltségeloszlasanak vizsgalatara
keresnek analitikus megoldasokat.

3 carl David Tolmé Rungd1856 — 1927) kivalé német matematikus és fizikiemlinearis
rendszerek matematikai vizsgélata mellett sokdafkgzott spektroszképiaval is.

3 Jacques Salomon Hadamafd865 — 1963) francia matematikus, a primszamokéktének
kutatdja.

% Vito Volterra (1860 — 1940) olasz matematikus és fizikus. A matikai biologia

V4

dszpontosult.
% Lasd a[4] alatti irodalmat.
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Torténetink harmadik szerém, Harald Westergaard a specidlis feszultségfUmgpie
bevezetésével drokitette meg nevét a térésmechmmi¥a Az altala vizsgalt feladatoknal
atalakitotta a Koloszov-egyenleteket olyan moddon, hogggyetlen komplex
feszlltségfuggvény felvételével lebe¢ valt a fesziltségkomponensek meghatdrozésa.
Westergaaratsakolyan feladatokat vizsgalt, amelyek a tengelyekiienmetrikus terheléssel
rendelkeznek. A nyir6fesziltség zérus értéke naathasodik Koloszov egyenlet alapjan
felirhato az

Im(zZg" +y )|y:0 =0
feltétel, amildl a ¢" =-Z¢" + C egyenlet adddik. A normalfesziltségek azonosségh atC
konstans zérus, igyegyetlen fesziltségfliggvény is elegehdaz ilyen tipusu feladat
vizsgalatahoz. igy tulajdonképpen nem a megoldé&nelaltoztatott, hanem annak technikaja
lett egyszeibb. Hangsulyozzuk azonban, hogy ezek az egiysitésekgyakorlatilag fontos
feladatokat érintettek, ezért érthethogy Westergaard modszere gyorsan népslest a
mérnokok kozott és egy ideig sokan kizérolag éanevével azonositottdk a repedések

kornyezetének mechanikai vizsgalatanal alkalmaztgsziltségfiiggvényes eljarasok
létrehoz4sat.

A XX. szazad masodik felében, amikor a gyakorladadmannya valé térésmechanika mar
sokféle mas eljarast (energiaghanalitikus vizsgalatok, hatékony laboratoriumi ésék,
végeselemes szamitdsok, stb.) is alkalmazni twdopedési szingularitdsok elemzésére, a
feszlltségfiiggvenyes matematikai modszerek elvibdktekizardlagos eszkdzszerepiket,

de semmiképpen nem szorultak ki teljesen a tordsamiica eszkdztarabdl. Szamitasi
eredményeik ma islapat képezik minden mas maddszer elvi efle@senek (egyszieen
nélkulozhetetlenek mas eljaradsoknal teszteléséésl)y; mint emlitettiik — valtozatlanul sok
elméleti kutatd hasznalfgket kilonleges torésmechanikai kérdésetsgalatara.
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