KIEGYENLITO SZAMITASOK II.

SIK ILLESZTESE

Olvassuk be a domborzatmodellezéskor mar hasznalt mérési allomanyunkat
(meres_coo.txt)! Korabban lattuk a szintvonalas domborzatnal, hogy a terep
meglehetésen siknak tekinthetd. lllesszink egy kiegyenlitd sikot a pontokral
Keressuk meg a sik paramétereit.

2001 577057.011 188795.517 142.042
2002 577051.903 188783.028 140.821
2003 577051.044 188772.868 140.317
2004 577053.460 188758.714 139.622

A sik altalanos egyenlete a kovetkez6:
agt+a"x+a,"y=z

Ahany pontunk van, annyi egyenletet tudunk felirni (163), mig 0sszesen 3
ismeretlenink van az ao, ai, a2 paraméter, tehat ismét tulhatarozott linearis
egyenletrendszert kell megoldani. Matrix alakban felirva a kovetkezd
egyenletrendszert kell megoldanunk:

1 x5 »n a, Z
1 x ¥y |, <a1> _ )
1 a ;

Xn Yn n

vagyis:
A-p =z, ahol p a paraméter vektor p = [Qo; a1; ag].
A megoldast a mar korabban levezetett alakban kapjuk meg:

p:(AT.A)—l.AT.Z

MEGOLDAS MATLAB/OCTAVE HASZNALATAVAL

Oldjuk meg ezt Matlabban/Octave-ban, majd jelenitsik meg az eredményt!

clear all; close all; clc;
page_ screen output (0); % ez csak Octave-ban kell!

data=load('meres coo.txt');

X = data(:,2);

y = data(:,3);

z = data(:,4);

A = [ones(size(x)) x yl;
P = inv(A'*A)* (A'*z)



A futtatas utan kapunk egy figyelmeztetést:

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 4.191364e-021.

Ez arra utal, hogy a megoldas pontatlan lehet, €s nagyon bizonytalan. Kérdezzuik le
az AT - A matrix kondicioszamat!

c=cond (A'*A)

Eredmeény:

c = 2.1001e+020

Minél nagyobb a kondicioszam, annal bizonytalanabb a megoldas, mivel a
kondiciészam egy hanyados a kimenet és a bemenet relativ hibaja kozott. Egy kis
valtozas a bemeneti adatokban a megoldas nagy valtozasat okozhatja.

Abrazoljuk azért a megoldast!

al=p (1)
al=p(2)
az=p (3)

f =0(x,y) al+tal*x+ta2*y

figure(l); hold on;
ezsurf (f, [min(x) max(x) min(y) max(y)])
plot3(x,v,z, 'k*'")
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Ha megnézziuk az adatokat, akkor latszik, hogy tobb szazezres nagysagrendi EOV
y,x koordinatakkal dolgoztunk, hozza 100-200 m koruli z értékekkel. llyenkor a
numerikus szamitas bizonytalansagat csokkenthetjuk, ha attérink sulyponti
koordinatakra és nem a tébb szazezres koordinatakkal dolgozunk.

MEGOLDAS SULYPONTI KOORDINATAKKAL

A sulyponti y,x koordinatakhoz ki kell szamolni a koordinatak atlagat és kivonni ezt a
meéreési eredmeényekbdl. A végleges eredménynél és megjelenitésnél sem szabad
azonban elfelejteni, hogy ezeket az atlagokat ki kell vonni az y,x értékekbdl!



% sulyponti koordinatak

XS = mean (x)

YS = mean (y)

Xs = X — XS;

ys =y - ¥YS5;

As = [ones(size(xs)) xs ys];
ps = inv (As'*As) * (As'*z)

cs=cond (As'*As)
alOs=ps (1)
als=ps(2)
az2s=ps(3)

fs = @(x,y) als + als * (x-XS) + a2s * (y-YS)

figure (2)

ezsurf (fs, [min(x) max(x) min(y) max(y)])
hold on;

plot3(x,y,z, 'b.', 'MarkerSize', 15)

A sulypont koordinatait YS és XS jeldli. A kiszamitott sulyponti koordinatak pedig ys
és xs. A minimalis és maximalis xs: [-66.342; 71.208], a minimalis és maximalis ys:
[-126.7668; 108.612]. Ezekkel az értékekkel szamolva jéval kisebb a numerikus
szamitas pontatlansaga, a kondicidszam 10%° nagysagrend helyett minddssze
102 nagysagrend(. Most nem is kapunk figyelmeztetést, csak a megoldast.

Egy masik médja a megoldas pontositasanak, ha nem az x = (AT-A)"1-AT-b
alakban oldjuk meg a problémat, hanem hasznaljuk az Octave/Matlab valamelyik
beépitett megoldd6 mddszerét tulhatarozott egyenletekre. Pl az A - x = b egyenletet
tulhatarozott esetben is megoldhatjuk az x = A\b alakban. Ez Octave esetében SVD
(Singular Value Decomposition) felbontassal torténé megoldast jelent, ami
numerikusan sokkal stabilabb. Ha ezzel oldjuk meg a feladatot, akkor az eredeti
koordinatakkal sem Iép fel a rosszul kondicionaltsag problémaja. Az eredmények
némileg eltérnek a masik modszerrel kapott eredményektdl az eredeti koordinatakat
hasznalva, mig a sulyponti koordinataknal megegyeznek.

POZiCIO MEGHATAROZAS MOBILTELEFONOKKAL

A mobiltelefonok pozicidéjanak meghatarozasakor rendelkezésre all az eszkdz és a
mobiltornyok tavolsaga. A tavolsagok egy-egy kort hataroznak meg a bazisallomasok
korll (lasd abra). A korok masodfoku egyenletek, és ezek metszéspontja adja a
mobiltelefon pozicidjat. Ez a probléma az ivmetszés (angolul lateration). Amennyiben
legalabb 3 tavolsag, azaz 3 kor, valamint a bazisok koordinatai ismertek, az
ismeretlen hely meghatarozhaté. Tobb tavolsag esetében kiegyenlitésre van
szukség, ami tekintve az egyenleteket, most nemlinearis egyenletrendszerre
alkalmazott legkisebb négyzetek modszerével torténhet.
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Az egyes mobiltornyok koordinatait és a tavolsagméréseket az alabbi tablazat
foglalja 6ssze.

Mobil torony X koordinata Y koordinata Mért bazis-
sorszama terminal tavolsag
(%;) [m] (y;) [m] (r) [m]
1 561 1487 2130
2 5203 4625 5620
3 5067 -5728 6040
4 1012 5451 5820

Az egyenleteket a kdvetkez6 implicit alakban adhatjuk meg:
(x=x)*+@—-y)?—1r*=0,
ahol xi, yi a mobiltornyok koordinatai, x,y pedig a keresett allaspont.

A megoldashoz ismét az eltérések négyzetosszegét kell minimalizalni. Ehhez most
az Octave/Matlab beépitett szimplex mddszerét fogjuk hasznalni, az fminsearch
parancsot (de akar az fminunc parancs is hasznalhaté, ami kvazi-Newton
minimalizalast alkalmaz). Itt viszont mar sziikség lesz kezd6érték megadasara, ami
lineéaris esetben még nem volt kdvetelmény. A kezddértékeket most abrabdl vesszik,
igy el6szor szikséges abrazolni az egyenleteket.



MEGOLDAS MATLAB/OCTAVE HASZNALATAVAL
(NEMLINEARIS LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE)

Adjuk meg el6szor a mobiltornyok koordinatait, a meért tavolsagokat, és abrazoljuk a
pontokat!

clear all; clc; close all;

[o)

page_ screen output (0); % ez csak Octave-ban kell!

Xt [561; 5203; 5067; 1012]
yt = [487; 4625; -5728; 5451]
rm = [2130; 5620; 6040; 5820]

figure(1l); hold on;
plot (xt, yt, 'r*")

Definialjuk ezek utan a tornyoktdl mért tavolsagokat fuggvényekkel és abrazoljuk
ezeket!

eql = Q@(x,y) (x-xt(1))."2 + (y-yt(1l)).”"2 - rm(1l)."2
eq2 = Q(x,y) (x-xt(2)).7”2 + (y-yt(2)).”2 - rm(2)."2
eq3 = Q(x,y) (x-xt(3)).72 + (y-yt(3)).72 - rm(3)."2
eqd = Q(x,y) (x-xt(4))."2 + (y-yt(4))."2 - rm(4)."2

ezplot(eql, [ ]
ezplot (eqg2, [ ]
ezplot (eq3, [-5000 12000]
ezplot(eqgd, [ ]
axis equal

Figyeljink arra, hogy a flggvények definialasakor hasznaljunk pontot (.) a
hatvanyozas, szorzas, osztas miuvelete el6tt, hogy vektorokra is hivhatd legyen
elemenként a figgvény.

Nagyitsunk ra a minket érdekld teruletre!

figure(2); hold on;

ezplot (egl, [2000 3000 -500 100
ezplot (eqg2, [2000 3000 -500 100
ezplot (eq3, [2000 3000 -500 100
ezplot (egd4, [2000 3000 -500 100
axis equal
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Definialjuk a minimalizalando flggvényt, az eltérések négyzetdsszegét!

err = Q(x,y) eql(x,y)."2 + eqg2(x,y)."2 + eq3(x,y)."2 + eqd(x,Vy) ."2;

Abrazoljuk ezt is a fenti rajzon szintvonalakkal!

ezcontour (err, [2000 3000 =500 10071);
(Szinezett szintvonalakkal ugyanez: ezcontourf (err, [2000 3000 -500 1007]) ;)
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A megoldas a fenti figgvény minimuma lesz. Ehhez fel kell vennlnk egy
kezdGértéket. A rajz alapjan a kezdéeérték legyen:

x0 = [2400; -300]

A megoldashoz az ’err’ fuggvényt vektor valtozdssa kell alakitanunk! Rajzoljuk ki a
megoldast is!

errl = @(x) err(x(l),x(2));
sol = fminsearch (errl, x0)
% so0l2 = fminunc (errl, x0)

plot(sol(l), sol(2), 'rs
plot (xm, ym, 'r*')

)

Nézzik meg az eltérést a mért tavolsagok és kiegyenlitett allaspont - mobiltornyok
tavolsagai kozott!

% hibak

ex = xt - sol(1l);

ey = yt - sol(2);

er = rm - sqgrt(ex.”"2+ey.”2)



Az eltérések:

er =
99.0847
26.3188
-31.7595
-57.7440
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TELJES LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE

A kovetkezOkben egy példa lesz a teljes legkisebb négyzetek modszerével torténd
egyenes illesztésére. A korabbi egyenes illesztésnél az y iranyu eltérések
négyzetdsszegét minimalizaltuk az egyeneshez képest, feltételeztik, hogy az x
koordinata hibatlan. Ez a feltételezés azonban tdbbnyire nem &llja meg a helyét,
tobbnyire egy mérésnél mind a két koordinata hibaval terhelt, ezért jobb
megkozelités, ha a pontok egyenestdl valéo tavolsaganak négyzetdosszegét
minimalizaljuk.

Az alabbi abran az el6z6 gyakorlatban a hagyomanyos legkisebb négyzetek
modszerével illesztett egyenes lathaté kékkel és pirossal a teljes legkisebb
négyzetek modszerével illesztett egyenes, berajzolva az egyenestdl mért
tavolsagokat.
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A nehézséget az jelenti a feladatban, hogy egy olyan egyenestdl valo tavolsagot kell
meghatarozni, aminek egyelére nem ismerjuk az egyenletét, és maga a probléma
sem lineéris. A feladat iteraciokkal hatarozhaté meg, szikség van kezd&értékekre a
paraméterekhez az elején, ez lehet példaul a hagyomanyos legkisebb négyzetek
modszerével kapott egyenes két paramétere. Fel kell vennlink egy célfliggvényt, amit
minimalizalni szeretnénk, ez a minimalizalandé tavolsag négyzetdsszeg lesz, ez egy
kulon figgvényben kerll definialasra, és szikség lesz egy fuggvényre, ami pont-
egyenes tavolsagot szamol.

A megoldas a kovetkezd lesz:
A célfiggvény:

function celertek = celfuggveny (p)
global x;
global vy;

celertek = 0;
for i=1:numel (x)
P = [x(i); y(i)];
celertek = celertek + pont egy tav(p, P)"2;
end
end

Pont-egyenes tavolsagot szamito fuggveny:
function [t n Dy] = pont egy tav(p egyenes, P pont)
% Egyenes egyseghosszu iranyvektora

b = [1; p egyenes(2)] / sqrt(l1”"2 + p egyenes(2)"2);

8
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end

A teljes legkisebb modszerek szerinti kiegyenlités (kezdéérték a hagyomanyos
legkisebb négyzetek mddszerével), minimalizalas az fminunc fuggvénnyel.

clea

page_

glob
glob

p
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figu
hold
plot
hold
plot
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end
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end

Egyenesre meroleges egyseghosszu vektor
= [b(2); -b(1)]1;
Az egyenes es a pont fuggoleges tavolsaga

= P pont(2) - (p_egyenes(l) + p egyenes(2)*P pont(l));
Ennek vektor megfeleloje
v = [0; Dyl;
Vetulete ez egyenes normalisara
= Dyv'*n;

Az egyseghosszu normalis vektor nyujtasa t hosszura
=t * n;

Py

Q

r all; clc; close all; %
screen_output (0);

al x;

al y;

x + randn (numel (x),1);
y + randn (numel(y),1l);

[ones (numel (x),1) xI1;
inv (A'*A) *A'*y;

re(l);

off;

(x, y, "kt");

on;

(x, pl(l) + pl(2)*x, 'b', 'LinewWidth', 2);
('equal');

i=1: numel

)
i)1;

(x
= [x(1); y(i)];
n Dy] = pont_egy tav(pl, P);
lot<[ (L); p(1)1, [P(2); 2) Dyl, 'g'):;
ot ([P(1); P(1)-n(1)], [P(2); P(2)-n(2)], 'b');

fminunc ('cel fuggveny', pl);
(x, p2(l) + p2(2)*x, 'r', 'LineWidth', 2);

uggveny (pl)
uggveny (p2)

i=1:numel (x
= [x(1); y(1)];
n Dy] = pont egy tav(p2, P);
ot ([P(1); P(1)-n(1)], [P(2); P(2)-n(2)], 'r');



