SAJAT FUGGVENYEK [IRASA,
KIEGYENLITO SZAMITASOK ALAPJAI

SZOGMERES KIEGYENLITESE

Hatarozzuk meg 4 irany altal bezart X1, X2 és X3 szogeket, ugy, hogy a kdzbezart
szdgeket minden kombinacidoban megmeértik (L1, L2, L3, La, Ls, Ls)!

(A példat lasd Detrekéi: Kiegyenlité szamitasok, Tankdnyvkiadd, Budapest, 1991.,
145-150. oldal)

A méreési eredmények a kovetkezbek:

L1 = 30-40-24 L4 = 72-46-40
L2 = 42-06-12 Ls = 88-18-27
Ls = 46-12-20 Le = 118-58-59

a) A mérésekrél el6szor feltételezzik, hogy azonos pontossaguak.

b) Az Li, L2, L3 méréseket y=2", az L4, Ls, Le méréseket y=4" kozéphibaval
jellemezhetjuk.

ADATOK MEGADASA MATLAB/OCTAVE HASZNALATAVAL

Adjuk meg a mérési eredményeket vektorokban, majd flizzik Ossze &ket egy
matrixbal!

page_screen_output(0);
clc; clear all; close all;

L1 = [30,40,24];
L2 = [42,06,12];
L3 = [46,12,20];
L4 = [72,46,40];
L5 = [88,18,27];
L6 = [118,58,59];

L = [L1;L2;L3;L4;L5;L6]



SAJAT FUGGVENYEK KESZITESE FOK-PERC-MASODPERC
ERTEKEK KEZELESEHEZ

FOK-PERC-MASODPERC ATVALTASA TIZEDFOKBA

Az Octave/Matlab alapértelmezésként a radiant tekinti a sz6g mértékegységének (pl.
sin, cos stb fuggvények esetében), illetve még tizedfokban megadott értékekkel is tud
dolgozni (pl. sind, cosd stb) fok-perc-masodperc értékekkel azonban nem.

Els6 feladat, hogy valahogy kezelhetévé tegyuk a fok-perc-masodperc értékeket.
irjunk fliggvényt, ami atvaltja a széget tizedfokba, illetve egy masikat, ami radianbal
Itt el kell dontenunk, hogyan szeretnénk megadni a fok-perc-masodperc értékeket az
adott fuggvénynek, pl. lehetnek ezek kulonall6 bemenetek vesszével elvalasztva,
illetve egy bemenet, ahol vektorban tarolédnak az értékek. Ezt megtehetjik un.
anonym fuggvény irasaval, ahol az m fajlunkban definialjuk kozvetlenul a
fliggvényunket.

PI. flggvény 3 vesszdvel elvalasztott bemeneti valtozoval.

fpm = @(f,p,m) f + p/60 + m/3600;

Teszteljuk:

fpm(30,40,24)

Vagy fuggvény egy vektor bemenettel, ahol a vektor elemeiben vannak megadva a
fok-perc-masodperc értékek.

fpm2 = @(f) f(1) + f(2)/60 + £(3)/3600;
fpm2(L1)

Célszerlbb lehet azonban kulon m fajlban definialni ezeket, sajat fuggvényként. igy
egyrészt mas feladat soran is hasznalhatjuk ezeket, illetve tobb lehetéségunk van a
fuggvény paraméterezésére. Megadhatunk pl. tdbb kimenetet, ha szlkséges, illetve
a bemenetek szamanak, jellegének fuggvényében valtozhat a feldolgozas is, igy
akar egy fuggvényben tudjuk kezelni mind a kett6 fenti esetet, hogy akar vektorként,
akar kulon bemeneti valtozékként megadhatjuk a fok-perc-masodperc értékeket.

A legegyszeribb eset az alabbi:
function fok = fpm2fok(f,p,m

)
fok = f + p/60 + m/3600;
end

Most a fuggvénynek az fpm2fok nevet adtuk, ilyenkor fpm2fok.m fajlként is kell
elmenteni. A fuggvény hivasa egyszerlien az fpm parancs kiadasaval torténhet,
abbdl a kdnyvtarbdl, ahova ezt az m f4jlt mentettik.

Teszteljuk:

Llfok = fpm2fok(L1(1), L1(2), L1(3))
Lf = L(C:,1D)



Lp L(:,2)
Lm = L(:,3)
Lfok = fpm2fok(Lf, Lp, Lm)

Médositsuk ezt a figgvényt, hogy tébbféle bemenettel is mikodjon, akar kilon-kulén
vannak megadva a fok-perc-masodperc értékek, akar egy 3 oszlopu sorvektorban,
akar egy 3 oszlopu oszlopvektorban tobb sz0g egyszerre.

function fok = fpm2fok(f,p,m)

A fuggveny fok-perc-masodperc ertekekbol tizedfokot szamol.

A bemenet lehet vesszovel elvalasztva fok,perc, masodperc vagy
Tehet vektorban megadva [fok perc masodperc] alakban is.
Matrixban adott bemenetet is elfogad a fuggveny, ahol

az 1. oszlop a fok, a 2. a perc, a 3. a masodperc

R AR R R R R

Kimenet: tizedfok (skalar vagy vektor bemenettol fuggoen)

switch nargin
case 3

fok = f + p/60 + m/3600;
case 1
fok = f(:,1) + f(:,2)/60 + f(:,3)/3600;
end
end

A figgvény elsb sora utan megadott megjegyzések (%) alkotjak a help parancsra Kiirt
dokumentaciot (a ’help fpm2fok’ utan ez jelenik meg a parancssorban). Sajat
fuggvényeket célszerl jol ledokumentalni, hogy késébb is tudjuk milyen bemenetet
var a program, é€s milyen kimenetet kapunk.

A nargin (Number of function input arguments) valtoz6é a bemenetek szamat tarolja.
Ha el6re tudjuk, hogy maximum hany valtozét var a figgvény, akkor egyszeriien
megadhatunk ennyi valtozét bemenetként, és utdna a nargin lekérdezése utan
mindig azt a megoldast hivjuk meg, ami megfelel a valtozok szamanak. Ha a
maximalis valtozé szam ismeretlen, akkor a valtozo lista végére meg kell még adni a
varargin valtozot is (Variable-length input argument list).

Hasznaljuk a switch elagazast a valtozdk szamanak megfelel6 parancs hivasaral

Ha kilén vannak tarolva a fok-perc-masodperc értékek, akkor az f + p/60 + m/3600
parancs mukodik mind skalar, mind vektor adatokkal, viszont, ha egy 3 oszlopu
matrixban vannaz az adatok, akkor a f(1) + f(2)/60 + f(3)/3600 parancs nem mukddik
az Osszes tarolt szogre (egy sor egy sz6g), ahhoz a f(:,1) + f(;,2)/60 + f(:,3)/3600
parancsot kell kiadni.

Teszteljuk klldnb6zd bemenetekkel:

L1fok = fpm2fok(30,40,24)
L1fok = fpm2fok(L1l)

Lfok = fpm2fok(L)

Lfok fpm2fok (Lf,Lp,Lm)

Egy fluggvénynek nem csak egy, hanem tobb kimenete is lehet, jelen esetben példaul
lehet a flggvény egy masik kimenete a tizedfok mellet a sz6g radidanban kapott
értéke is. Ehhez az alabbiak szerint modositsuk a fuggvényt:

function [fok rad]= fpm2fok(f,p,m)
% A fuggveny fok-perc-masodperc ertekekbol tizedfokot és radiant szamol.



A bemenet lehet vesszovel elvalasztva fok,perc, masodperc vagy
Tehet vektorban megadva [fok perc masodperc] alakban is.
Matrixban adott bemenetet is elfogad a fuggveny, ahol

az 1. oszlop a fok, a 2. a perc, a 3. a masodperc

1. kimenet: tizedfok (skalar vagy vektor bemenettol fuggoen)
2. kimenet: a szog erteke radianban

R R R R R RX

switch nargin
case 3

fok f + p/60 + m/3600;
case 1

fok = f(:,1) + f(:,2)/60 + f(:,3)/3600;
end

rad = fok *pi / 180;
end

llyenkor, ha egy kimenettel hivjuk meg a flggvényt az elsé kimenetet fogja csak
visszaadni, a tizedfok értekét, tobb kimenet estében azonban mind a tizedfokot, mind
a radian visszaadja. Példaul:
[a b] = fpm2fok(30,40,24)

% a 30.673
% b 0.53535

[Lfok Lrad] = fpm2fok(L)

FOK ATVALTASA RADIANBA (OTTHONI ATNEZESRE)

irjunk egy olyan fliggvényt, ami csak radianba valt at fok értéket. Viszont tébbféle
bemenetet kezeljen. A fok értéket meg lehessen adni akar tizedfokban, akar fok-
perc-masodperc értékekben, és ez utdbbi is mikédhet a korabban megadott
modokon (3 elemi sorvektorban, vagy vesszével elvalasztva).

function rad = fok2rad(f,p,m)

Fokban 1év6é szoget radianba alakit.

Ha egy bemenet van, akkor megvizsgalja, hogy 1 vagy 3 oszlopa van-e.

Egy oszlop eseten tizedfokban adott szoget alakit at,

ha 3 oszlopa van, akkor fok-perc-masodperc ertekeket alakit at radianna.
Ha 3 bemenete van, akkor azt fok-perc-masodpercnek tekinti.

R R RR R

switch nargin
case 3
rad = (f + p/60 + m/3600) * pi / 180;
case 1
if size(f,2)==1
rad = f * pi / 180;
end
if size(f,2)==
g rad = (f(:,1) + f(:,2)/60 + f(:,3)/3600) * pi / 180;
en
end
end

Ez utébbi a (*pi/180) atvaltason kivil abban tér el az el6z6tél, hogy egy bemenet
esetén vizsgalja, hogy az a bemenet 1 vagy 3 oszlopbdl all-e. Egy oszlop esetén
feltételezi, hogy a szogek tizedfokban adottak, 3 esetén pedig fok-perc-
masodpercben.



A size parancs a matrix méretét adja vissza. size(M) hivasa esetén el6szor a sor,
utdna az oszlopok szamat, size(M,1) a sorok szamat, size(M,2) az oszlopok szamat
adja vissza.

TIZEDFOK ATVALTASA FOK-PERC-MASODPERCRE
(OTTHONI ATNEZESRE)

Az els6 fuggvényunk forditottia is kelleni fog, ha az eredményeket fok-perc-
masodperc értékben szeretnénk Kiiratni, ahogy az geodéziaban szokasos.

function fpm = fok2fpm(x);

% A fuggveny tizedfokbol fok-perc-masodperc ertekekbe szamol at.
% A bemenet lehet egy skalar vagy vektor is.

% A kimenet egy vektor vagy egy matrix, bemenettol fuggoen, ahol
% az 1. oszlop a fok, a 2. a perc, a 3. a masodperc

f = fix(x);
p = fix((x-f) * 60);
m= ((x-f)*60-p)*60;

fpm = [f p m];
end

Ez a flggvény tizedfokbdl szamol at fok-perc-masodpercbe. Ez is mikddik akar
vektorban adott bementtel is, tobb szb6g egylttes atszamitasara. A fix parancs mindig
a 0 felé kerekit egészre. Azért célszerli ezt hasznalni round helyett, hogy akar
negativ szogekre is mikodjon az atvaltas.

A MAPPING PACKAGE HASZNALATA

A fenti fUggvényeken megtanulhattuk, hogyan tudunk olyan sajat fuggvényeket irni,
amik tobbféle bemenetet is elfogadnak és tdbbféle kimenetet engedélyeznek. A
tizedfokbol fok-perc-masodpercbe, radianba és vissza atszamité fluggvényekre
gyakran szikség van a geodéziai szamitasok soran. A feladat gyakorisaga folytan
természetesen lehet olyan kész flUggvénykonyvtarat is talalni, amiben a fentiek benne
vannak. Octave esetében ez a Mapping csomag (package), a Matlabban pedig a
Mapping Toolbox. Nézzik meg, hogy milyen flggvényeket talalhatunk ebben, és
hogyan tudjuk ezeket hasznalni!

Ellendrizzik le, hogy telepitve van-e a Mapping package:
pkg Tist
Ha nincs telepitsuk az Octave-Forge oldalrol:

% mapping csomag telepitése internetrdl kozvetlenil:
pkg install -forge mapping

Nézziuk meg milyen parancsok vannak benne:
pkg describe -verbose mapping % kilistazza a mapping csomag parancsait
Toltstk be a csomagot!

pkg Toad mapping; % mapping csomag betdltése
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A szadmunkra most fontos parancsok:

deg2rad;degtorad;rad2deg; radtodeg;
degrees2dm; degrees2dms; dm2degrees; dms2degrees;

TeszteljUk a dms2degrees és a deg2rad fliggvényt! Kérdezzik le help-pel milyen
bemenetet varnak!

Lldegree = dms2degrees(L1l)
Ldegree = dms2degrees(L)
Lrad = deg2rad(Ldegree)

A MEGOLDAS ELMELETE

Az el6zd segédfliggvények elkészitése (vagy betdltése) utan hozzda is lathatunk a
megoldashoz.

Az abra alalpjan a 3 meghatarozand6 szdg értékre 6 egyenletet irhatunk fel a 6
mérési eredmény felhasznalasaval. Ez egy linearis egyenletrendszert alkot.

% A megoldando Tinearis egyenlet rendszer
% L1 = X1;

% L2 = X2-X1;

% L3 = X3-X2;

% L4 = X2;

% L5 = X3-X1;

% L6 = X3;

Egy linearis egyenletrendszer altalanos alakja a kovetkez6:
A-x=b
Ennek a megoldasa, ha egyértelmi a megoldas:
x=A"1-b

Jelenleg azonban 6 egyenletunk van 3 ismeretlenre. Ez egy tulhatarozott egyenlet
rendszer. llyenkor nincs egyértelmi megoldds, hanem a maradék eltérések
négyzetosszegét minimalizaljuk.

|A - x — b||? = min.

Ez a célfuggvény. Egy fluggvénynek akkor lehet minimuma, ha az elsé derivalt értéke
zérus.

Nagyon leegyszerUsitve, ha az A és a b nem maitrix, illetve vektor lenne, hanem egy-
egy skalar, akkor az (A-x— b)? fuggvény derivaltja (felhasznalva az Osszetett
fluggvény derivalasara vonatkozd szabalyt a2-(A-x—b)-A=2-A-A-x—2-A-b
lenne. Ha ez egyenl6 nullaval, akkor 2-vel le lehet osztani nyugodtan, igy a
megoldandd egyenlet a A-A-x — A- b = 0 lenne. Matrixok, illetve vektorok esetében
a megoldando egyenlet a kovetkez6 lesz:

AT -A-x—AT-b=0



Ha ezt megoldjuk x-re, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:
x=(AT-A)"r-AT-b

Ez a megoldas egységsulyu esetben igaz, ha a méréseink kulonb6z6 sulyuak, akkor
a sulymatrixot is bele kell vennunk:

x=(AT-P-A)1-(AT-P-b)

Ez tulajdonképpen a pszeudoinverzzel torténé megoldas.

A MEGOLDAS MATLAB/OCTAVE HASZNALATAVAL

A korabban felirt linearis egyenletrendszert irjuk fel A-x = b alakban, ahol A az
ismeretlenek (X1, X2, X3) egyutthatoit tartalmazza az egyes egyenletekben, b pedig
a mérési eredményeket. Az A matrixokt alakmatrixnak szokas nevezni a
geodéziaban. A fok-perc-masodper értékeket alakitsuk at tozedfokba a szamitashoz!

% A megoldando Tinearis egyenlet rendszer
% L1 X1;

L2 X2-X1;

L3 X3-X2;

L4 X2;

L5 X3-X1;

L6 X3;

R AR RRRRXR

pm2fok (L)

b
% va
b

<

ms2degrees(L)

A megoldas:
X = inv(A"*A)*(A'*b)

Megjegyzeés: ugyanez az eredmény megkaphatd a beépitet pszeudoinverz fuggveny
alkalmazasaval is, vagy az azzal egyenértéki \ jel hasznalataval:

X = pinv(A)*b
vagy a legrovidebben:
X=A\b
Eredmény:
X =
30.6742

72.7774
118.9826



Alakitsuk at a megoldast fok-perc-masodperccé!

Xfpm = degrees2dms(X)

Az eredmeény:
Xfpm =

30.0000 40.0000 27.0000
72.0000 46.0000 38.7500
118.0000 58.0000 57.2500

Ha nem linearis egyenletet szeretnénk megoldani legkisebb négyzetek modszereével,
akkor el6szor linearizalni kellene az egyenletek egy kezdéeérték korul (Tayor-sorba
fejtéssel), és ugy kellene megoldani a feladatot.

Nézzik meg a sulyozott megoldast, amikor az Li, L2, Lz méréseket uy=2", az La, Ls, Ls
méréseket y=4" kdézéphibaval jellemezhetjuk! Vagyis az elsé 3 szdget pontosabban
mértuk, tehat nagyobb sullyal vesszuk 6ket figyelembe. Ebben az esetben elszor a
sulymatrixot kell felvenniink, ami az egyes mérések sulyat tartalmazoé diagonalmatrix.

A sulyok és a kdzéphibak kapcsoltat az alabbi arannyal irhatjuk le:

Mivel ez egy aranyossag az egészet beszorozhatjuk egy tetszbleges szammal,
példaul a nevezdk legkisebb k6zds tdbbszorosével (least common multiple - lcm),
hogy egész szamokat kapjunk a sulyokra!

disp('sulyozott megoldas')

ml =2; m2 =4; % kozéphibak

c = Tem(mlA2,m2A2) % kozéphiba négyzetek legkisebb kozos tobbszorose
pl = c/mlA2 % sulyok

p2 = c/m2A2 % sulyok

% sulymatrix

P = diag([pl pl pl p2 p2 p21)

Az eredmény:

c2 =16

pl = 4

p2 =1

P= 4 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

A megoldas:

X2 = inv(A'*P*A)*(A'*P*b);
X2fpm = degrees2dms(X)



Az eredmeény:

X2fpm =
30.0000 40.0000 25.2293
72.0000 46.0000 37.3268
118.0000 58.0000 56.7561

EGYENES ILLESZTESE

A kovetkezd feladat egy egyenes illesztése lesz legkisebb négyzetek modszerével.

Adjuk meg az egyenes pontjait, mint mérési eredményeket. Egy adott egyenes 10
pontjat ,rontsunk el” mérési hibakkal!

Az egyenes egyenletét az y =m-x + b egyenlettel adjuk meg. Az egyenes két
paramétere az y tengellyel vett metszete (b) és a meredeksége (m).

disp('Egyenes illesztése')
b =8.765; m = 1.234;

f =0(Xx) b + m*x
figure(l);

h = ezplot(f,[0, 11])
setCh, 'Linewidth', 2)

Az egyenes 10 pontjat szamoljuk ki 1:10 kdz6tti x koordinatak esetében, majd adjunk
hozza mind x, mind y értékekhez egy normalis eloszlasu véletlen hibat (randn).

[1:10]"

f(x)

X + randn(Cnumel(x),1)
y + randn(Cnumel(y),1)
hold on;

plot(x,y,'r*"')

lllesszik ezekre a pontokra a legkisebb négyzetek értelmében legjobban illeszkedd
egyenest! A 10 pontra 10 egyenletet tudunk felirni, mikdzben két ismeretlenink van,
ez egy er6sen tulhatarozott egyenlet.

b+m-x;, =y,
b+m-x, =y,

b+m-x0=Yy10
A két paramétert adjuk meg a p vektorban, p(1)=b és p(2)=m.

Matrixosan felirva A-p = y:

1 x V1

1 x b\ _ [ Y2
(m) =

1 x4 V1o

Allitsuk elé az A alakmatrixot a Matlab-ban! Ehhez egy 10 elemii (amilyen hosszu az
x vektor) egyesekbdl allo oszlopvektorhoz hozza kell fizzuk az x eértékeket
tartalmazo vektort. A numel parancs visszadja egy matrix vagy vektor elemeinek a



szamat. A ones(n,m) parancs egy csupa egyesbél all6 matrixot hoz Iétre, n sorral, m
oszloppal.

A = [ones(numel(x),1) x]

Oldjuk meg az egyenletrendszert a legkisebb négyzetek elve szerint!

p = inv(A'*A)*A'*y
% vagy
p = A\y

Az eredmény (természetesen tobbszori futtatasra a randn fuggvény miatt nem
allando), pl.:

p:
7.3466
1.4525

Abrazoljuk:

bl = p(1); ml = p(2);

fl = @(x) ml*x + bl

h = ezplot(fl, [0,11])
set(h,'color','m', 'Linewidth', 2)
axis('equal');

print egyenes.jpg;

m1 x + bl

T T T T T
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