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Egyszerii tartok reakcioerdinek meghatarozasa

Def.: Egyszerii tartonak az olyan egyetlen testbdl allo, kornyezetiikhoz kényszerekkel kapcsolodo
szerkezeteket nevezziik, amelyek barmilyen elrendezésii kiilsé teher esetén egyensulyban
maradnak.

A kényszerek vagy mas szoval tamaszok megakadalyozzak az altaluk megtamasztott test egyes
elmozdulas-komponenseit. A kiilonb6zé kényszerek eltéré szamu és jellegi elmozdulés-
komponenst akaddlyozhatnak meg, ugyanakkor a megtdmasztott testre a megakadalyozott
elmozdulasnak megfeleld erét, nyomatékot adnak at. Ezeket a timaszokrél a megtdmasztott testre
atadodo erdket, forgatonyomatékokat reakcioknak nevezziik. A kényszer altal megakadalyozott
elmozdulas-komponensek szamat a kényszer fokszamanak nevezziik. A kényszer fokszama egyben
azt is megmutatja, hogy hany skalar adattal lehet megadni a tdmaszrol a megtamasztott testre
atadodo reakcio(ka)t. A tovabbiakban bemutatjuk a legfontosabb sikbeli kényszereket.

A 10.1. abran az egyik végén egy gorgovel (a), illetve egy fiiggbleges tamasztoruddal (b)
megtamasztott egyenes tengelyli gerenda lathat6. Mindkét kényszer fokszama egy. A gorgd a
megtamasztas sikjara merdleges, a tdmasztd rad pedig a rid tengelyének irdnydba esd eltolodast
akadalyozza meg. A masik két elmozdulaskomponens szabadon Iétrejohet, a gorgd nem
akadalyozza a megtimasztds sikjaval parhuzamos eltolédast és a megtamasztott pont koriili
elfordulést, a raid nem akadalyozza a tengelyére merdleges iranyu eltolodast és a megtamasztott
pont koriili elfordulast. A gerendara mindkét esetben a megakadalyozott elmozdulas-komponensnek
megfeleld iranyu, tehat adott hatdsvonala reakciderd adodik at. A rudakat altaldban szamozzuk, a
tobbi kényszert latin nagybetiikkel jeloljiikk. A rudakrél a megtdmasztott testre hatd ugynevezett
raderdket S betlivel jeloljik, alsé indexben megadva az adott rad sorszamat. A tobbi kényszernél
fellépd reakciderdket a kényszer jelével megegyezd latin nagybetiivel jeloljiik. A két als6 abran a
megtamasztott gerendara hatd reakciderdket abrazoltuk. (Szintén egy a fokszdma az egyszerii
megtamasztasnak és a kotélnek.)
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10.1. abra. Megtamasztas gorgdvel (a) és raddal (b)

A 10.2. dbran csuklos megtamasztasra (a) és befogasra (b) latunk példat. A csukldé megakadalyozza
a megtamasztott pont eltolodasat, de a test szabadon elfordulhat a megtamasztott pont koriil. A
csuklorol a megtamasztott testre hatd erd hatdsvonala dtmegy a csuklon. (A modellben a csuklot
pontszertinek tekintjiik.) A csuklé fokszama kettd, a csuklordl atadodo reakciderd két skaldr adattal,
példaul a két komponensével megadhatd. A befogas (vagy fix tdmasz) a megtamasztott pont
eltolodasat (az eltolodas mindkét komponensét) és elforduldsat egyarant megakadalyozza, fokszama
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tehat harom. A befogasnal barmilyen irdnyu reakciderd és egy ugynevezett befogasi nyomaték
adodhat 4t a megtamasztott testre. Megjegyezziik, hogy tovabbi kényszerek is léteznek, de az
épitdmérnoki gyakorlatban az itt felsoroltak fordulnak el a leggyakrabban.
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10.2. abra. Csuklos megtamasztas (a) €s befogas (b)

Mivel egy testnek sikmozgds esetén (egyeldre csak sikbeli feladatokkal foglalkozunk) harom
fiiggetlen elmozdulas-komponense van, egy testbdl olyan kényszerekkel lehet tartot kialakitani,
amelyeknek az 6sszfokszama (fokszdmaik 6sszege) minimum hdrom. A 10.3. dbran ilyen egyszeri
tartokra latunk néhany példat. Az (a) abran szerepld tart6 mindharom tdmaszanak a fokszama egy.
Amennyiben a harom reakciderd hatasvonala nem egy pontban metszi egymast €és nem is
parhuzamos mindhdrom, akkor az igy megtamasztott test barmilyen elrendezésti teher viselésére
alkalmas. A (b) abran szerepld test egy csukldval és egy gorgdvel van megtamasztva, tehat az egyik
tdmaszanak kettd, a masik tdmaszdnak egy a fokszdma. Amennyiben az adott hatidsvonalu
reakcioerd (ez lehetne raderd is) nem megy at a csuklon, akkor ez a szerkezet szintén tartoként
miikodik. A (c) abran egy konzoltarto lathatod, ez egyetlen befogdssal van megtamasztva, amelynek
a fokszama harom. (Egyelore nem foglalkozunk sem olyan tartokkal, ahol a kényszerek
Osszfokszdma nagyobb, mint harom, sem pedig olyan szerkezetekkel, ahol ugyan a tdmaszok
0sszfokszama harom, mégsem alkalmas a szerkezet barmilyen elrendezésii teher viselésére.)
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10.3. abra. Sikbeli tartok

A tartokra kiilonb6z6 hasznos (pl. jarmivek sulya), meteoroldgiai (pl. hoteher) és onsuly jellegli
terhek hatnak. Ezeket aktiv er6knek (terheknek) nevezziik. A tAmaszokrol a tartora (a megtamasztott
testre) atadodo erdket, nyomatékokat reakcioknak nevezziik. A tartéra hatdé aktiv terhekbdl és
reakciokbol allo erérendszernek egyensulyban kell lennie. A tartészerkezetek statikai vizsgéalatanak
elsé 1épése a reakciderdk meghatarozasa. Ezzel fogunk a kovetkezd néhany oraban foglalkozni az
alabbi recept 1épéseit kovetve.

A reakciok szamitasanak elsé 1épése az elkiilonités. Ennek soran felrajzoljuk az elkiilonitett
szerkezet abrajat: eltavolitjuk a tartd tdmaszait és helyettesitjiik azokat az ott fellépd reakciokkal. Az
elkiilonitett szerkezet abrajanak megrajzolasa utan felirjuk a tartora hatd erdrendszerre vonatkozd
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egyensulyi kijelentést. Ez azt fejezi ki, hogy az aktiv terhek és a reakcidok egy egyensulyi
erorendszert alkotnak. Mivel az egyensulyi kijelentés egy szétszort sikbeli erdrendszerre
vonatkozik, harom fiiggetlen skalaregyenletet (vetiileti és nyomatéki egyenleteket) tudunk felirni.
Ennek az egyensulyi egyenletrendszernek a megoldasaval a harom ismeretlen reakcio(komponens)
meghatarozhatd. A szamitds fontos Iépése az ellendrzo egyenlet(ek) felirdsa. A kiszamitott
reakciokat egy ugynevezett eredményvazlatban abrazoljuk, ami tulajdonképpen a tdmaszaitol
elkiilonitett szerkezetet abrazolja az Osszes ra hatd erével és nyomatékkal. A kovetkezd példakban
részletesen bemutatjuk a reakciok meghatarozasanak 1épéseit.

Mintapélda - 1
Hatarozzuk meg az abran lathato kéttamaszu tarto reakcioit!
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Megoldas

Elsé Iépésben rajzoljuk fel az elkiilonitett szerkezet abrajat: tavolitsuk el a tartd tamaszait és
helyettesitsiik azokat az ott fellépd egyeldre ismeretlen nagysagu reakciokkal! Az A4 jeld csuklds
tamasz egy altalanos iranyu reakciderd atadasara alkalmas, amit egy fliggdleges és egy vizszintes
reakciokomponenssel egyértelmiien meg tudunk adni. Az elkiilonités sordn az A vizszintes

reakciokomponenst jobbra mutatonak az Ay reakciokomponenst felfel¢é mutatonak tételezziik fel.

Az elkiilonités soran a reakciokomponensek iranyat tetszlegesen felvehetjiik. A szamitas soran
kapott eredmények eldjele egyértelmiien megadja a komponensek iranyat, pozitiv eredmény
esetén a feltételezésnek megfeleld, negativ eredmény esetén a feltételezettel ellentétes iranyl az
adott reakciokomponens. A B jelli gorgds tdmasz a megtamasztasra merdleges hatasvonali
reakciderd atadasara alkalmas, ezért egy fiiggdleges, példaul felfelé mutatonak feltételezett B
erével helyettesithetjiik a tamaszt az elkiilonités soran.

F
A fentiek szerint elkiilonitett szerkezet abraja: >

“ Is

A testre harom erd hat, egy adott F' kiils6, aktiv teher és a tamaszokndl 4tadodd A4 és B
reakcioerdk, ezek hatasara a szerkezet egyensulyban van. Azt, hogy a testre hatd erdk egy
egyensulyi erérendszert alkotnak egy egyensulyi kijelentéssel fejezhetjiik ki:

(F,4,B)=0.

Egy adott ponton 4tmend (4) és egy adott hatdsvonalu (B) erd egyensulyozza az adott kiilsé (F)
terhet. Az adott ponton atmend erét két, az adott hatdsvonalu erét egy eldjeles skalarral meg
tudjuk adni egyértelmiien, dsszesen tehat harom ismeretlent kell meghatdroznunk. Egy szétszort
sikbeli erOrendszerre vonatkoz6 egyensulyi kijelentés alapjan harom fiiggetlen skaldregyenletet
lehet felirni. A fliggetlen skaldregyenletek és a skaldr ismeretlenek szama megegyezik. Az
egyensulyi kijelentés alapjan felirt egyenletek sorrendjének megvalasztasanal egyismeretlenes
egyenletek megoldasara toreksziink. Kéttamasza tartok szadmitdsa soran Okolszabalyként
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elmondhatd, hogy a csuklora felirt nyomatéki egyenletbdl a gorgds tamasznal fellépd reakciod
meghatarozhato, hiszen a masik két ismeretlen reakciokomponens karja zérus. Az aktualis
feladatban az 4 pontra felirt nyomatéki egyenletben csak az adott F erd és az ismeretlen B erd
szerepel nemzérus karral, igy az egyenletbdl B erd kifejezhetd:

> MM:—54+ A-0+ A0+ B8=0 > B=2,5kN(%

A nyomatéki egyenletekben mindig az dOramutatd jarasaval ellentétes iranyban forgatd erdk
nyomatéka szerepel pozitiv eldjellel. Az eredmény pozitiv eldjele azt jelenti, hogy a B erd az
elkiilonités soran feltételezett iranyba (felfel¢) mutat. A most megallapitott irdnyt tiintessiik is fel
a reakcid mértékegysége utan! A statikai egyenletekbe mindig az egyensulyi kijelentésben
szerepld sorrendben irjuk be az erdket, igy konnyi elkeriilni, hogy kimaradjon egy erd vagy
komponense. A nyomatéki egyenletbe azokat az eréket vagy komponenseket, amelyeknek zérus a
karja a késobbiekben nem feltétleniil kell beirni, most csak azért irtuk be, hogy lassuk miért nem
szerepel A. és A, ismeretlenként az egyenletben. A gorgds tamasznal fellépd reakciderd
meghatarozdsa utdn egy-egy vetiileti egyenletbdl a csuklonal fellépd reakcid egy-egy
komponense egyismeretlenes egyenletekbdl szamithatd. Az aktudlis feladatban a vizszintes, x
iranyu vetiileti egyenletben csak az 4 erd vizszintes komponense szerepel, tehat annak zérusnak
kell lennie, ha a szerkezet egyensulyban van:

> F, » A=0kN

A fliggdleges, z iranyu vetiileti egyenletben csak az A reakcio fiiggéleges komponense szerepel
ismeretlenként, hiszen a B erdt korabban mar meghataroztuk (B eldjele azért negativ, mert felfelé,
a z tengely negativ iranyaba mutat):

DY F.:5-4.-25=0 - A.=25kN(D

A pozitiv eredmény ismét azt jelzi, hogy a feltételezett irdnyba, felfelé mutat az A.
reakciokomponens. A4,=0 miatt az A reakci6 fiiggéleges ¢és A=A.. Az ismeretlen
reakciokomponensek meghatarozasa utan mindig irjunk fel legalabb egy ellendrzo egyenletet! A
B pontra felirt nyomatéki egyenletben mar nem lesz ismeretlen, az kell csupan ellendrizniink,
hogy teljesiil-e a nyomatéki egyensuly:

> MPh45.4-258=0

Az eredmény ellendrzése utan rajzoljuk le az elkiilonitett testet az Gsszes rd hatd erdvel! A
feladatban ismeretlenként szerepld erdket irjuk be mértékegységgel egyiitt az eredményvazlatba!

lp

TAZAZ:2,5 kN TB: 2,5kN

Eredményvézlat:
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Gyakorlopélda - 1
Hatarozzuk meg az abran lathato konzolos kéttamaszu tarto reakcioit!
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Megoldas
Az elkiilonitett szerkezet abraja:

Egyensulyi kijelentés:
Ismeretlenek:
A felirhat6 skalaregyenletek szama:

Megoldas szamitassal:

Ellendrzd egyenlet:

Eredményvazlat:

Mintapélda - 2
Hatarozzuk meg az adott paraméterek fiiggvényében az dbran lathatd kéttamaszu tartd reakcioit!
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Megoldas

A feladat megoldasat kezdjiik az elkiilonitéssel! Az dbraba berajzoltuk a megoszlo teher ereddjét
is (P).

ul p

Az elkiilonitett szerkezet dbréja: o LTIV TR R L ERRR IR

A y
A, B

Az egyensulyi kijelentés: ((p), 4, B)=0,

A szamitas soran a megoszlo er6t az ereddjével helyettesitettiik, melynek nagysaga P=p-l,
hatasvonala pedig felezi a tamaszkdzt. Az A4 reakciderdt a két komponensével, a fiiggbleges B
reakcioer6t az eldjeles nagysdgaval meg tudjuk adni, igy a feladatban szerepld skalar
ismeretlenek szdma harom. A szétszort sikbeli erérendszerre vonatkozéd egyensulyi kijelentés
alapjan harom fliggetlen skalaregyenletet lehet felirni. Irjunk fel a csuklora egy nyomatéki
egyenletet majd a koordinatatengelyekkel parhuzamos irdnyu vetiileti egyenleteket! Az
egyenletekbe az egyensulyi kijelentésben szerepld sorrendben irjuk be az erdk hatasat!

ZM§A>:—(p-l).12—+ BI=0 =~ B:Pz—'l(ﬁ

. p-l _ _p-l
F. :(pl)—A—+=—= > A=£—

Z 1z (p ) VA 2 0 Z 2 ('ﬂ
E F,:A=0

A reakciok meghatarozasa utan ellenérzé egyenletként irjunk fel egy nyomatéki egyenletet a B
pontra:

., L_pl
> M, .(pl)2 5 1=0

Az eredmény ellendrzése utan rajzoljuk meg az elkiilonitett testet az Gsszes ra hato erével! A
feladatban ismeretlenként szerepld erék nagysagat irjuk be az eredményvazlatba!
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Eredményvazlat:

A=q =01 =Lt
°2 2

Gyakorlopélda - 2
Hatarozza meg az abran lathato tartd reakcioit!
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Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

Egyensulyi kijelentés:

A felirhato skalaregyenletek szdma:
Ismeretlenek:

A megoszlo teher ereddjének nagysaga O=
Megoldas szamitassal:

Ellendérz6 egyenlet:

q
Eredményvazlat: PHRP PR bR b

Mintapélda - 3
Hatarozzuk meg az adott paraméterek fiiggvényében az dbran lathatd konzoltart6 reakcioit!
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Megoldas

A feladat megoldasat kezdjiik az elkiilonitéssel! A testre a megoszld terhen kiviil a befogésnal
fellépd reakcidk hatnak, egy adott ponton atmend, de ismeretlen hatasvonalu A4 erd és egy M,
befogasi nyomaték.

M, P »
Az elkiilonitett szerkezet abraja: ’;ﬁWWWWWWWWWWWTWWWﬂ

A4, v
AZ

Egyensulyi kijelentés: ((p), 4, M ,)=0
A testre szétszort sikbeli erOrendszer hat, tehat az egyensulyi kijelentés alapjan harom fiiggetlen
skalaregyenletet lehet felirni. Az ismeretlenek szdma szintén harom, az A4 reakcio két komponense
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¢s a befogasi nyomaték. Konzoltartd esetén két vetiileti egyenlet és a befogasi keresztmetszet
sulypontjara felirt nyomatéki egyenlet mindig harom egyismeretlenes egyenletre vezet. A vetiileti
egyenletekben csak a reakcidé adott iranyt komponense szerepel ismeretlenként, a nyomatéki
egyenletben pedig csak a befogédsi nyomaték, hiszen a reakciderd karja zérus a befogési
keresztmetszet sulypontjara. (A nyomaték soha nem szerepel a vetiileti egyenletekben, hiszen a
nyomatékot helyettesité erépar vetiiletosszege zérus.) frjuk fel ezeket a statikai egyenleteket:

2
ZMEA):—p-l-12—+MA=O - MA:pz‘l («)

2 F pl=-A=0 > A=pI(1

Z Fix:Ax:()

A reakciok meghatarozasa utan irjunk fel egy ellendrz6 egyenletet a test jobb oldali
végkeresztmetszetének sulypontjara:

ZM(j)'p-lJ——p«l'H pl =0
b 2 2

Az eredmények ellendrzése utan rajzoljuk meg az eredményvazlatot!

PP
M=
S 2 p
Eredményvazlat: ‘“‘ R
Tl4a=4.=p

Gyakorlopélda - 3
Hatarozza meg az abran lathato tart6 reakcidit!

p=4 kN/m
T ETERITINY |
4F
” 3 > 3 »

Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

Egyensulyi kijelentés:

A felirhat6 skalaregyenletek szdma:
Ismeretlenek:

A megoszl6 teher ereddjének nagysaga P=

Megoldas szamitéssal:
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Ellendérz6 egyenlet:

Eredményvéazlat:

Mintapélda - 4
Hatdrozzuk meg az abran lathat6 harom riddal megtamasztott gerenda reakcioit!

X F=2 kN

L e

5m lm lm 2,5m(,

Megoldas

A feladat megoldéasat kezdjiik az elkiilonitéssel! A testre az aktiv koncentrdlt erén kiviil a
tamasztorudakban fellépo reakciderdk hatnak. A rudakban miik6dd raderdk hatasvonala ismert, az
elkiilonités soran rudirdnyu erdket miikddtetiink a gerenddra az eltdvolitott rudak helyén. A
rudakat mindig huzottnak tételezziik fel, ami azt jelenti, hogy a radban is huzoeré miikodik €s a
radrol a gerendara is htizoerd adodik at. Az i jelt ridban mitkdé erét jeloljikk S, -vel (=1, 2, 3)!

N A

Az elkiilonités utan irjuk fel az egyensulyi kijelentést: (F,S, S, S;)=0

A harom raderdt egy-egy eldjeles skalarral lehet megadnl, tehat a feladatban szerepld
ismeretlenek szdma harom. A felirhaté skalaregyenletek szama szintén harom, hiszen egy
szétszort sikbeli erdrendszer egyensulyat vizsgéaljuk. Harom adott hatdsvonalu (reakcid)erdvel
vald egyensulyozas esetén a Ritter-modszert érdemes alkalmazni, aminek az a lényege, hogy
harom nyomatéki egyenletet irunk fel, mindegyiket két-két ismeretlen er6 hatdsvonalanak a
metszéspontjara. Ezekben a nyomatéki egyenletekben csak a harmadik raderd szerepel
ismeretlenként. A kovetkezé dbran a hatdsvonalak metszéspontjait, az ugynevezett fopontokat
abrazoltuk, ezek indexe azt mutatja meg, hogy melyik ruderé hatdsvonala nem megy at rajta,
tehat melyiknek nemzérus a karja az adott fopontra. Ennek megfeleléen az O, fépontra felirt

Az elkiilonitett szerkezet abraja:




A statika és dinamika alapjai Bl

nyomatéki egyenletbdl az S; raderdt tudjuk meghatarozni.

N
0, ‘

0, *
A fOpontok helyzetének geometriai Osszefiiggések segitségével torténd meghatarozasa utidn
felirjuk a harom nyomatéki egyenletet:

> M%:—2.7-5,.cos(45°)-7=0 > S,=—2,828kN(nyomott)
> M©):~2.7-5,.cos(45°)-7=0 > S,=—2,828 kN (nyomott)
A masodik egyenletben az S, er6t az O, a harmadik egyenletben S, erét az O, pontban bontottuk

fel, igy mindkét esetben csak a vizszintes komponenssel kellett szdmolni. A pozitiv eredmény azt
jelenti, hogy az adott rad huzott (ahogy feltételeztiik), a negativ eldjel pedig azt, hogy a
feltételezettel ellentétben a rid nyomott. A rudak huzott-nyomott volta egy nagyon fontos
informadcio, ezért zardjelben a kiszdmitott eredmény utan mindig feltlintetjiik.

Mivel csak nyomatéki egyenleteket irtunk fel a rader6k meghatarozasahoz, ,,megmaradt” a két
vetiileti egyenlet ellendrzésre:

> F,:—2,828-cos(45°)+ 2,828-cos (45°)=0
> F,:2+ 2—2,828-sin(45°)—2,828-sin (45 °)=0
Az ellendrzd egyenletek felirdasa utan elkészitjiik az eredményvazlatot, ahol a gerendara hato
ruderdket a meghatarozott értelemnek (huzas/nyomas) megfelelden rajzoljuk.
Fl

151:2 kN (h) \ /;3:2,828 kN (ny)

S,=2,828kN (ny)

Eredményvézlat:

10
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Gyakorlopélda - 4
Hatarozza meg az abran lathato tart6 reakcidit!

1 2 3
45° 45°
P 2.5m ‘,lml, 2.5m ,lmfv
Megoldas
lF
Az elkiilonitett szerkezet abraja:

Egyensulyi kijelentés:

A fépontok helyének meghatarozasa:

A felirhat6 skalaregyenletek szdma:
Ismeretlenek:

Megoldas szamitdssal:

Bl

11
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Ellenérzé egyenletek:

Eredményvézlat:

Mintapélda - 5
Hatarozzuk meg az abran lathato kéttamaszi tart6 reakcidit!

X les kN
zZ

R A BA>

o=30°

’ 4 m 4 m P

Vi
”

Megoldas

A feladat megoldésat kezdjik az elkiilonitéssel! A gorgdnél egy lejtére merdleges reakciderd
adodik at, tételezziik fel, hogy ez az erd jobbra-felfelé mutat! A csuklonal ismeretlen hatdsvonala
reakcioerd hat a testre, vizszintes komponensérdl tételezziik fel, hogy jobbra, fiiggdleges
komponensérdl tételezziik fel, hogy felfelé mutat!

Az elkiilonitett szerkezet bréja: >

/4‘ BZT B,

Az egyensulyi kijelentésben az F kiilsd, aktiv teher ¢€s a tamaszoknal 4tad6do A és B reakciderdk
szerepelnek:

(F,A,B)=0.
Egy adott hatdsvonalt (4) €s egy adott ponton atmend (B) erd egyensulyozza az adott kiilsé (F)

terhet. Az adott hatasvonalu erét egy, az adott ponton atmend erdt két eldjeles skalarral meg
tudjuk adni egyértelmiien, dsszesen tehat harom ismeretlent kell meghatdroznunk. Egy szétszort

12
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sikbeli erdrendszerre vonatkoz6 egyensulyi kijelentés alapjan harom fiiggetlen skaldregyenletet
lehet felirni. A fliggetlen skalaregyenletek és a skaldr ismeretlenek szama tehat megegyezik.

A csuklora felirt nyomatéki egyenletben a hdrom ismeretlen koziil csak az A4 reakciderd szerepel,
igy azt egy egyismeretlenes egyenletbdl ki tudjuk szamitani:

> MP:5.4— A-cos(30°)-8=0 > A=2,887kN ()

Az eredmény pozitiv eldjele azt jelenti, hogy az A reakci6 jobbra-felfel¢ mutat, ahogy
feltételeztiik. A B reakcid vizszintes komponensét egy x irdnyu vetiileti egyenletbdl tudjuk
meghatarozni:

> F,:2,887-sin(30°)+ B,=0- B,=—1,444kN( ¢)
A negativ eredmény azt jelzi, hogy a B reakcid vizszintes komponense a feltételezettel ellentétes

iranyba, tehat balra mutat. Ezek utan irjunk fel egy nyomatéki egyenletet az 4 pontra, ebben csak
a B reakcio fiiggbdleges komponense szerepel ismeretlenként:

> M™:~5.4+ B,-8=0- B,=2,5kN (1)

(Megjegyezziik, hogy az A4 reakciderd ismeretében a z iranyu vetiileti egyenletben is csak egy
ismeretlen lenne. A nyomatéki egyenlet elénye azonban, hogy abban nem szerepel egyetlen
korabban kiszamolt eredmény sem, tehat a szamitasban nem visziink tovabb esetlegesen rossz
részeredményt.)

Az ismeretlen reakcidkomponensek meghatarozasa utan ellenérz6 egyenletként irjuk fel a z
iranyu vetiileti egyenletet:

> F,:5-2,887-cos(30°)—2,5=—0,0002~ 0

A kapott hiba az ellen6rzé egyenletben szerepld mennyiségeknél nagysagrendekkel kisebb, igy
azt elfogadhatonak itéljiikk és azt mondjuk, hogy az egyensuly z irdnyban teljesiil. (Mivel a
hibanak csak a nagysagrendje érdekes, elég az elso értékes jegyét kiirni.)

Az ellendrzés utan hatdrozzuk meg a B reakciderd nagysagat és vizszintessel bezart szogét!

B=1(1,444)"+(2,5)°=2,887 kN

ag=arctg % =59,99°

Végiil készitsiik el az eredményvazlatot!

F
A=2,887kN l B=2_887kN

/ $,=59,99 >\

Gyakorlopélda - 5
Hatdrozza meg az 4bran lathat6 tartd reakcioit!

ASkN M=7 kKNm
o=70°
/ B

plm‘, 2m 3m

L
7 7 7

~
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Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

Egyensulyi kijelentés:

Megoldas szamitdssal:

Ellen6rzé egyenlet:

Eredményvazlat: / F

WE

Bl
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A statikai hatarozottsag

A szerkezetek viselkedése alapvetden fligg tamaszaik fokszamatol és elrendezésétol. Eddig csak
olyan egyszerii tartokkal foglalkoztunk, amelyek tdmaszainak 0sszfokszdma hirom és a tdmaszok
elrendezése olyan, hogy a szerkezetre felirt egyensulyi kijelentés barmilyen teher esetén teljesitheto.
Az ilyen szerkezeteknél az egyenstlyi kijelentés alapjan felirt harom fiiggetlen statikai egyenletbdl
allo egyensulyi egyenletrendszer alapjan a harom ismeretlen reakcio-komponens egyértelmiien
meghatarozhatd. A fenti feltételeket tetszéleges szamu testbdl allo szerkezetekre altalanositva

ey

Def.: Egy szerkezetet statikailag hatdrozottmak neveziink, ha az barmilyen teher esetén
egyensulyban marad és a reakciokat az egyensulyi egyenletek segitségével egyértelmiien meg lehet
hatarozni.

A statikai hatarozottsaghoz tehat két feltételnek kell egyidejiileg teljesiilnie. Ha valamelyik feltétel
nem teljesiil, akkor a szerkezetet mashogy mindsitjiik.

Def.: Egy szerkezetet statikailag tulhatdrozottmak neveziink, ha létezik olyan teher, ami esetén a
szerkezet nincs egyensulyban (tehat az egyensulyi egyenletrendszernek nincs megoldasa).

Def.: Egy szerkezetet statikailag hatdarozatlannak neveziink, ha létezik olyan teher, ami esetén az
egyensulyi egyenletrendszernek van megoldasa (tehat a szerkezet egyenstulyban van), de a
megoldas nem egyértelmi. Més szdval a reakcider6k nem hatdrozhatok meg egyértelmiien csupan
az egyensulyi egyenletek alapjan. (Elonyos tulajdonsagaik miatt gyakran alkalmazunk ilyen
szerkezeteket az épitdmérndki gyakorlatban. Szamitdsukkal a Tartok statikdja 1. ciml tantargy
keretein beliil foglalkozunk részletesen.)

Egyetlen testbdl allo egyszerli szerkezetek koziil nézziink néhany példat a fenti esetekre! A 11.1.
abran statikailag hatarozott szerkezeteket lathatunk. Az abra bal oldalan szerepeld tartok 3-3 olyan
kényszerrel vannak megtamasztva, amelyeknek a fokszama egy. A kényszerek elrendezése olyan,
hogy a test mindhdrom elmozdulas-komponensét megakadalyozzak, a test sem eltolodni, sem
elfordulni nem tud. A (c) jelii kéttdmaszu tartd tdmaszainak az Osszfokszdma szintén hdrom és a
tartd barmilyen helyzetii teher hatdsara mozdulatlan marad, hiszen az A4 jeli csukl6 megakadalyozza
a gerenda megtamasztott pontjanak eltolodasat, a gorgd viszont nem engedi az 4 pont koriili
elfordulast. A (d) abran lathatd konzoltartdé A jeli befogdsa megakadalyozza a megtamasztott
keresztmetszet eltolodasat és elfordulasat is. Az egyetlen befogéassal megtamasztott egyszerii tartd
mindig statikailag hatarozott.

B

1 B c\JDE A o

(a (©)

)
| 2 3 4
(b) (d)

11.1. abra. Statikailag hatarozott egyszerii tartok
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A 11.2. 4bran statikailag talhatarozott szerkezeteket lathatunk, melyeket a 11.1. dbran szerepld (a),
(b), (c) szerkezetek egy-egy tamaszdnak specialis helyzetbe forgatasaval kaptunk. A tamaszok
Osszfokszama mindegyik szerkezet esetén harom, mégis mindegyiknél taldlhatd olyan teher, ami
esetén a szerkezet nincs egyensulyban. Az (a) jelii szerkezetre hatdo harom reakciderd kozos
metszéspontl, ez pedig azt jelenti, hogy a gerenda el tud fordulni e koriil a (B) pont koriil. A B
pontra felirt nyomatéki egyenlet nem teljesiil, ha a kiilsé aktiv terhek ereddjének B pontra
vonatkoz6 nyomatéka zérustdl kiillonbozd. Az dbran lathatd F erd hatasara a gerenda az 6ramutatd
jarasaval ellentétes iranyban fordul el. A (b) abran lathato szerkezetre hatd mindharom reakciderd
parhuzamos hatasvonalt. A gerenda szabadon el tud tolédni a reakciderdk hatdsvonaldra merdleges
iranyban. A reakciderdk kozos hatasvonalra merdleges vetiilete zérus, tehat ha a szerkezetre hatd
aktiv terhek ereddjének van a reakciok hatdsvonalara merdleges komponense, akkor a hatdsvonalra
merdleges iranyu vetiileti egyensuly nem teljesiil. Az abran szerepld gerenda az F' erd hatasara
eltolodik balra. A (c) abran lathaté gerenda egy csukloval és egy gorgdvel van megtamasztva gy,
hogy a gorgonél atadédo reakciderd hatasvonala atmegy a csukld tengelyén. Ez azt jelenti, hogy
mindkét reakciderd nyomatéka zérus a csuklo tengelyére, tehat olyan kiilsé aktiv terhet nem tudnak
a tdmaszok felvenni (kiegyenstlyozni), aminek nyomatéka van a csukléra. Az abran lathat6 teher
esetén nem teljeslil az 4 pontra felirt nyomatéki egyensuly, a gerenda O6ramutatd jarasaval
megegyezden elfordul az 4 csuklé koriil. Jegyezziik meg, hogy az ismeretlen reakcio-komponensek
szamanak (a tdmaszok Osszfokszamanak) és a felirhato fliiggetlen egyensulyi egyenletek szamanak
az egyezése (i=e) nem jelenti azt, hogy a szerkezet statikailag hatdrozott. Ez csupdn a statikai
hatarozottsag sziikséges, de nem elégséges feltétele.

) F

> lF B*\cp <H AN H

(a) (©

e
SO S

11.2. abra. Statikailag tulhatirozott szerkezetek (i=3)

Minden olyan egyszerli (egy testbdl allo) szerkezet is statikailag tGlhatarozott, amely tdmaszainak
Osszfokszdma kevesebb, mint hdrom. Ez a statikai tulhatarozottsag elégséges, de nem sziikséges
feltétele. Korabban belattuk, hogy sikbeli feladatnal egy test harom elmozdulds-komponensének
megakadalyozasahoz a tdmaszok Osszfokszaméanak minimum haromnak kell lennie, hiszen egy
tamasz fokszdma az daltala megakadalyozott elmozdulas-komponensek szamaval egyezik meg.
Masrészt az is beldthatd, hogy altalanos teher, szétszort sikbeli erérendszer esetén a szerkezetre
vonatkoz6 egyensulyi kijelentés alapjan felirhato harom fliggetlen skalar egyenlet haromnal
kevesebb reakcio-komponenssel nem teljesithetd. A meg nem akadélyozott elmozdulas-komponens
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azért johet létre (Newton II. torvényének megfelelden), mert a neki megfeleld egyensulyi feltétel
nem teljesiil. A 11.3. abran olyan szerkezeteket abrazoltunk, amelyeknél a tdmaszok 6sszfokszama
kevesebb, mint 3. Mindegyik szerkezetnél felrajzoltuk a szabad elmozdulds-komponenseket és a
nem teljesiild egyensulyi feltételeket. Nagyon fontos, hogy a statikai tulhatarozottsag
bizonyitasahoz elég egyetlen olyan teherelrendezést taldlni, ami esetén nincs egyensulyban a
szerkezet! (A statikai tulhatarozottsag bizonyitasahoz elég egyetlen olyan egyenletet taldlni,
amelyikben nincs ismeretlen.)

2 F#0 2 M
Vi P S,

ex
1 B
X (a) (©
) 2 M0 / F o *\cp
F

¢
>

44 BI% > M£0

(b) @ > F.#0

~

11.3. abra. Statikailag tulhatirozott szerkezetek (i<3)

A 11.4. abra bal oldalan statikailag hatarozatlan szerkezetek szerepelnek. A tdmaszok dsszfokszama
az (a) és a (b) jeli szerkezet esetén négy, a (c) jeli szerkezetnél 6t. Ezek a szerkezetek barmilyen
elrendezésli teher esetén egyenstlyban vannak, hiszen megfelelden megvalasztott tdmaszok
elvételével statikailag hatirozott szerkezetek alakithatok ki beldliik. Az é4bra jobb oldalan a
szerkezetekbdl tdmaszok elvételével kialakitott statikailag hatdrozott szerkezetek lathatok. Az elvett
tamaszokat a timasznak megfeleld hatasvonalt reakciderdkkel helyettesitettiik. (Itt jegyezziik meg,
hogy a gorgdét olyan tamasznak tételezziik fel, ahol adott hatdsvonali, de tetszdleges értelmil
reakcioerd is felléphet. Tehat vizszintes megtamasztd sik esetén felfelé és lefelé¢ is miikddhet a
reakcid, a gorgd nem nyilik szét.) A statikailag hatdrozott tartokra hatd reakciderdket helyettesitd
erok barmekkordk lehetnek, a tartok egyensulyban maradnak. Ez egyben azt is jelenti, hogy az
eredeti, statikailag hatarozatlan szerkezetben is barmekkora reakciderék miitkodhetnek az emlitett
tamaszoknal, tehat még aktiv terhek nélkiil sem hatdrozhatok meg a reakciok egyértelmiien. Ha az
ismeretlen reakcio-komponensek, tehat a tamaszok oOsszfokszdma nagyobb, mint a felirhato
fliggetlen egyenletek szama, akkor a szerkezet biztosan statikailag hatarozatlan. Ez a statikai
hatarozatlansag elégséges feltétele, de mint latni fogjuk, ez nem sziikséges feltétel.

A 11.5. abra bal oldaldn egy harom parhuzamos raddal megtamasztott gerenda lathatd. Az egyik
rudat eltavolitva és helyettesitve egy fiiggbleges hatasvonalu S, erével egy olyan szerkezetet
kapunk, ami tetsz6leges nagysagu fiiggbleges S, erd esetén egyenstlyban van. Ez azt jelenti, hogy
az eredeti szerkezet barmekkora S, er6 esetén is egyenstlyban van, tehat a reakciokat nem lehet
egyértelmiien meghatarozni még akkor sem, ha semmilyen kiilsé aktiv teher nem hat a szerkezetre.
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Errdl a szerkezetrdl korabban megallapitottuk, hogy statikailag talhatarozott. Egy szerkezet lehet
egyidejlileg statikailag talhatdrozott és statikailag hatdrozatlan is. Bebizonyithatdé, hogy ha a
tdmaszok Osszfokszdma, tehat az ismeretlen reakcio-komponensek szama megegyezik a felirhato
fliggetlen statikai egyenletek szamaval és a szerkezet statikailag tulhatarozott, akkor statikailag
hatarozatlan is, illetve ha statikailag hatarozatlan, akkor statikailag tilhatarozott is egyben.

1> BL DL CIEE _>A£gé BE DT C<FE
(a)

A B

some @ T &

- s e
ar R

11.4. abra. Statikailag hatarozatlan szerkezetek (>3)

[T1-1%

11.5. abra. Statikailag hatarozatlan szerkezet (i=3)

(b)

(©)
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Egyszerii tartok reakcioerdinek meghatarozasa ll.

Mintapélda - 1
Vizsgaljuk meg a szerkezetet statikai hatarozottsag szempontjabol! Hatarozzuk meg a reakciokat!

p=12kN/m
e SIPRIPTiReiiiiiiebibeviieiieil g
=
z e
—_ ~
F=4kN
=
(ep
Vas o8
» 10 m »
Megoldas
Els6 Iépésben rajzoljuk fel az elkiilonitett szerkezet abrajat:
P
p

PP EIR PP be R ee b iiviiiiiig
v

—p
- r

A B

Egyensulyi kijelentésben az elkiilonitett testre hatd Osszes kiilsé aktiv terhet és reakciderdt
szerepeltetniink kell: (F,(p), 4, B)=0 .

Vizsgaljuk meg a szerkezetet statikai hatarozottsdg szempontjabol! Egy adott ponton 4tmend (A)
¢s egy adott hatasvonalu (B) eré egyensulyozza az aktiv kiils6 terheket. Az adott ponton dtmend
erdt két, az adott hatdsvonalu erdt egy eldjeles skalarral meg tudjuk adni egyértelmiien, 6sszesen
tehat harom ismeretlent kell meghataroznunk (i=3). Egy szétszort sikbeli er6rendszerre vonatkozo
egyensulyi kijelentés alapjan harom fliggetlen skalaregyenletet lehet felirni (e=3). A fliggetlen
skalaregyenletek €s a skalar ismeretlenek szama megegyezik (e=i), tehat a statikai hatarozottsag
sziikséges, de nem elégséges feltétele teljesiil. Kéttamaszu szerkezetek szamitasa sordn a csuklora
felirt nyomatéki egyenletbdl a gorgds tdmasznal fellépd reakcid meghatarozhatd, ha a gorgonél
fellépd erd hatasvonala nem megy at a csuklon. A vizsgalt szerkezet teljesiti ezt a feltételt. Ezek
utdn példaul két vetiileti egyenletbdl a csuklonal fellépd reakcio-komponensek szamithatok. A
fenti harom egyensulyi egyenlet barmilyen aktiv kiilsé teher esetén felirhatd és harom
egyismeretlenes egyenletre vezet, amelyek megoldasaval az ismeretlen reakcio-komponensek
meghatarozhatok. Ez azt jelenti, hogy a szerkezet statikailag hatdrozott.

A szamitas soran a megoszlo erdt helyettesitsiik az ereddjével! A megoszlo teher ereddjének
hatasvonala fliiggbleges és felezi a tamaszkdzt, nagysaga: P=1,2-10=12kN(4) .
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Az aktualis feladatban az 4 pontra felirt nyomatéki egyenletben az ismeretlenek koziil csak a B
erd szerepel nemzérus karral, igy az egyenletbdl B erd kifejezhetd:

> M*:-4.3-12.5+ B-10=0 > B=7,2kN(4
Az eredmény pozitiv eldjele azt jelenti, hogy a B erd az elkiilonités soran feltételezett iranyba

(felfel¢) mutat. A vizszintes, x iranyu vetlileti egyenletben az ismeretlenek koziil csak az A erd
vizszintes komponense szerepel:

D F 4+ A.=0 > A =—4kN(¢)

Az eredmény negativ eldjele azt jelenti, hogy az 4, reakcié-komponens az elkiilonités soran
feltételezettel ellentétes irdnyba (balra) mutat. A fiiggdleges, z iranyu vetiileti egyenletben csak az
A reakcio fliggéleges komponense szerepel ismeretlenként, hiszen a B erdét kordbban mar
meghataroztuk (B eldjele az egyenletben azért negativ, mert felfelé, a z tengely negativ iranyaba
mutat):

Y F.:12-4.-72=0 > A.=48kN(%

A pozitiv eredmény azt jelzi, hogy a feltételezett iranyba, felfelé mutat az A. reakcio-komponens.
Az ismeretlen reakcio-komponensek meghatarozasa utan mindig irjunk fel legalabb egy ellendrzé
egyenletet! A B pontra felirt nyomatéki egyenletben mar nem lesz ismeretlen, azt kell csupan
ellendrizniink, hogy teljesiil-e a nyomatéki egyensuly:

> MP:—4.3+12-5-4,8-10=0

Az eredmény ellenérzése utan hatdrozzuk meg az A reakcid nagysagat és hatdsvonaldnak
vizszintessel bezart szogét:

A={(4%+ 4,87)=6,248kN

o = arctg 44"8 =50,19°

Végiil rajzoljuk le az elkiilonitett testet az Osszes ra hato erével! A feladatban ismeretlenként
szerepld erdket irjuk be mértékegységgel egyiitt az eredményvazlatba!

Eredményvéazlat:
4
S PTRE I idRIiviviviiibiiiviiid
F
—

a,=50,19°

< B=72kN
A=6,248kN
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Gyakorlopélda - 1
Hatarozzuk meg az abran lathato tart6 reakcioit!

p=1,2kN/m N
l—* =
X on
z T
=
en
~

10 m

S

~

Megoldas
Az elkiilonitett szerkezet abraja:

Egyensulyi kijelentés:

Ismeretlenek: i= A felirhato skalaregyenletek szdma: e=
Hatarozzuk meg a reakciok hatdsvonalat szemlélet alapjan!

Megoldas szamitassal:

Ellen6rz6 egyenlet:

Eredményvazlat:

B2



A statika és dinamika alapjai B2

Mintapélda - 2
Hatarozzuk meg az abran lathato tart6 reakcioit!

/\Fz 1200 N

o=70°

- ]
z lG=500 N

6,5 m

1 30°

P 8.4 m "
Megoldas

A feladat megoldasat kezdjiik az elkiilonitéssel (bal oldali abra)! A raderdket mindig huzottnak
tételezziik fel.

S3 > 02 / N S3 >
0, ¥y
lG 0, G
S, S,
S, S,

Az egyensulyi kijelentésben két aktiv kiils6 teher és a harom tdmasztorudban fellépd reakcioerd
szerepel: (F,G,S,,S,,5,)=0.

A hérom rader6t egy-egy eldjeles skalarral lehet megadni, tehat a feladatban szerepld
ismeretlenek szama harom (i=3). A felirhat6 skalaregyenletek szama szintén harom, hiszen egy
szétszort sikbeli erdrendszer egyensulyat vizsgaljuk (e=3). Héarom adott hatdsvonali
(reakcid)erdvel vald egyensulyozas esetén a Ritter-modszert érdemes alkalmazni, aminek az a
lényege, hogy hdrom nyomatéki egyenletet irunk fel, mindegyiket két-két ismeretlen erd
hatasvonalanak a metszéspontjara, az ugynevezett fopontokra. A Ritter-modszer alkalmazasahoz
meg kell hatdroznunk a fOpontok helyét. Az elkiilonitett szerkezet 4brdja melletti rajzon
feltlintettiik a raderdk hatasvonalait és a fOpontok helyzetét. Az x és y tavolsdgokat geometriai
Osszefliggések alapjan tudjuk meghatarozni.

(x+8,4)tg30°=6,5 - x=2,858m

y=x-tg30° 2 y=1,650m
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A fopontok helyzetének meghatarozasa utan felirjuk és megoldjuk a harom nyomatéki egyenletet:

> M°):—500-4,2+ S,-cos(30°)-1,650=0 - S,=1470 N(hizott)

> M©):1200-cos (70°)-1,650—500-4,2—S,-1,65=0 > S,=—862,3N (nyomott)

A masodik egyenletben az S, er6t az O, pontban bontottuk fel. Mivel csak nyomateki egyenleteket
irtunk fel a rader6k meghatarozasahoz, ,,megmaradt” a két vetiileti egyenlet ellendrzésre:

> F,:—1200-cos(70°)+ 1470-cos(30°)—862,3=0,3~0

> F,:1200-sin(70 ° )+ 500— 2362+ 1470-sin (30 °)=0,6 ~0

Mivel a kapott hiba mindkét egyenlet esetén nagysagrendekkel kisebb, mint az egyenletekben
szerepld mennyiségek, igy elfogadhatjuk az eredményeket. Az ellendrzé egyenletek felirasa utan

elkészitjiik az eredményvazlatot, ahol a testre hatdo riderdket a meghatarozott értelemnek
(htizas/nyomas) megfelelden rajzoljuk.

Eredményvéazlat:

S,=862,3N(ny)

lc

\ S,=1470N(h)
§,=2362N(ny)

Gyakorlopélda - 2
Hatarozzuk meg az abran lathat6 tart6 reakcioit!

F=700N 2
% a=25° N
X 1

z G=400 N g

Nﬂ

v
3 R

30°
7.3 m

N

>~
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Megoldas
Az elkiilonitett szerkezet abraja:

Egyensulyi kijelentés:

A felirhato skalaregyenletek szdma:

Ismeretlenek:
A fopontok helyének szamitasa:

Megoldas szamitéssal:

Ellend6rzd egyenletek:

Eredményvéazlat:

B2

10
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Mintapélda - 3
Hatarozzuk meg az éabran lathatd konzoltartd reakcioit! A tdmaszerdnek elég a komponenseit
kiszamolni.

lF:OJ kN
S
x £
z : £
~ < p=0,2 kN/m
o g
AH
~
Im _1lm

Megoldas
A feladat megoldasat kezdjiik az elkiilonitéssel és az egyensulyi kijelentés felirasaval! A testre az
aktiv terheken kiviil a befogasnal fellépd reakciok hatnak, egy adott ponton 4tmend, de ismeretlen
hatasvonalu 4 er6 és egy M, befogasi nyomaték.

J'F

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

prttttttittetettts

)
N

Az egyensulyi kijelentés: (F,(p), 4, M ,)=0

A testre szétszort sikbeli erfrendszer hat, tehat az egyensulyi kijelentés alapjan harom fliggetlen
skalaregyenletet lehet felirni. Az ismeretlenek szdma szintén harom, az A4 reakciderd két
komponense és a befogasi nyomaték. Konzoltartdo esetén két vetiileti egyenlet és a befogasi
keresztmetszet sulypontjara felirt nyomatéki egyenlet mindig harom egyismeretlenes egyenletre
vezet. A vetiileti egyenletekben csak a reakcié adott irdnyi komponense szerepel ismeretlenként,
a nyomatéki egyenletben pedig csak a befogasi nyomaték, hiszen a reakciderd karja zérus a
befogasi keresztmetszet stlypontjara. Irjuk fel és oldjuk meg ezeket a statikai egyenleteket:

> M*:0,71+02:32-1,6+ M,=0 > M ,=—1,724kNm (0)

> F,:07-A=0 = A=07kN(1

> F,:—0232+A =0 - A=064kN(~)

A reakciok meghatarozasa utan irjunk fel egy ellendrzd egyenletet az F' eré timadaspontjara:
> M —0,232-1,6—1,724+0,7-1+ 0,64-3,2=0

Az eredmények ellendrzése utan rajzoljuk meg az eredményvazlatot!

11
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Eredményvézlat:

Ax:0,64 KN MA:1,724kNm
A.=0,7kN

Gyakorlopélda - 3
Hatarozza meg az dbran lathato tarté reakcioit! A tdmaszerdnek elég a komponenseit kiszamolni.
p=03kN/m M=2 kNm

g
q‘h
(o)
R A
Ilm ,1m

Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet abraja:

Egyensulyi kijelentés:
Megoldés szamitassal:

Ellendrzé egyenlet:

Eredményvazlat:

12
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Osszetett tartok

A barmilyen elrendezésii teher viselésére alkalmas, tobb testbdl allo szerkezeteket Osszetett
tartoknak nevezziik. A testeket egymashoz és a f6ldhoz kényszerekkel kapcsoljuk. A testet a f6ldhoz
kapcsold kényszereket kiilsé kényszereknek nevezziik, ezek megegyeznek az egyszerli tartoknal
tanultakkal. A testeket egymashoz kapcsol6 kényszereket belsé kényszereknek nevezziik. A 13.1. -
13.4. abrdkon a magas- és a hidépités néhany gyakran eléforduld szerkezettipusanak statikai
modellje lathato.

13.1. abra. Fedélszékek statikai modelljei, iires fedélszek (bal oldali abra) és fogoparral
merevitett fedélszek (jobb oldali abra)

1. 11. i L. oL I1I.

#> = N &

o

13.2. abra. Osszetett gerendatartok (Gerber-tartok)

O
\J

o

I1I. IV.

©

L. II.

2 2 2 2

13.3. abra. Osszetett keretszerkezetek

P H@A%“V@

13.4. abra. Fiiggesztomiives (bal oldali dbra) és feszitdémiives (jobb oldali dbra) tartd
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Osszetett tartok reakciéinak meghatarozasa szamitassal

Egy Osszetett szerkezet csak akkor lehet egyenstlyban, ha minden alkotérésze egyensulyban van. A
reakciok meghatirozasa az Osszetett tartok esetén is az egyszerii tartokndl ismertetett 1épésekben
torténik. Els6é 1épésben elkészitjik az elkiilonitett szerkezeti részek abrajat. Ez azt jelenti, hogy
kiilon-kiilon lerajzoljuk a szerkezetet alkotd testeket és minden rajuk hato erdt, illetve
forgatonyomatékot. Masodik 1épésben felirjuk az elkiilonitett testekre és a teljes szerkezetre
vonatkoz6 egyensulyi kijelentéseket. Az elkiilonitett testekre vonatkozo egyensulyi kijelentésekben
az Osszes olyan erd és forgatonyomaték szerepel, ami az adott testre hat. A teljes szerkezetre
vonatkozo egyensulyi kijelentésben kizardlag a kiilsd aktiv és passziv (reakcid) erék és nyomatékok
szerepelnek, a belsé reakciok nem. A tartorészekre vonatkozd egyensulyi kijelentések alapjan
testenként harom, csuklonként két fliggetlen skalar egyenletet lehet felirni. A teljes szerkezetre
vonatkozd egyensulyi kijelentés alapjan harom skaldr egyenletet lehet felirni, de ezek nem
fliggetlenek a tartorészekre felirt egyenletektdl. A tartorészekre vonatkozo egyensulyi egyenletekbdl
allo egyenletrendszert megoldva meghatarozhatjuk a reakcidkat (statikailag hatarozott szerkezet
esetén). Kézi szamitds esetén azonban egyenletrendszer helyett célszerlibb egyismeretlenes
egyenletekkel dolgozni. Ezért a megoldas soran arra toreksziink, hogy olyan sorrendben irjunk fel a
kiilonb6z6 tartorészekre vagy éppen a teljes szerkezetre vonatkozd nyomatéki és vetiileti
egyenleteket, hogy azokban lehetdleg csak egy ismeretlen legyen. (Akar azon az aron, hogy kézben
felhasznalunk kordbban kiszamolt reakciokat is.) Osszeszamoljuk egyensilyi kijelentésenként a
felirhato fiiggetlen (skalar) egyenstlyi egyenleteket €s az ezekben szerepld skalar ismeretleneket,
igy el tudjuk eldonteni, hogy melyik tartorész vizsgalatdval érdemes kezdeni a reakcidok szamitasat.
A harmadik 1épés tehat az egyensulyi egyenletek (megfeleld sorrendben torténd) felirasa és a kiilso
és belso reakciok kiszamitasa. A megoldas fontos része az ellendrzés, ami olyan egyensulyi
egyenletek felirasat jelenti, amelyekben adott aktiv terhek és mar meghatarozott kiils6 ¢s/vagy belsd
reakciok szerepelnek. A megoldés utolsé 1€pése az eredmeényvazlat elkészitése, ez azt jelenti, hogy
az elkiilonitett tartorészekre felrajzoljuk az aktiv terheket, illetve a kiszamitott kiilsé és belsd
reakciokat.

A 13.1. abran fedélszékek statikai modelljei lathatok. Alapvetd kiilonbség a két szerkezet kozott,
hogy fliggdleges terhekbdl a bal oldali szerkezet esetén keletkeznek vizszintes reakciokomponensek
is, a jobb oldali szerkezetnél viszont nem. Mindkét szerkezettipusra nézziink példakat!

Mintapélda - 1
Hatarozzuk meg a kiilsd és belso reakciokat! (Elég a reakciok komponenseit meghatarozni.)
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Megoldas

Az elkiilonitéssel kezdjilk a feladat megoldasat. Osszetett tartok elkiilonitése soran fel kell
rajzolnunk minden olyan tartorészt (de csak azokat), amelyekre kettdnél tobb erd vagy
forgatdbnyomaték hat.

Az 1. jelli testre négy erd hat, fel kell tehat rajzolnunk elkiilonitve. A testre hat6 erdk koziil az F
aktiv teher adott. Az A4 jelt tdmasz egy fix csuklo, tehat az 4 reakciderdnek lehet x és z irdnyu
komponense is, ezek értelmét tetszOlegesen felvehetjilk. A C pontban szintén egy csukloval
kapcsolddik egymdashoz az 1. illetve a II. jeli test, a C belsd reakciderd két komponensének
értelmét tetszOlegesen felvehetjiik. A két testet 0sszekotd radban fellépd S raderd hatasvonala
vizszintes, a rudakat pedig mindig htizottnak tételezziik fel, ezért az I. testre egy jobbra mutatd S
erdt rajzolunk.

A 1II. jeli testre harom erd hat, a C erd ellentettje (C'), az §' ruderd és a gorgénél fellépd
fiiggdleges B erd, amelynek értelme tetszélegesen felvehetd. Az S’ eré nagysaga megegyezik az I.
testre hato S erd nagysagaval, de huzott rad esetén a II. testre egy balra mutatd (huzo-) erd hat.

A kovetkezd dbran megmutatjuk, hogy miért nem kell elkiiloniteni a C csuklét (és hasonlé okok
miatt a D és E csuklokat sem), illetve az S jelii rudat. Ha az 1. jeli testre a C csuklérol C erd hat,
akkor Newton III. torvényének értelmében az I. testrdl a csuklora ennek az ellentettje, tehat C”
erd. Mivel a C csukl6 az 1. és II. testekrdl ra hato két erd hatdsara egyensulyban kell hogy legyen,
a II. testrdl a C csuklora hato eré C’ ellentettje kell hogy legyen, ami nem mas, mint a C erd. Ez
azt jelenti, hogy a C csuklorodl a II. testre hato erd ismét a C' erd lesz. A két erdvel terhelt rad
esetén hasonloan beldthatd, hogy a rudrol az 1. és II. jeli testekre atadddo erdk szintén egymas
ellentettjei lesznek, hiszen a rudra hato erdk egymas ellentettjei kell hogy legyenek. Ezért a
tovabbiakban azokat a tartorészeket, amelyekre csak két erd hat nem rajzoljuk fel kiilon az
elkiilonités soran, ezzel egyszeriisitve a megoldast.

C||C. I. 1.
<C'x© Cx: S>< 5 @ S;:S'

A tarté elkiilonitett abrajanak megrajzolasa utan irjuk fel az egyensulyi kijelentéseket minden
olyan tartorészre, amit elkiilonitve felrajzoltunk, plusz irjuk fel az egyensulyi kijelentést a teljes
szerkezetre is!
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e. i uji
IL:(F,4,C,S)=0 3 5 5
IL:(B,C',8")=0 3 4 1
Sz.:(F,4,B)=0 (3) 3

Az egyensulyi kijelentések mellett feltlintettik az azok alapjan felirhaté fiiggetlen
skalaregyenletek szamat (e.), az egyensulyi kijelentésekben szerepld skaldr ismeretlenek szamat
(1.) és azt is, hogy ezek koziil hany szamit Gjnak (0 1.), mert nem szerepelt még (az erd ellentettje
sem) a korabbi egyensulyi kijelentésekben. A teljes szerkezet egyensulyi kijelentése mellett azért
szerepel a felirhatd skalar egyenletek szama zardjelben, mert ezek nem filiggetlenek a
tartorészekre felirt egyenletektol. A teljes szerkezetre felirt egyensulyi kijelentésben U
ismeretlenek nem szerepelnek.

A szamitashoz felirt skalaregyenletek sorrendjének eldontéséhez egyenstlyi kijelentésenként az
egyenletek és az ismeretlenek szamat érdemes Osszehasonlitani, és altaldban azzal a tartorésszel
érdemes kezdeni a szamitést, ahol ez a két szdm megegyezik. Ennél a példanal az 1. és a II.
tartorésznél is nagyobb az ismeretlenek szama (i.), mint a felirhatd egyenletek szama (e.), a teljes
szerkezetnél viszont ez a két szam megegyezik. Kezdjik tehat a szamitast a teljes szerkezet
egyensulyanak vizsgalata alapjan! A csukldval és egy raddal dsszekapcesolt L. és 1. test kezelhetd
egyetlen testként is, a kiilsé reakcidkat ugyaniigy szamolhatjuk, mintha egyetlen merev test lenne
egy fix csukloval és egy gorgdvel megtamasztva.

Osszetett szerkezetek esetén mindig meg kell adnunk, hogy egy egyensulyi egyenlet mire
vonatkozik, az egész szerkezetre (Sz.) vagy valamelyik tartérészre (I. vagy II.). Az egész
szerkezet egyensulyat vizsgalva az A4 pontra vonatkozd nyomatéki egyenletbdl meg tudjuk
hatarozni a B reakcioerdt. A B pontra felirt nyomatéki egyenletbdl ki tudjuk szamolni az 4 reakcid
fliggbleges komponensét. Az x iranyu vetiileti egyenletbdl pedig azt kapjuk, hogy az 4 reakcio
vizszintes komponense zérus, tehat az 4 reakcio fiiggdleges:

Sz.). M\*:—2.2+ B-8=0 > B=0,5kN(

Sz.). M!":2.6-A,8=0 > A,=1,5kN(%

Sz.) F,:A=0

A kiilsé reakciok meghatarozasa utdn az 1. test egyensulyi kijelentésében szerepld 5 reakcio-

komponens koziil mar csak harom szamit ismeretlennek, tehat a 3 felirhatd skalaregyenlet elég a
meghatarozasukhoz:

1LY M:2:2¢451-154=0 > S=2 kN (h)

LY F,:C42=0 » C,=—2kN(¢) > C,=2kN (>)

LY F,:2-15-C,=0 = C,=0,5kN(® - C,=05kN(Y

A C belsd reakcid vizszintes komponense a negativ eredmény miatt a feltételezettel ellentétes

iranyba mutat. A II. jeli testre haté C' er6 komponensei a C eré6 komponenseivel ellentétes
irinyba mutatnak, amit a mértékegység utan szintén felrajzolunk. Megjegyezziik, hogy a C’
komponensnél mar nem tiintetjiik fel a negativ eldjelet, mert a mértékegység utan felrajzolt nyil
egyértelmiien megadja, hogy a komponens merre mutat.
Ezzel tulajdonképpen minden kiilsé és belsd reakciot meghataroztunk, az eddig fel nem hasznalt,
a II. testre vonatkozo6 skalaregyenletek segitségével pedig ellendrizhetjiik az eredményeinket:
LY F,:2-2=0
LY F,:—0,5+0,5=0
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Miutan meggy6zddtiink az eredmények helyességérol, készitsiik el az eredményvazlatot, tehat
rajzoljuk fel ismét az elkiilonitett tartorészeket, az azokat terheld aktiv terheket és a
meghatarozott iranya reakcio-komponenseket. Az abraba irjuk be a reakciderdk kiszamitott
értékeit is! (Belso reakcidoknal elég egy helyen feltiintetni a reakcid-komponensek nagysagat.)

Gyakorlopélda -1
Hatarozzuk meg a kiilsd és bels6 reakciokat! (Elég a reakciok komponenseit meghatarozni.)

Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:
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Egyensulyi kijelentések:

I.:
11.:

Sz.:
Megoldés szamitassal:

Eredményvazlat:

4 i.

B3
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Mintapélda - 2
Hatarozzuk meg a kiilsd és belsd reakciokat! (Elég a reakciok komponenseit meghatarozni.)

Megoldas

Kezdjiik a feladat megoldasat az elkiilonitéssel! Minden olyan tartorészt fel kell rajzolnunk a ra
hato erékkel egytitt, amire ket6nél tobb erd hat. Az 1. jelii testre harom erd hat, az F, kiils6, aktiv

teher, az A kiilsé reakcioerd a kiilsé kényszerrdl és a C belsd reakcio az I.-es és Il.-es testeket
Osszekapesold belsd csuklorol. AL jelil testre szintén harom erd hat, az F, kiils6, aktiv teher, a B

kiils6 reakcioerd a kiilsé kényszerrdl €s egy belsd reakcio az I. és II. jeli testeket 6sszekapcsolo
belsd csuklorol. Mivel a C belsd csuklora két erd hat, ezek egymas ellentettjei kell hogy legyenek.
Ez egyben azt is jelenti, hogy a C csuklorol a II. jeli testre 4tadodo eré a C csuklorol az 1. jeli
testre atadodo erd ellentettje kell hogy legyen. (Ahogy azt az elsé mintapélddban részletesen
bemutattuk.)

Az elkiilonités utan irjuk fel az elkiilonitett tartorészekre és a teljes szerkezetre vonatkozo
egyensulyi kijelentéseket! Az egyensulyi kijelentések mellett szamoljuk 6ssze az adott egyensulyi
kijelentés alapjan felirhatd fiiggetlen skalar egyenletek szamat, az egyensulyi kijelentésben
szerepld skalar ismeretleneket és ezek koziil azokat, amelyek nem szerepeltek a megel6z6
egyensulyi kijelentésekben!

c. . UL
L:(F,,4,C)=0 3 4 4
IL:(F,,B,C")=0 34 2
Sz..(F,,F,,A,B)=0 (3) 4

Az egyensulyi kijelentések alapjan hat fliggetlen skalar egyenletet lehet felirni és az ismeretlenek
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szdma is hat. Az egyensulyi kijelentésekre jutd skalar egyenletek és ismeretlenek szamat
Osszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy mindegyik egyenstlyi kijelentés esetén nagyobb az
ismeretlenek szdma, mint az egyenletek szdma. A specialis geometria miatt azonban mégis el
tudjuk kezdeni a szamitast egyismeretlenes egyenletekkel. A teljes szerkezetre vonatkozo,
valamelyik kiils6 tamaszra felirt nyomatéki egyenletben ugyanis a négy ismeretlen
reakciokomponens koziil csak az egyik szerepel:

Sz.>. M\"Y:—4.25-6-7,5+ B,-10=0 > B,=55kN(1

Sz.) M®:+475+625-A,10=0 > A,=45kN(D

A kiilsd reakciderdk fliggdleges komponenseinek meghatarozasa utan a két elkiilonitett testre
vonatkoz6 egyensulyi kijelentésekben mar csak 3-3 ismeretlen maradt, igy azokat ki tudjuk
szamolni. Az 1. jelu testre felirt harom egyensulyi egyenletbdl meg tudjuk hatdrozni a kiilsé
reakci6 vizszintes komponensét és a C bels6 reakcidé komponenseit.

LY M:425-455+A:-3=0 > A=4,167kN(>)

LY F,:4167+C =0 = C,=—-4167 kN (¢) = C' =4,167 kN (=)

LY F:4-45-C,=0 = C,=—05kN(¥ = C',=0,5kN(H

A belsé reakcid komponensei a negativ eredmény miatt a feltételezettel ellentétes iranyba

mutatnak. A II. jell testre hatd C’ erd komponensei a C eré komponenseivel ellentétes iranyba
mutatnak, amit a mértekegység utan szintén felrajzolunk. Megjegyezziikk, hogy a C’, C'

komponenseknél mar nem tiintetjiik fel a negativ el6jelet, mert a mértékegység utan felrajzolt
nyilak egyértelmlien megadjak, hogy a komponensek merre mutatnak. Egyetlen ismeretlen
maradt, a B kiils6 reakcid vizszintes komponense, amit példaul a II. jeld test egyensulya alapjan a
C csuklora felirt nyomatéki egyenletbdl meg tudunk hatérozni.

.Y M\“:-625+555-B,-3=0 > B,=4,167 kN (¢)

Az eredményeket ellendrizziik a II. jeli testre felirt két vetiileti egyenlettel!
LY. F,:4,167—4,167=0

I.). F,:6-55-0,5=0

Az eredmények ellenérzése utan készitsiik el az eredményvazlatot!

B.=4,167kN
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Gyakorlopélda - 2
Hatarozzuk meg az é&bran lathatd szerkezet kiilsé és belsd reakcioit! (Elég a reakcidok
komponenseit meghatarozni.)

Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

IIL.

Egyensulyi kijelentések:
e. 1. uj i.
IL.:
C:
Sz.:

Megoldas szamitdssal:

2
2
2
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2
2

Ellendrz6 egyenletek:

2
2

Eredményvazlat:

II.

Mintapélda - 3

Megoldas
Végezziik el a szerkezet elkiilonitését, irjuk fel az egyensulyi kijelentéseket, szamoljuk Ossze az
ismeretleneket és a fiiggetlen skalar egyensulyi egyenleteket!

X P
z AT L ~ L 7S
Y E T
N
A 0 I

Elsd 1épésben végezziik el az elkiilonitést! Minden olyan tartorészt fel kell rajzolnunk, amire
kettonél tobb er6 hat. Az L. jelii gerendara 6t er6 hat, a P aktiv teher, az 4 kiilsd reakcioerd, az S ,

S, raderdk és az E csukloer6 (az utolsd harom erd belso reakciderd). A 1L jelil testre négy erd hat,
a B kiils6 reakcioerd, az S, S, ruderdk és az E' csukloerd (az utolsé harom erd belsd reakciderd).

Mivel az E csuklora csak két erd hat, ezek egymas ellentettjei lesznek és igy az E csuklordl a I1.
jelii testre hato erd az E csuklordl a 1. jelii testre hato erd ellentettje lesz. A csuklok koziil a H és [
jeltieket kell elkiiloniteni, mindkettére harom radero hat.

10
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Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

B3

P
L PR R IL
2 bs, 1E Tl
A, 21\‘ S, ) £ S3 4 B
N | S Sy
Nz—P , S,
H S5 Sy I

Az elkiilonités alapjan irjuk fel a tartorészekre és a teljes tartora vonatkozd egyensulyi
kijelentéseket. Az egyensulyi kijelentések mellett szamoljuk 0ssze az adott egyensulyi kijelentés
alapjan felirhat6 fliggetlen skalar egyenletek szamat, az egyensulyi kijelentésben szerepld skalar
ismeretleneket ¢és ezek koziil azokat, amelyek nem szerepeltek a megeléz6 egyensulyi

kijelentésekben!

e. i Uji.
L:(P,S,,S,,E,A)=0 3 6 6
IL.:(S,,S,,E', B)=0 35 3
H:(S',,8",,8,)=0 2 3 1
I:(S'5,8",,8')=0 2 3 0
Sz.:(P,A4,B)=0 (3) 3

A felirhato fiiggetlen egyensulyi egyenletek szdma és a skaldr ismeretlenek szama egyarant 10
(e=i), tehat a szerkezet teljesiti a statikai hatarozottsag sziikséges, de nem elégséges feltételét.

Gyakorlopélda — 3

Végezziik el a szerkezet elkiilonitését, irjuk fel az egyensulyi kijelentéseket, szamoljuk 0ssze az
ismeretleneket és a fliggetlen skalar egyensulyi egyenleteket!

l
s M1 @
Vil G

S,
A
z C D E.
A8 1

. 4B
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A statika és dinamika alapjai B3

Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

I1I.

Egyensulyi kijelentések:

12



A statika és dinamika alapjai B4

Osszetett tartok Il.

Gerber-tartonak nevezziik az olyan Osszetett tartokat, amelyeknek van legalabb egy fix és egy
befiiggesztett tartorésziik. Egy Osszetett tartot alkotd testek koziil azt nevezziik a tartd fix részének,
amely csupan a kiils6 kényszereivel (a tartd tobbi része nélkiil) statikailag hatarozott modon van
megtamasztva. A tartd befliggesztett része ezzel szemben csupan kiilsé kényszereivel statikailag
tulhatarozott szerkezet lenne, teherviselésre csak a tobbi tartorészre tdmaszkodva alkalmas. (Egy
Gerber-tartonak lehet tobb fix és befliggesztett része is.) A Gerber-tartok vizsgalatat egyszert tartok
sorozatanak szamitasara vezetjliik vissza. A befiiggesztett rész egyensulya alapjan meghatarozott
bels6 reakcio-komponenseket, mint kiilsé terheket miikddtetjiik a tartd fix részére. Ezek utan a fix
rész reakcioi hasonldan szamithatok, mint egy egyszerii tartd reakcioi.

A 14.1. abran lathat6 szerkezet egy Gerber-tartd, ahol az 1. jelli test a tarto fix része, a Il. jelii test a
tartd befiiggesztett része. Az 1. jeli test kiilsO kényszereivel egy statikailag hatarozott kéttamasz
tartonak felel meg, kiilsd kényszereinek Osszfokszdma harom. A II. jeld test kiilsé kényszereinek
Osszfokszdma egy, tehidt Oonmagaban statikailag talhatarozott lenne. A befiliggesztett rész egy
csukloval kapcsolodik a tarto fix részéhez, és a D jel kiils6 kényszer mellett ezzel kettes fokszamu
belsd kényszerrel megtamasztva valik teherviselveé.

L. I1.

y B2y C D2

I. I1.

y; TS D2

14.1. abra. Gerber-tarto (felso abra) és a tart6 fix (1.), illetve befliggesztett (I1.) része kiilon
abrazolva, sajat kiilsé kényszereikkel (also abra)

A 14.2. dbran lathato szerkezet szintén egy Gerber-tart6, ahol a II. jeli test a tarté fix része, az 1. jeli
test a tartd befliggesztett része. Az II. jelt test kiils6 kényszereivel egy statikailag hatarozott
konzoltartonak felel meg, kiils6 kényszereinek Osszfokszama harom. A II. jelii test kiilsé
kényszereinek 0sszfokszama egy, tehat onmagaban statikailag tulhatarozott lenne. A befliggesztett
rész egy csukloval kapcsolodik a tartd fix részéhez, az 4 jeli kiilsé kényszer mellett ezzel a kettes
fokszamu bels6 kényszerrel megtamasztva valik tehervisel6vé.

p=3kN/m
gmm L 1L /
AN C B
I 11, 4

A - BY

14.2. abra. Gerber-tarto (felso abra) ¢€s a tarto fix (IL.), illetve befiiggesztett (I.) része kiilon
abrazolva, sajat kiilsé kényszereikkel (also abra)
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Mintapélda - 1
Hatarozzuk meg a Gerber-tartd kiilsé és belsd reakcidit! (Elég a reakcidk komponenseit
meghatarozni.)

F:6kNJ'

F’ I. o I1.

] AN Bo C D&y
ﬁylmx 4m leﬁy 3m ‘ylm%

Megoldas

Az elkiilonitéssel kezdjiik a feladat megoldasat. Elkiilonitve fel kell rajzolnunk minden olyan
tartorészt (de csak azokat), amelyekre ketténél tobb erd hat. A Gerber-tart6 fix részére (1.) az 4 és
B kiils6 reakciderdk és a C belsO reakcioerd hat. A C csuklora csak két erd hat, ezért nem kell
kiilon vizsgalnunk. A tartd befliggesztett részére (I1.) az F aktiv teher, a C’ belsé reakcid és a D
kiils6 reakcioerd hat.

Az elkiilonitett szerkezet abraja:

I Cc,. C, L.
_’AL “l L
T T

Az elkiilonités utan irjuk fel az elkiilonitett tartorészekre és a teljes szerkezetre vonatkozo
egyensulyi kijelentéseket! Az egyensulyi kijelentések mellett pedig szamoljuk Ossze az adott
egyensulyi kijelentés alapjan felirhat6 fiiggetlen skalaregyenleteket, az egyensulyi kijelentésben
szerepld skalar ismeretleneket és ezek koziil azokat, amelyek nem szerepeltek a megel6z6
egyensulyi kijelentésekben!

e. 1. Ui
1:(4,B,C)=0 3 5 5
IL:(F,C',D)=0 33 1

Sz:(F,A,B,D)=0 (3) 4

Az egyensulyi kijelentések alapjan hat fiiggetlen skalaregyenletet lehet felirni és az ismeretlenek
szdma 1is hat, teljesiil tehat a statikai hatdrozottsdg sziikséges feltétele. A szamitashoz felirt
skalaregyenletek sorrendjének eldontéséhez egyensulyi kijelentésenként az egyenletek és az
ismeretlenek szamat hasonlitjuk Ossze, és altalaban azzal a tartorésszel érdemes kezdeni a
szamitast, ahol ez a két szam megegyezik. Gerber-tartok esetén mindig a befliggesztett tartorészen
kezdjiik a szamitast. (Ha tobb befiiggesztett része van a tartonak, akkor azon kezdjiik a szamitast,
amelyiknél megegyezik a fliggetlen skalaregyenletek és az ismeretlenek szama.)

Kezdjiik tehat a szamitast a tarto befliggesztett részén:

.Y M:—6.4+ D-3=0 - D=8kN(%
L) F,:C'=0 = C~=0
L) F,:6+C',—8=0 = C'=2kN(¥ = C,=2kN(1

A C belsd reakcio komponenseinek meghatdrozasa utan az 1. test egyensulyi kijelentésében
szerepld 6t ismeretlen koziil mar csak harom szamit ismeretlennek, tehdt a harom felirhatod
skalaregyenlet elég azoknak a meghatdrozasahoz.
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1LY M":B-4+2:5=0 > B=—2,5kN(J
LY F,:A=0

LY MP:—A,4+2:1=0 > A,=05kN(%

Ezzel minden kiilsd és belsé reakciot meghataroztunk, irjuk fel ellendrzésiil a teljes szerkezetre
vonatkozo6 fliggdleges vetiileti egyenletet:

Sz.Y F,:6—0,5+2,5—8=0

Miutdn meggy6zddtiink az eredmények helyességérdl, készitsiik el az eredményvazlatot, tehat

rajzoljuk fel ismét az elkiilonitett tartorészeket, az azokat terheld aktiv terheket és a
meghatarozott irdnyld reakcid komponenseket. Az abraba irjuk be a reakciderdk kiszamitott

értékeit is!
Eredményvéazlat:
d
L 11.
A:O,SkNI B:2,5kNl IC:21<N lc’ TD=8kN

Gyakorlopélda -1
Hatarozzuk meg a Gerber-tartd kiilsd0 és belsd reakcioit! (Elég a reakciok komponenseit
meghatarozni.)

2kN/ lF1:6kN
pP= m -
X LLIY Y VY YVYYIVYIIVVVIIVINIYYY EZ_ZkN
i A L B4 C 1. D&
%lmly 4m ﬂ\,lmﬁy 3m ﬁylm%
Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet abraja:
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Egyensulyi kijelentések:

1I.:
Sz.:

Megoldas szamitssal:

MMM MMM M

EllenOrzés:

2

Eredményvézlat:

4 i.

B4
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Mintapélda - 2
Hatarozzuk meg a Gerber-tartd kiilsé és belsd reakcidit! (Elég a reakcidk komponenseit
meghatarozni.)

p=3kN/m
X oL 11 /
A f@ C Bl
z
P lmﬁv 2m 2 4m ¥

Megoldas

Kezdjiik a feladat megoldasat az elkiilonitéssel! Minden olyan tartorészt kiilon vizsgalnunk kell,
amire ketténél tobb erd vagy forgatonyomaték hat. Az L. jeli testre a p aktiv megoszl6 teher, az A
kiils6 reakciderd és a C belsé reakcio hat. Mivel a C bels6 csuklora csak két erd hat, ezek egymas
ellentettjei kell, hogy legyenek. A II. jelii testre a C belsd reakcio ellentettje, a B kiils6 reakcioerd
és az M, befogasi nyomaték hat.

Az elkiilonitett szerkezet abraja:

p '
gn L C lc . IL [ B
A CZI Cs B\P‘MB

Az elkiilonités utan irjuk fel az elkiilonitett tartorészekre és a teljes szerkezetre vonatkozo
egyensulyi kijelentéseket! Az egyensulyi kijelentések mellett szdmoljuk 6ssze az adott egyensulyi
kijelentés alapjan felirhatd fliggetlen skalaregyenleteket, az egyensulyi kijelentésben szerepld
skalar ismeretleneket és ezek koziil azokat, amelyek nem szerepeltek a megel6z6 egyensulyi
kijelentésekben!

L:(p),4,C)=0 g
IL:(C',B,M;)=0 3
Sz.:((p),A,B,M,)=0 (3) 4

Az egyensulyi kijelentések alapjan hat fiiggetlen skalaregyenletet lehet felirni és az ismeretlenek
szama 1is hat, teljesiil tehat a statikai hatarozottsag sziikséges feltétele. Az egyensulyi
kijelentésekre juto skalaregyenletek és ismeretlenek szamat dsszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy
csak a befiiggesztett tartorészre felirt egyensulyi kijelentés esetén egyezik meg az ismeretlenek €s
az egyenletek szama. Ezért a befliggesztett részre vonatkozd egyensulyi kijelentés alapjan felirt
egyensulyi egyenletekkel kezdjiik a szamitast. Tovabbra is toreksziink az egyismeretlenes
egyenletek felirasara.

1LY M:3.1.25-A2=0 > A=375 kN(
LY F,:C=0 = C'=0

N W =

Uj i.
3
3

LY F :31-375-C,=0 = C,=—0,75kN(¥) = C',=0,75 kN(1
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A C' reakciderd komponenseinek meghatdrozasa utan a fix tartorészre vonatkozd egyensulyi
kijelentésben mar csak 3 ismeretlen maradt, igy azokat ki tudjuk szdmolni.

.Y F,:B,=0
.Y F,:—0,75-B,=0 = B,=—0,75 kN(Y
LY M®:-0,75-4+ M ;=0 > M ,=3kNm(+)

Ezzel az 6sszes ismeretlen kiilso €s belsd reakciot meghataroztuk. Ellendrzésként irjunk fel egy a
teljes szerkezetre vonatkozo nyomatéki egyenletet az 4 pontra:

Sz.>. M\":3-1-0,5-0,75-6+ 3=0
Az eredmények ellendrzése utan készitsiik el az eredményvazlatot:
C=0,75kN
M ,=3kN
1

IITery 11, -

A=3,75kN Tc’ \l/'

B=0,75kN

Gyakorlopélda -2
Hatarozzuk meg az abran lathatd Gerber-tartd kiilsé és belsd reakcioit! (Elég a reakcidok
komponenseit meghatarozni.)

p=3kN/m
F=4kN
X VN || R
L Y4 . B L& D & @ 30°
C E
y 6m 2m,2m, 2m,2m,

Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

I]. 111
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Egyensulyi kijelentések:

1I:
I11.:

Sz.:

Megoldas szamitassal:

MMM MMM MM MMM

EllenoOrzés:

2

Eredményvazlat:

1]

aj i.

I11.

B4



A statika és dinamika alapjai B4

Mintapélda - 3
Hatarozzuk meg a tart6 kiilsd és belso reakcioit! (Elég a reakciok komponenseit meghatarozni.)

p=3kN/m
1 JTYYYIYIIIYTYIIIII VY N
14 L. C 1.

N
=
4m

B

on

4m ,
P

4m

X

RS

Megoldas

Kezdjik a feladat megoldasat az elkiilonitessel! A L. jelii testre az A kiils6 reakciderd, M, befogasi

nyomaték és a C belsé reakcid hat. Mivel a C bels6 csuklora csak két erd hat, ezek egymas
ellentettjei kell, hogy legyenek. A II. jeldi testre a p aktiv megoszl6 teher, a C' belsd reakcio és a B
kiils6 reakcioerd hat.

Az elkiilonitett szerkezet abraja:

M, , P D
4,5 JLON C. AT
I. , v
i k. e
: IL.
B

A reakcider0k meghatirozasa soran a megoszl6 terhet helyettesithetjiik az ereddjével, melynek
nagysaga:

P=3-4=12kN

Az elkiilonités utan irjuk fel az elkiilonitett tartorészekre és a teljes szerkezetre vonatkozé

egyensulyi kijelentéseket és szamoljuk Ossze a fiiggetlen skalaregyenleteket, illetve a skalar
ismeretleneket!
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e. 1L Wi
L:(4,M ,,C)=0 35 5
IL:((p),C", B)=0 33 1

Sz.:((p), A, M ,,B)=0 (3) 4

Az egyensulyi kijelentések alapjan hat fliggetlen skalaregyenletet lehet felirni és az ismeretlenek
szama is hat, teljesiil tehat a statikai hatarozottsag sziikséges feltétele. A II. jelii tartorészre
vonatkoz6 egyensulyi kijelentés alapjan harom fliggetlen skalaregyenletet tudunk felirni és az
egyenletekben szerepld ismeretlenek szama is harom, kezdjiikk tehat ezen a tartorészen a
szamitast!

LY M\9:—12:2+ B-4=0 > B=6 kN(
.Y F,:C',=0 = C,=0
LY F,:12+C'~6=0 = C',=—6kN(® = C,=6 kN(Y

A C reakcideré komponenseinek meghatdrozasa utan az I. jell tartorészre vonatkozd egyensulyi
kijelentésben mar csak 3 ismeretlen maradt, igy azokat ki tudjuk szdmolni.

LY F.:A=0
LY F:—A+6=0 - A=6KkN(1
LY MY:M,-64=0 - M ,=24kNm(+)

Ezzel az 6sszes ismeretlen kiils6 és belsd reakciot meghataroztuk. Ellendrzésként irjunk fel egy a
teljes szerkezetre vonatkoz6 nyomatéki egyenletet az B pontra:

Sz.>. M'":12.2-6-8+ 24=0

Az eredmények ellendrzése utan készitsiik el az eredményvazlatot:

M ,=24KkNm

14
FYVYVIAIPITVIITIIeddssy
I. ,
T e
II.
B=6kN
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Gyakorlopélda - 3
Hatarozzuk meg az abran lathato szerkezet kiils6 és belsd reakcioit!

5 p=4kN/m
Aﬁ% . C L ¥
z

S5m

1=

Megoldas
Az elkiilonitett szerkezet abraja:

Egyensulyi kijelentések:

e. i 0 i.

1I:

Sz.:

10
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Megoldas szamitassal:

MMM MMM

EllenOrzés:

2

Eredményvézlat:

B4

11
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Osszetett tartok lil.

Gyakran alkalmazott tartoszerkezet a hdromcsuklos tarto, amely két, egymashoz csukloval
kapcsolodo testbdl all, a két test a foldhodz szintén egy-egy csukloval kapcsolodik. A 15.1. abran
kiilonb6zé geometriaju haromesuklds tartok lathatok.

@Ye)
@Yo

o A
15.1. abra. Haromcsuklos tartok

A haromcsuklos tartok szadmitdsanak jellemzdje, hogy a tartorészekre €s a teljes szerkezetre
vonatkoz6 egyensulyi kijelentések alapjan is kevesebb fliggetlen skalar egyenlet irhato fel, mint
ahany skalar ismeretlen szerepel benniik. Mégsem kell azonban sokismeretlenes egyenletrendszert
kezelniink, egy kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsdval mindig el tudjuk kezdeni a
szamitast, utana pedig egyismeretlenes egyenletek megoldasaval az 0Gsszes reakcioerd
meghatarozhatd. SOt, abban az esetben, ha a két kiils§ tamasz egy magassdgban van, akkor
kizar6lag egyismeretlenes egyenletek megoldasaval is meghatarozhatok a reakciok.

Mintapélda - 1
Hatarozzuk meg az abran lathato haromcsuklos tarto kiilsé és belsd reakcioit!

p=3kN/m
SISIIIVIIYY gt viiiyy %
X C
IL. g
z L. <t

C-N
X *

» 4m P 4m
rd Cd

4
r'd

Megoldas

Az elkiilonitéssel kezdjiik a feladat megoldasat. A szerkezetet alkotdo mindkét testre ketténél tobb
erd hat. Az I. jelli testre hat az adott p megoszlo teher bal oldali fele, az ismeretlen hatdsvonalu 4
kiils6 reakciderd és a C csuklorol egy szintén ismeretlen hatdsvonali C belsé reakciderd. A C
csuklot nem kell elkiiloniteni, mert csak a két testrdl hat ra egy-egy erd. Megjegyezziik, hogy a
csuklot végtelen kis kiterjedéstinek tekintjiik, igy a csukléra hatdé megoszlo erd ereddjének
nagysaga is végtelen kicsi. A II. jell testre a megoszlo teher jobboldali fele, az ismeretlen
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hatasvonalu B kiilso reakcidero és a C csuklordl a C' belso reakcidero hat.
Az elkiilonitett szerkezet dbraja:

p C p
TR, Cl

Az elkiilonités utan irjuk fel az elkiilonitett tartorészekre és a teljes szerkezetre vonatkozo
egyensulyi kijelentéseket! Az egyensulyi kijelentések mellett szamoljuk 6ssze az adott egyensulyi
kijelentés alapjan felirhatd fiiggetlen skalaregyenleteket, az egyensulyi kijelentésben szerepld
skalar ismeretleneket és ezek koziil azokat, amelyek nem szerepeltek a megel6z6 egyensulyi
kijelentésekben!

e. 1. Ui

L:((p),4,C)=0 3 4 4

I:((p),C",B)=0 3 4 2

Sz.:((p),4,B)=0 (3) 4

Az egyensulyi kijelentések alapjan hat fliggetlen skaldregyenletet lehet felirni és az ismeretlenek
szdma 1is hat, teljesiil tehat a statikai hatdrozottsdg sziikséges feltétele. A haromcsuklos tartok
szamitasanak jellemzdéje, hogy a tartérészekre és a teljes szerkezetre vonatkozd egyensulyi
kijelentések alapjan is kevesebb fliggetlen skalar egyenlet irhat6 fel, mint ahdny skalar ismeretlen
szerepel benniik. Mégsem kell azonban a hat fiiggetlen egyenletbdl all6 egyenletrendszert
kezelniink, egy kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasaval mindig el tudjuk kezdeni a
szamitast, utdna pedig egyismeretlenes egyenletek megoldasaval az Osszes reakciderd
meghatarozhato. A teljes szerkezetre vonatkozd, 4 pontra felirt és a II. jelli testre vonatkozo, C
pontra felirt nyomateki egyenletekben egyarant a B, B_ reakcio-komponensek szerepelnek

ismeretlenként:

Sz.>. M{":—3.8-4+ B,-8+ B,-2=0

.Y M\“:~3-4-2+ B,-4— B,-4=0

Az els6 egyenletbdl fejezziik ki a B_komponenst:

B ,=48—4-B,

amit a masodik egyenletbe helyettesitve az alabbi egyenletre jutunk:
—24+ 4-B,—192+ 16-B,=0
A fenti egyenletbdl B_kifejezhetd:

B,=10,8kN(1

amit az elsé vagy a masodik egyenletbe helyettesitve B_is meghatarozhato:
B,=4,8kN(¢)



A statika és dinamika alapjai B5

A B reakcid komponenseinek meghatdrozdsa utdn a teljesz szerkezetre vonatkozd vetiileti
egyenletekbdl szdmoljuk ki az 4 reakcié komponenseit:

Sz.) F,:A—48=0 - A =48kN(-)

Sz.) F,:3-8—A —10,8=0 = A =132kN(%

Ezzel a kiilsé reakciokat meghataroztunk, ellendrzésiil irjuk fel az I. jelii testre vonatkozo
nyomatéki egyenletet a C pontra:

1) M:3.4.2-132-4+ 48-6=0

Miutan meggy06zddtiink a kiilsé reakcio-komponensek helyességérdl, hatarozzuk meg a C belsd
reakcio komponenseit az I. jelii test egyenstlya alapjan:

LY F,:48-C,=0 - C,=48kN(¢) - C,=48kN(>)
LY F,:34-132+C,=0 = C,=12kN(Y = C,=12kN(%

Ezzel az 6sszes belso reakcid-komponenst is meghataroztuk. A II. jelii testre vonatkozo, B pontra
felirt nyomatéki egyenlettel ellendrizziik az eredményeket:

.Y, M\":3.4.2-1,2-4-4,8-4=0

Az eredmények helyességének ellendrzése utan készitsiik el az eredményvazlatot:

P C.=12kN P
YIIYIIVIYY by ' GLIYTTIVIIY
C =4,8kN ,
o
L
B.=4,8kN
)\ a—
A =4.8kN BZZIO,SI(N
* ’—’u
A,=132kN

Gyakorlopélda -1
Hatarozzuk meg a haromcsuklos tarto kiilsé és belsd reakcioit!

p=3kN/m F=7kN
X C N
L L

X

4m

II.

L,2m,

FaN

4m 2m, 2m
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Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet abraja:

Egyensulyi kijelentések:

1I.:

Sz.:
Megoldas szamitéssal:

SZ.Z MEB):

I.Z M\

Fejezziik ki az A komponenst az elsd egyenletbdl:

A=

¢s helyettesitsiik be a méasodik egyenletbe:

amibol:

A=
A=

Ezek utan egyismeretlenes egyenletekkel tudunk tovabb szamolni.

2
2

II.

4 i.

BS
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A kiilso reakcidk ellen6rzése:

Hatarozzuk meg a C reakcié komponenseit:

2
2

EllenOrzés:

2

Eredményvézlat:

BS

L.
I1.
Mintapélda - 2
Hatdrozzuk meg a hdromcsuklos tart6 kiils6 és belsd reakceidit!
lF=2 kN
X C
z L n| £
A B
. 4 m . 4m .



A statika és dinamika alapjai B5

Megoldas

Kezdjiik a feladat megoldasat az elkiilonitéssel! Az 1. jeli testre csak az A4 kiilso reakcioerd és a C
csuklorol egy belso reakcid hat, tehat ezek egymas ellentettjei kell, hogy legyenek. Hasonloan a
II. jelt testre csak a B kiils6 reakcioderd és a C csuklorol egy belsd reakcid hat, tehat ezek is
egymas ellentettjei kell, hogy legyenek. Ez egyben azt is jelenti, hogy az I. jelii testr6l a C
csuklora atadodo eré megegyezik az A erdvel, a II. jelii testrél a C csuklora dtadodo erd pedig
megegyezik a B erdvel és mindkét kiilsd reakciderd hatdsvonala dtmegy a C ponton. A C belsd
csuklot kiilon vizsgalnunk kell, mert harom erd hat ra. Az elkiilonitett szerkezet abraja tehat csak
a C csuklo elkiilonitett rajzat tartalmazza:

A ‘Y
Az elkiilonités utan irjuk fel a C csuklora vonatkoz6 egyensulyi kijelentést:
e. 1. Ui
C:(F,4,B)=0 2 2 2
(Mivel a teljes szerkezetre vonatkozo egyensulyi kijelentésben ugyanez a harom erd szerepel,
nincs értelme azt kiilon felirni.) Az egyensulyi kijelentés alapjan két fiiggetlen skalaregyenletet

lehet felirni és az ismeretlenek szama is kettd, hiszen a kiilsé reakciderdk hatasvonalat ismerjik.
Irjunk fel egy-egy nyomatéki egyenletet a tdmaszokra:

C.ZMEB):2-4—A~§-8:0 > A=1,667 kN

C.ZMEA):—2-4+B-§-8=0 > B=1,667 kN

(Az elsO egyenletben A erét az A pontban, a masodik egyenletben B erdt a B pontban bontottuk
fel.)
Ellendrzéskeént irjunk fel egy vetiileti egyenletet a C csuklora:

C.) F,: 1,667-;1—1,667-‘51:0

Végiil készitsiik el az eredményvazlatot:

F=2kN

A=1,667kN '&: 1,667 kN
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Gyakorlopélda -2
Hatarozzuk meg az abran lathaté haromcsuklos tarto kiilsé és belsd reakcioit!
p=2kN/m

F’ ‘ |
z L. IIL.

% B ~

, 3m , 3m
d td

5m

Megoldas

Az elkiilonitett szerkezet abraja:

II.

Egyensulyi kijelentés(ek):

QY

Rajzoljuk be az abraba a reakciderdk hatasvonalat!

Megoldas szamitssal:

™MD M

Ellendrzé egyenlet:

[



A statika és dinamika alapjai B5

Eredményvéazlat:

II.

Mintapélda - 3
Hatarozzuk meg a tarto kiils6 és belsé reakcioit!

2.6m

Megoldas

Kezdjik a feladat megoldasat az elkilonitéssel! A L. jelli testre az 4 kiilsé reakcioerd, az M
befogasi nyomatek, a B belsé reakciderd ¢s az adott hatasvonala S rider6 hat. Mivel a B, C ¢s D

belsé csuklokra csak két-két erd hat, ezek paronként egymas ellentettjei kell, hogy legyenek. A II.
jelli testre az F aktiv teher, a B" bels6 reakeio és az S’ riderd hat.

Az elkiilonitett szerkezet abraja:

S

—
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Az elkiilonités utdn irjuk fel az elkiilonitett tartorészekre €s a teljes szerkezetre vonatkozo
egyensulyi kijelentéseket és szamoljuk Ossze a fiiggetlen skalaregyenleteket, illetve a skalar
ismeretleneket!

L. Ui

L:(4,M,,B,S)=0 3 6 6
IL:(F,S", B')=0 33 0
Sz..(F,A,M,)=0  (3) 3

Az egyensulyi kijelentések alapjan hat fliggetlen skaldregyenletet lehet felirni és az ismeretlenek
szama 1is hat, teljesiil tehat a statikai hatarozottsag sziikséges feltétele. A II. jelii tartorészre
vonatkozd egyensulyi kijelentés alapjan harom fliggetlen skaldregyenletet tudunk felirni és az
egyenletekben szerepld ismeretlenek szama is harom, kezdjiik tehat ezen a tartérészen a
szamitast!

LY M:240-2,6-8"———2% _26=0 - 5,=458,0 N(h)

/

V1,6°+ 2,6

.Y M\“:240-26-B',-1,6=0 = B',=390N(«) = B,=390N(>)

LY MP:B,=0 = B,=0

A teljes szerkezetre vonatkoz6 egyensulyi kijelentés alapjan szintén harom fliggetlen

skalaregyenletet lehet felirni és az ismeretlenek szdma is harom. Folytassuk a szamitast a kiilsd
reakciok meghatarozasaval:

Sz.> M\":240-2,6+ M,=0 > M,=—624 Nm (")
Sz.) F,:A =0
Sz.) F,:240—A,=0 = A =240 N(1

Ezzel az Gsszes ismeretlen kiilsé és belsd reakciot meghataroztuk. Ellendrzésként irjunk fel két
vetiileti egyenletet az I. jeli tartorészre:

52.3 F,:390 ~458,0-—=2__=0,04~0
V1,6°+ 2,6
52.3" F,,:—240+ 458,0-—=2___=0,03~0
1,6+ 2,6
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Az eredmények ellendrzése utan készitsiik el az eredményvazlatot:

S,=458,0N(h)
V 14 B /

N (
Fl 1. B=390N

A
M ,=624Nm <

A=240N

Gyakorlopélda - 3
Hatarozzuk meg az abran lathato szerkezet kiils6 €s belsd reakcioit!

@ q¢q |
D = N
F=240N NeY
X ©) gl
B
z
L5
o
é S >~
, 2,6m
Megoldas
Az elkiilonitett szerkezet abraja:
®o
L.

10
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Egyensulyi kijelentések:

Sz.:

Megoldas szamitdssal:

EllenOrzés:

2

Eredményvéazlat:

G i.

BS

11
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A statikai hatarozottsag

A statikai hatarozottsaggal kapcsolatos definicidinkat az egyszeri tartok vizsgalata soran ugy
fogalmaztuk meg, hogy azok Osszetett tartokra is érvényesek. Eddig csak statikailag hatarozott
Osszetett tartokkal foglalkoztunk, de most mutatunk példat statikailag talhatirozott és statikailag
hatarozatlan 0sszetett szerkezetekre is. Ismételjiik at a kordbban tanult definicidkat!

Def: Egy szerkezetet statikailag hatdarozottnak neveziink, ha az barmilyen teher esetén
egyensulyban marad és a reakcidkat az egyenstlyi egyenletek segitségével egyértelmiien meg lehet
hatdrozni.

A statikai hatarozottsaghoz tehat két feltételnek kell egyidejiileg teljesiilnie. Ha valamelyik feltétel
nem teljesiil, akkor a szerkezetet mashogy mindsitjiik.

Def: Egy szerkezetet statikailag tulhatdarozottnak neveziink, ha létezik olyan teher, ami esetén a
szerkezet nincs egyenstlyban (tehat az egyensulyi egyenletrendszernek nincs megoldasa).

Def: Egy szerkezetet statikailag hatdrozatlannak neveziink, ha 1étezik olyan teher, ami esetén az
egyensulyi egyenletrendszernek van megoldasa (tehdt a szerkezet egyensulyban van), de a
megoldas nem egyértelmii. Mas szoval a reakciderdk nem hatdrozhatok meg egyértelmiien csupan
az egyensulyi egyenletek alapjan.

A szerkezet statikai hatarozottsagédnak vizsgalatat altalaban az egyensulyi kijelentések alapjan
felirhato fiiggetlen skalaregyenletek (e) és a bennilik szerepld skalar ismeretlenek (i) szamdnak
Osszehasonlitasaval kezdjiik. Ha az egyenletek szdma nagyobb, mint az ismeretlenek szdma, akkor a
szerkezet biztosan statikailag tGlhatarozott. Az e>i feltétel a statikai tilhatarozottsag elégséges (de
nem sziikséges) feltétele. Ugy is fogalmazhatunk, hogy ezek a szerkezetek tovabbi tamaszokat
igényelnek ahhoz, hogy barmilyen elrendezésii terhet viselni tudjanak. 15.2. dbran olyan statikailag
tulhatarozott szerkezetek lathatok, amelyek esetén teljesiil az e>i feltétel. Az egyenletek ¢és a skalar
ismeretlenek szamat a szerkezet ugynevezett teljes elkiilonitése alapjan hataroztuk meg. A teljes
elkiilonités soran azt feltételezve, hogy minden belsé csuklora és a szerkezetet alkotd Osszes testre
hathat aktiv teher, minden tartorészt elkiilonitiink €s kiilon vizsgalunk. Megjegyezziik, hogy egy
szerkezet statikai hatarozottsaga, hatarozatlansaga vagy talhatarozottsaga fiiggetlen a ra hato
tehertdl, az kizardlag a szerkezet jellemzdje.

Abban esetben, ha az ismeretlenek szama nagyobb, mint a felirhaté skalaregyenletek szama, akkor
biztosan van olyan teher, ami esetén nem tudjuk a reakcideréket csupdn az egyensulyi egyenletek
alapjan egyértelmiien meghatarozni. Az i>e feltétel a statikai hatarozatlansag elégséges (de nem
sziikséges) feltétele. 15.3. abran olyan statikailag hatirozatlan szerkezetek lathatok, amelyek esetén
teljesiil az i>e feltétel. Fogalmazhatunk ugy is, hogy ezeknek a szerkezeteknek tul sok tamasza van
ahhoz, hogy az egyensulyi egyenletekbdl egyértelmiien meghatarozhatok legyenek a reakciok.

Ahogy azt mar az egyszerl tartoknal is lattuk, az e=i feltétel teljesiilése nem jelenti azt, hogy a
szerkezet statikailag hatdrozott (ez csak a hatarozottsag sziikséges, de nem elégséges feltétele). A
15.4. abran lathat6 haromcsuklos tartok egyszerre statikailag talhatirozottak és hatarozatlanok.
Mindkét szerkezet esetén egy vonalra esik a harom csuklo, tehat ha kizarolag a csuklon van kiilsé
aktiv teher, akkor a szerkezetet alkotd két testre csak két-két erd hat, tehat a reakciderok
hatasvonalanak at kell mennie a C csuklon. A csukléra vonatkozd, erre a kozos hatasvonalra
merdleges iranyu vetiileti egyensuly nem teljesiil, ha az aktiv tehernek van a reakcidok kozos
hatdsvonalara merdleges komponense. Ez azt jelenti, hogy van olyan teher ami mellett a szerkezet
nincs egyensulyban, tehat a szerkezet statikailag tulhatarozott. Abban az esetben, ha a szerkezetre
nem hat kiilsé aktiv teher, akkor tetszdleges nagysagu, de ellentett értelmii, az 4, B, C pontokon
atmend hatadsvonala reakcioerdk esetén egyensulyban van a szerkezet. Ez azt jelenti, hogy teljestil a

12
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statikai hatarozatlansag feltétele, 1étezik olyan teher, ami esetén az egyensulyi egyenletrendszernek
van megoldasa (tehat a szerkezet egyensulyban van), de a megoldas nem egyértelmii.

L - 11, e=2-3+1-2=8
A4 B4 C D4y i=3-1+2-2=7
L I1. e=2-3+1-2=8
A B4y C Dlg i=3-1+22=7
C
L. L. e=2-3+1-2=8
=2+ 1+ 2-2=7

baNy £
15.2. abra. Statikailag talhatarozott dsszetett szerkezetek

e=2-3+1-2=8

o 11,
A B4> C D&y E4p  i=2+3-1+2:2=9

I 11, e=2-3+1-2=8
A B£L>  C D& i=22+ 1+ 2:2=9
1 -
14 I C il
e=2-3+1-2=8
i=3+2+2-2=9
B

15.3. abra. Statikailag hatdrozatlan 6sszetett szerkezetek

13
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L _ 1L e=2-3+1-2=8

A C 4> B i=2-24+2-2=8
B
1L

e=23+1-2=8

i=2-2+2-2=8

15.4. abra. Statikailag hatarozatlan és tulhatarozott 9sszetett szerkezetek

BS

14
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Racsos tartok

Rdcsos tartoknak nevezziik az olyan Gsszetett tartokat, amelyek egyméshoz a végeiken csuklokkal
kapcsolodd rudakbol allnak (16.1. abra). A racsos tartd radjai altaldban egyenes tengelyliek. A
racsos tartd kiilsd tdmaszai gorgdk, tdmasztorudak és csuklok lehetnek. A racsos tartok terhei
jellemzdéen a csomoépontokon mikodnek. Megjegyezziik, hogy a valodi szerkezeteknél gyakran nem
csuklos kialakitast a csomdpont, a csuklds statikai modell viszont lényegesen leegyszerlsiti a
szamitast €s jo kozelitést ad merev (pl. hegesztett) csomdpontok esetén is.

16.1. abra. Csomdpontjan terhelt racsos tarto

A racsos tartok Osszetett szerkezetek és a sikbeli, statikailag hatarozott racsos tartok kiilsé és belsd
er6i az eddig tanult eszkozokkel meghatarozhatok. A racsos tartok kiilon targyalasat egyrészt az
indokolja, hogy nagyon gyakori szerkezetek, masrészt specidlis eljarasok terjedtek el a ruderdk
szamitasara. A statikai hatdrozottsag elégséges feltételének meghatarozasahoz végezziik el a racsos
tarto elkiilonitését (16.2. abra)! A tovabbiakban az i és j jelii (i<j) csomdpontokat 6sszekotd rudban
mikodoé ugynevezett riderdnek a nagysagaval SiJ-Vel jeloljik. A raderd jelolésében az elsé index

mindig a kisebb sorszamu végpontra, a masodik index a nagyobb sorszamu végpontra utal. Az
elkiilonités soran a csomopontokra rajzolt nyilakkal jeloljik a radrol a csomépontokra hatd erdk
iranyat €s a nyilak mell¢ irjuk a raderd nagysagat. Egy radrol a két végén 1évo csomodpontokra hatd
erdk egymas ellentettjei, ezt a csomopontokra rajzolt nyilak egyértelmiien mutatjadk. Az ellentett
erok jeloléseébol az egyszertiség kedvéért kihagyjuk a korabban megszokott vesszot.

2 Sy, S2,4 4 Sy S4,6 6

‘(S :S 23 S 3,4; :S 45 N 5,6; N

1,2

16.2. abra. A csomoépontjan terhelt racsos tarto elkiilonitett csomopontjai

Az elkiilonités soran csak a csomopontokat kell kiilon vizsgalnunk, hiszen a rudakra csak két erd
hat, ezért ez a két erd kozds hatasvonalu €s a kozos hatdsvonal atmegy a rad két végén 1évé csuklon.
Az elkiilonitett csomopontokra vonatkozd egyensulyi kijelentések alapjan csuklonként két fiiggetlen
skalaregyenletet lehet felirni (hiszen k6z6s metszéspontuak az erdk), tehat a fliggetlen egyenletek
szdma 2c, ahol ¢ a racsos tartd belsd csukloinak a szdma. Az egyenstlyi egyenletrendszerben a
raderdk és a kiilso reakciok jelentik az ismeretleneket. Az ismeretlenek szama tehat r+k, ahol 7 a
rudak szama, k a kényszerek fokszdmanak Osszege. A statikai hatdrozottsdg sziikséges (de nem
elégséges) feltétele, hogy a fiiggetlen egyenletek szama megegyezzen a skalar ismeretlenek
szamaval (e=i), ami a fentiek szerint racsos tartok esetén a 2c=r+k feltételnek felel meg.
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A réacsos tartd kiilonboz6 helyzetl rudjai specidlis elnevezéseket is kaphatnak. A racsozat rajzan
keresztiil htizott fiiggdleges vonal altal elmetszett legalso €s legfelsé rudakat 6vrudaknak nevezziik.
Az ovrudakat egyiitt, elhelyezkedésiik alapjan a tartd also €s felsé 6vének nevezziik. Ha az also és a
fels6 6vrudak mind parhuzamosak, akkor a szerkezetet parhuzamos 6vii racsos tartonak nevezzik.
Az also ¢és a felsé 0v kozotti ferde rudakat racsrudaknak nevezziik. A fliggdleges rudat, ha az egyik
végehez csak két, egy egyenesbe esd ovrud kapcsolodik 0sszekotd radnak, egyébként oszlopnak
nevezzik. A 16.3. abran a kiilonb6z6 helyzetli rudakra lathatunk példakat. Megjegyezziik, hogy a
racsos tartd csomopontjaiba altaldban nem rajzoljuk be a csuklokat, de a szamitast a csuklok
figyelembevételével végezziik.

ovrudak (fels6 ov)

lop— 7\ 7™\ 7\ , o
?:CZSI(E dak _/\ V N\ v/ N\ v/ N\ ossTekoto rudak
S 2.% oszlop

ovrudak (also 6v)

ovrudak (fels6 6v)

A A A y, B K6t6 rad
racsrudak ’\, ’\, ’\, ’\, ,/ ,/ ,/ ,/ 0sszekotd rm
NENENIINL/ WV W/ L/ lonok
N NN \NV V V V oszlopo

ovrudak (also 6v)

16.3. abra. A kiilonb6z6 helyzetli rudak elnevezése

A 16.4.-16.8. abrakon kiilonb6z6 tipusu racsos tartok lathatok, amelyek a 16.7. abran lathato
statikailag hatarozatlan X-racsozasu tartok kivételével mind statikailag hatarozottak. Az X-
racsozasu tartok statikai hatdrozottsdgat nem befolyasolja, hogy az X alakzatok kozepén egy
csomopontban csatlakozik a négy racsrud vagy a két racsrad egymas mellett helyezkedik el kdzos
csomopont nélkiil. E16bbi esetben ugyan 1) csomopontonként kettdvel tobb az ismeretlen raderd, de
az ezekre a csomopontokra vonatkoz6 egyensulyi kijelentések alapjan fel lehet irni két-két
fliggetlen skalaregyenletet.

YAVAVAVAN

o

ANINANAN

16.4. abra. Szimmetrikus vagy Warren-féle racsozasu racsos tartok
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o

16.5. abra. Oszlopos vagy Pratt-féle racsozasu racsos tartok.

16.6. abra. K-racsozasu tartd

16.7. abra. X-racsozasu tartok

o

16.8. abra. Mellékracsozast tartd

A kizéarolag csuklokon terhelt racsos tartok raderdinek meghatdrozasara két eljarast ismertetiink, a
csomoponti modszert €s a harmas atmetszés modszerét.

A csomoponti modszer alkalmazasa soran egy elkiilonitett csomdpontra vonatkozd egyensulyi
egyenletekbdl hatarozzuk meg a csomopontra hatd ruderdket. Ez a modszer két esetben
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alkalmazhat6. 1.) Ha a csomopontra legfeljebb két ismeretlen raderd hat, akkor azokat két
egyensulyi (vetiileti vagy nyomatéki) egyenletb6l meg lehet hatarozni. 2.) Ha a csomopontra hatd
harom ismeretlen raderd kozil kettd kozos hatdsvonalu, akkor a harmadikat egy, a kdzos
hatdsvonalra merdleges iranyu vetiileti egyenletbdl ki lehet szamolni.

A harmas atmetszés modszerének az a 1ényege, hogy ha ugy vagjuk at (tavolitjuk el) képzeletben a
racsos tartd harom radjat, hogy ezéltal a szerkezet két részre essen szét és az atvagott rudakban
mikodd erdket az atmetszést6l balra és jobbra 1évo tartorész megfeleld csomdpontjaira
mikddtetjiik, akkor mindkét tartorész tovabbra is egyensulyban marad. Az atmetszéstdl balra és
jobbra 1évé két tartorészre felirt egyensulyi kijelentések alapjan harom fiiggetlen egyensulyi
egyenletet lehet felirni, amibdl a harom ismeretlen riderd meghatarozhato (ha a vizsgalt tartorészre
hat6 reakcioerdket kordbban mar meghataroztuk).

Azokat a rudakat, amelyekben az adott teherbdl nem keletkezik erd vakrudaknak nevezzik. A
vakrudat a rad tengelyére rajzolt kis korrel jeloljiik. Van néhany specidlis eset, amikor a vakrudakat
konnyen felismerhetjiik. Ha egy terheletlen csomoponthoz csak két rad csatlakozik és a rudak nem
esnek egy egyenesbe, akkor mindkét rad vakrad (16.9a dbra). Ez a rudak tengelyére merdleges
iranyu vetiileti egyenletekbdl kozvetleniil adodik. Ha egy terheletlen csomoponthoz harom rad
csatlakozik, amibdl kettd egy egyenesbe esik, akkor az erre az egyenesre merdleges iranyu vetiileti
egyenletbdl kovetkezik, hogy a harmadik rdd vakrad (16.9b 4bra). Hasonlo a helyzet, ha egy
csomoponthoz két rud csatlakozik és a csomoOpontra hatd teher hatdsvonala egybeesik az egyik
raddal. Ilyenkor a k&zos hatdsvonalra merdleges iranyu vetiileti egyenletbdl kovetkezik, hogy a
masik rad vakrud (16.9c abra).

(a) (b) (©)

16.9. abra. Specialis csomopontok vakrudakkal

A kiszdmitott ruderdket altalaban eredményvézlat helyett raderétablazatban adjuk meg. A
raderdtablazat elsé oszlopaban a rudak jele, a masodik oszlopban a huzott rudakban miik6dd erék
nagysaga, a harmadik oszlopban pedig a nyomott rudakban miikodo er0k nagysaga szerepel.
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Mintapélda - 1
Hatarozzuk meg a racsos tart6 jelolt radjaiban ébredd erdket!

F=5kN
1 2 3 44 5
X
. . E
“ <t
Oh—u 10
T8 9 %
4 B
, 3m , 3m , 3m , 3m v

Megoldas

A feladat megoldasat kezdjiik a reakcider6k meghatirozésaval! A reakcidk szdmitasa soran a
racsos tartét egyetlen merev testként kezeljiik, ugyanugy szamoljuk a reakcidkat, mint egy
kéttdmaszu tartd esetén. (A kéttdmaszu tartd elkiilonitését most mar nem rajzoljuk fel.) A racsos
tartora vonatkozd egyensulyi kijelentésben harom erd szerepel, a kiilsd, aktiv F' erd és a két
reakciderd:

Sz.:(F,A,B)=0

A két tdmaszra felirt nyomatéki egyenletbdl és a vizszintes irdnyu vetiileti egyenletbdl a
reakciokomponensek szamithatok:

Sz.> M":—5.9+ B-12=0 - B=3,75kN(

Sz.). M!P:5.3-A,12=0 » A,=125kN(4

Sz.) F,:A=0

Ellendrzésiil irjunk fel egy z irdnyu vetiileti egyenletet:

Sz.Y F,:5-1,25—3,75=0

A reakcidk ismeretében az Sz,3’ Sz’g, S7’8 ruderdket harmas atmetszéssel tudjuk meghatarozni.
Tavolitsuk el a harom érintett rudat a szerkezetbdl és helyettesitsiik azokat a benniik fellépé
erokkel! Igy a harmas atmetszéstdl balra és jobbra 1évo tartorész tovabbra is egyensulyban marad.

Rajzoljuk fel az atmetszéstol balra, illetve jobbra 1évo tartorészeket a rajuk hato erdkkel €s irjuk
fel mindkét részre az egyensulyi kijelentéseket!

Harmas atmetszés, az elkiilonitett tartérészek abraja:

F
1 2 Sz,3 ‘5:2,3 3 44 5
Syg Sys
6 > < 10
rF 3 7 S 8 9 rF 3
y 78 78
B
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A két tartorészre vonatkozo egyensulyi kijelentés:
bal:(S,5,8,5, S5, 4)=0
jobb:(F,S,;,8,5,8,5. B)=0

Mindkét egyenstlyi kijelentésben ugyanaz a harom ismeretlen raderd szerepel és mindkét
egyensulyi kijelentés alapjan fel lehet irni harom fliggetlen skalaregyenletet. A bal és jobb oldal
egyensulya alapjan felirhaté egyenletek nem fliggetlenek egymastol, tehat Osszesen héarom
fliggetlen egyenlet irhato fel. Altaliban annak a résznek az egyensiilya alapjan szamoljuk a
ruderdket, amelyikre kevesebb erd hat (ezért a masikat nem is szoktuk felrajzolni). Szamoljunk
most a bal oldal egyensulya alapjan! Harom adott hatasvonalli riderd egyensulyozza az A
reakcioerdt. Mindig felirhaté harom egyismeretlenes egyenlet a hdrmas atmetszésben szerepld
raderék meghatdrozasdhoz. Az S,s raderdt a masik két rud metszéspontjara, a 8-as pontra felirt

nyomatéki egyenletbdl érdemes szamolni:
bal Y M\":—S,,-4—1,256=0 = S,,=-1,875kN(ny)
Az S, rader6t a masik két parhuzamos raderd hatasvonaldra merdleges vetiileti egyenletbdl

szdmoljuk:
4 _ _
balZFiZ:SZ,8~5——1,25—O - S,,=1,563kN(h)

Az S, raderdt is olyan egyenletbdl szamoljuk, amiben nem szerepel a kordbban kiszamitott két
raderd. frjunk fel a masik két rad metszéspontjara, a 2-es pontra egy nyomatéki egyenletet:

bal Y M?:S,;4-1253=0 - S,,=0,9375kN(h)

A harmas atmetszésben szerepld raderdk ellendrzésére irjunk fel egy x iranyu vetiileti egyenletet:

balz F.:—1,875+ 1,563-%+ 0,9375=0,0003~0

Az §,, riderbt a (4,5), (4,9), (8,9) rudakon keresztiil felvett harmas atmetszésbol tudjuk

meghatarozni. Szdmoljunk a hdrmas atmetszéstdl jobbra 1évo tartorész egyensulya alapjan!
Elkiilonités:

< 410

Egyensulyi kijelentés:

Jjobb 5<S4,5’ S49 g0, 4)=0
Mivel a két 6vrad parhuzamos, a keresett rader6t az ovekre merdleges iranyu vetiileti egyenletbdl
meg tudjuk hatarozni:

jobb)  F,:—S,,—3,75=0 = S,,=-3,75kN(ny)
Az (1,6) és a (6,7) rudakban miikodd erdket a 6-os csomopontra alkalmazott csomoOponti
modszerrel hatdrozzuk meg.
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Elkilonités:

Egyensulyi kijelentés:
6:(S,6, 847, 4)=0

A vizszintes iranyt vetiileti egyenletbdl kovetkezik, hogy a (6,7) rud vakrad (S, =0).

Az S, rioderd a fuggdleges irany vetiileti egyenletb6l meghatarozhato:
6 F,:—125-5,,=0 = S,,=-1,25kN(ny)

A kiszamitott ruderdket altaldban ruderétablazatban adjuk meg. A tdblazat elsd oszlopaban a
rudak jele, a masodik oszlopban a huzott rudakban miik6dé er6k nagysaga, a harmadik oszlopban
pedig a nyomott rudakban miikodé er6k nagysaga szerepel.

Ruderdtablazat:
Rud jele Huzott [kN] Nyomott [kN]

(1,6) 1,25
(2,3) 1,875
(2,8) 1,563

(4,9) 3,75
(6,7) 0 0

(7,8) 0,9375

B6
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Gyakorlopélda -1
Keressiik meg a vakrudakat! Hatarozzuk meg a racsos tart6 jelolt ridjaiban ébredd erdket!

F,=5kN

1 2 3 4 5 i
N 6
=
z (@\]
7
g 9 ul T1 12
4 B

F,=3kN

%2m‘v2m%2m){,2mﬁy2m%

Megoldas
Vakrudak:

A reakcidok meghatdrozésa:

Harmas atmetszés:

1 2 3 4 5
7 8 9 10 11 12
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Ruder6tablazat:

Rud jele

Huzott [kN]

Nyomott [kN]

B6

10
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Racsos tartok, statikai hatarozottsag

A statikai hatarozottsag, hatdrozatlansag, tulhatarozottsag definicidival kordbban mar taldlkoztunk.
Ezek a definicidk és a szerkezetek mindsitéséhez alkalmazott feltételek racsos szerkezetekre is
érvényesek.

A statikai tilhatarozottsag elégséges, de nem sziikséges feltételét i<e alakban hataroztuk meg, ez
racsos szerkezetek esetén i=r+k €s e=2c¢ miatt r+k<2c alakban irhat6. A 17.1a és a 17.1b abrakon
lathatd szerkezetek esetén teljesiil a statikai tulhatarozottsag elégséges feltétele, r+k<2c. A 17.1a
abran lathaté szerkezet a rd hatd vizszintes erd hatdsara nincs egyensulyban, a teljes szerkezetre
felirt vizszintes irdnyu vetiileti egyenlet nem teljesiil. A 17.1b 4bran lathat6 szerkezet (1,2) radjaban
a 2-es csomoépontra hato vizszintes aktiv teherrel megegyez6 nagysagu huzoerének kell miikodnie a
2-es csomopontra felirt vizszintes iranyu vetiileti egyenlet alapjan. Ez viszont ellentmondésra vezet,
hiszen igy az 1-es csomopont egyensulya nem teljesiil. Tehat mindkét szerkezet esetén talaltunk
olyan terhet, ami mellett nincs egyensuly (az egyensulyi egyenletrendszernek nincs megoldésa).

2¢=2-4=8 2c=2-4=8 2¢=2-4=8
r+ k=4+ 3=7 r+k=6+3=9 r+k=6+2=8
00
| | ﬁ £ 1 F
Q @,
é AN
(b) (d) (H
2c=2-4=8 2¢=2-4=8 2¢=2-4=8
r+k=5+2=7 r+k=5+4=9 r+k=4+ 4=8
F
3 4
(a) (c) (e)

17.1. abra. Statikailag talhatarozott (a,b), statikailag hatarozatlan (c,d) és egyidejiileg statikailag
hatarozatlan és statikailag tilhatarozott (e,f) racsos szerkezetek

A statikai hatdrozatlansag elégséges, de nem sziikséges feltételét i>e alakban adtuk meg, ez racsos
szerkezetek esetén r+k>2c alakban irhat6. A 17.1c és a 17.1d é&brdkon lathatd szerkezetek
statikailag hatarozatlanok, mert teljesiil az r+k>2c feltétel. A 17.1c abran lathatd szerkezet (3,4)
rudjaban tetszéleges nagysagu erd mitkddhet, a két kiilsé tamasz felveszi a radrdl rajuk haté erdket.
Ez azt jelenti, hogy az SS’ , Tader6t még akkor sem lehet egyértelmlien meghatarozni, ha nem hat

kiilsd, aktiv teher a tartéra. A 17.1d dbran lathatd szerkezet barmelyik radjanak eltavolitasaval
statikailag hatarozott szerkezethez jutunk. Az eltavolitott radban miik6dd erdt a rud két végén 1évo
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csomopontokra mitkddtetve a tobbi rudban a rauderék meghatarozhatdk, a szerkezet egyenstlyban
marad. Ez azt jelenti, valamelyik raderdt szabadon el6irhatjuk, a tobbi rud egyenstlyozni tudja azt,
tehat a szerkezet belsd erdi kiilso terhek nélkiili allapotban sem hatarozhatok meg egyértelmiien.

A statikai hatarozottsag sziikséges, de nem elégséges feltételét i=e alakban adtuk meg, ez racsos
szerkezetek esetén r+k=2c alakban irhatd. A 16. és 17. 6ra Mintapéldaiban és Gyakorlopéldaiban
szerepld szerkezetek mind statikailag hatarozott racsos tartok. A 17.1e és a 17.1f dbran lathato
szerkezetek esetén szintén teljesiil az r+k=2c feltétel, a szerkezetek azonban egyszerre statikailag
hatarozatlanok ¢és talhatarozottak. A talhatarozottsdg bizonyitasdhoz berajzoltunk a szerkezetekre
egy-egy olyan terhet ami esetén a szerkezetek nincsenek egyenstlyban. A 17.1e ébran lathato
szerkezet esetén az S1,2 raderd szamitdsa esetén jutunk ellentmondasra, a 17.1f abran lathato

szerkezet esetén a teljes szerkezetre felirt vizszintes vetiileti egyenlet nem teljesiil. A statikai
hatarozatlansagot hasonléan bizonyithatjuk, mint a 17.1c és a 17.1d szerkezetek esetén. A 17.1e

abran lathat6 szerkezet (3,4) radjaban tetszdleges nagysagu eré miikodhet még kiilsd terhek nélkiil
1s. A 17.1f abran lathato szerkezet rudjai koziil az egyikben tetszélegesen eldirhatjuk a raderdt, a
tobbi rud felveszi azt (zérus nagysagu kiilsé reakciok mellett), tehat a szerkezet belsé erdi nem
hatdrozhatok meg egyértelmiien az egyensulyi egyenletek alapjan még kiilsé terhektdl mentes
allapotban sem.

Mintapélda - 1
Hatarozzuk meg a racsos tart6 (1,2), (1,8), (7,8), (2,8) rudjaiban ébredd erdket!

K3m F3m F3m K3m K3m F3m y

Megoldas

A feladat megoldéasat kezdjik a reakcider6k meghatarozasaval! A reakcidk szamitasa soran a
racsos tartét egyetlen merev testként kezeljiik, ugyanugy szamoljuk a reakcidkat, mint egy
kéttdmaszu tartd esetén. (A kéttdmaszl tartd elkiilonitését most méar nem rajzoljuk fel.) A racsos
tartora vonatkozo egyensulyi kijelentésben harom erd szerepel, a kiilsd, aktiv F' erd és a két
reakciderd:

Sz.:(F,A4,B)=0

A két tamaszra felirt nyomatéki egyenletbdl és a vizszintes iranyu vetiileti egyenletbdl a
reakcidkomponensek szamithatok:

Sz.). M\":~3.6+B-18=0 - B=1KkN(%
Sz.>. M\P:3.12—A,-18=0 > A,=2kN(4
Sz.) F,:A,=0
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Ellendrzésiil irjunk fel egy z iranyt vetiileti egyenletet:
Sz.Y F,:3-2—1=0

A reakciok ismereteben az S ), S ., S rderSket egy harmas atmetszeésbdl meg tudjuk hatérozni.

Tavolitsuk el a harom érintett rudat a szerkezetbdl és helyettesitsiik azokat a benniik fellépd
erékkel! fgy a harmas atmetszést6l balra és jobbra 16v6 tartorész tovabbra is egyenstlyban marad.
Vizsgaljuk a bal oldali tartorész egyensulyat, mert arra az atmetszésben szerepld ruderokon kiviil
csak az A4 reakcioerd miikodik. Rajzoljuk fel a vizsgalt tartorészt a ra hatd erdkkel és irjuk fel az
egyensulyi kijelentést!

Az elkiilonitett tartorész abraja:

1 S1,2
Sl,S

6
AI 7 S,

A vizsgalt tartorészre vonatkozé egyensulyi kijelentés:
bal:(S,, 85,875, 4)=0

Harom adott hatasvonalli riderd egyensulyozza az A reakciderét. Mindig felirhatdé harom
egyismeretlenes egyenlet a harmas atmetszésben szereplé raderdk meghatarozasidhoz.
Alkalmazzuk a f8ponti modszert, az ismeretlen erdket szamoljuk az dtmetszésben szerepld masik
két ismeretlen erd hatasvonalanak metszéspontjara felirt nyomatéki egyenletbdl!

Az § , raderét a masik két rud metszéspontjara, a 8-as pontra felirt nyomatéki egyenletbdl

szamoljuk, az Sl,2 erét a 2-es csomopontban felbontva:
_ 3

(3% 0,62

Az Sl,8 raderd szamitdsdhoz hatdrozzuk meg az atmetszésben szerepldé masik két erd

bal > M\¥:~s 46-2:6=0 = S,,=-2,660 kN(ny)

metszéspontjanak, az O, , fépontnak a helyét!

2 3 4
1 5
6 12
7 8 9 10 11 &
4 B

Az O fopont és az (1), (7) csomdpontok, illetve az (1) csomopont, a (2,8) radra levetitett képe

(P pont) és a (2) csomopont altal meghatarozott derékszogli haromszdgek hasonlosaga alapjan:
x/4=3/0,6 - x=20m

Ezek utan mar fel tudjuk imi az O, , f6pontra a nyomatéki egyenletet, az S,  er6t a 8-as

csomopontban felbontva: , ,
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balZMﬁOLB):—sw.g.zm2.17:0 > 5,,=1,848 kN (h)

Az S rader6t a masik két rad metszéspontjara, az 1-es pontra felirt nyomatéki egyenletbdl
szamoljuk:

bal Y M\":S,4-23=0 > S,,=15kN(h)

A harmas atmetszésben szerepld raderdk ellendrzésére irjunk fel egy x irdnyu vetiileti egyenletet:

bal ) F,:—2,660-cos(11,31°)+ 1,848-g+ 1,5=0,0005~0

Az S, raderdt az (1,2), (2,8), (8,9) rudakon keresztiil felvett harmas atmetszésbdl hatarozzuk

meg. Szdmoljunk a hdrmas atmetszéstdl jobbra 1évo tartorész egyensulya alapjan!

Elkiilonités:
S 2 3 4
e >
S 2,8
. 12
S.. 9 10 11
8,9 BI

A vizsgalt tartorészre vonatkozo6 egyensulyi kijelentés:
jobb:(S 120 8285 S0 B)=0

Az S,  ruderbt az (O, fOponttal egybeesd) O,  fépontjara, az S, és az S, raderdk

metszéspontjara felirt nyomatéki egyenletbdl szamoljuk:
bal ), M\%):~S, 23+ 1:35=0 = S,,=1,522 kN(h)
Ellenérizzik az S, ¢és az S, rGder6ket a 8-as csomopontra felirt fliggdleges iranyu vetiileti

egyenlet felirasaval:

8). FiZ:3—1,848?——1,5222—0,0004mO

A kiszamitott raderdket adjuk meg ruderétablazatban!

Rud jele Huzott [kN] | Nyomott [kN]
(1,2) 2,660
(1,8) 1,848
(2,8) 1,522
(7,8) 1,5
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Gyakorlopélda -1
Hatarozzuk meg a racsos tart6 jelolt csomopontjai kozotti ridjaiban ébredd erdket!

1 2
67189 ZAN
B

2m, 2 m

g
4 F=3kN

K2m K2m KZm K2m 2m,2my,2m,2m,
Megoldas

B7
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Ruderotablazat:

B7

Rud jele

Huzott [kN]

Nyomott [kN]

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,7)

(2,9)

3.5)

(3.6)

(3.7)

(4,7)

(4.8)

(4.9)

(5,6)

(6,7)

(7.8)

(8,9)

Mintapélda - 2

Hatarozzuk meg a K-racsozasu tart6 (4,7), (5,7), (5,9), (6,9), (7,8), (8,9) radjaiban ébredd erdket!

1

2m,2m

Ve d

A

KD

YF=4kN

B

p2m,2m,2m,2m,2m,2m,
7 4 7 7 4 7 7

Megoldas

A megoldast a reakciderdk meghatarozasaval kezdjiik (de ennek 1épéseit mar nem részletezziik):

A=2KkN(1N;B=2kN (1
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A K-récsozasu tartd szamitasa specialis, ugyanis nem alkalmazhaté a harmas atmetszés modszere,
harom rud atvagasaval (eltavolitdsaval) nem tudjuk ,kettévagni” a tartot. A tartd kettévagasahoz
négy rudat kell atvagni. Ez azt jelenti, hogy az atvagastol balra €s jobbra 1év0 tartorészekre
vonatkoz6 egyensulyi kijelentésekben négy ismeretlen raderd szerepel, az egyensulyi kijelentések
alapjan felirhat6é fliggetlen skalaregyenletek szadma azonban tovabbra is hdrom. A racsozat
specidlis geometridjanak kdszonhetden mégis meg tudjuk hatarozni a riderdket.

Az S, , ¢€s az S@j9 ruderdk meghatarozasahoz vagjuk at a (4,7), (4,5), (5,6), (6,9) rudakat. Ennek a

négyes atmetszésnek az az elénye (a tartd fiiggdleges egyenes mentén torténd atvagasaval
szemben), hogy az atvagasban szerepld erdk koziil kettd kozos hatdsvonalu. Ennek kdszonhetden
fel lehet irni két olyan nyomatéki egyenletet, amelyben csak egy-egy ismeretlen ruderd szerepel.
Vizsgaljuk a tartd atmetszéstdl balra 1év0 részének egyensulyat!

1 4 >Hy7 10 | S.;
S4,5
2 q
3 ‘ S5,6
6 )9 11 T S,
A A ’
vF=4kN B

A vizsgalt tartoérészre vonatkozé egyensulyi kijelentés:

bal:(4, S47: 8455560 S6,9)i0

Az S 07 raderdt az atmetszésben szerepld masik harom eré metszéspontjara, a 6-0s csomopontra
felirt nyomatéki egyenletbdl hatarozhatjuk meg:

bal Y M\%:—22-85,,-4=0 > S,,=-1kN(ny)

Az S 69 ruderdt a 4-es csomoOpontra felirt nyomatéki egyenletbdl szamithatjuk:

bal Y M\¥:—2.24 S;9-4=0 > Sgo=1kN(h)

Az S, S, ruderdket a 7-es €s 9-es csomopontok egyensilya alapjan hatarozzuk meg, de el6bb

5,772 75,

egy négyes atmetszeésbdl meghatarozzuk az S, -, S, | raderdket. (Erre azért van sziikség, mert a

7-es és 9-es csomdpontok egyensulyi kijelentéseiben egyeldre 3-3 ismeretlen raderd szerepel.)
Vagjuk at a tartot a (7,10), (7,8), (8,9), (9,11) rudakon keresztiil és vizsgaljuk a négyes
atmetsz¢stol balra 1€v0 tartorész egyensulyat!

1 4 7 \1)0 | S7,10
V
2 q
3 S8,9
7’» 6 9)11 “A S9,11
vF=4kN B




A statika és dinamika alapjai B7

A vizsgalt tartdrészre vonatkozé egyensulyi kijelentés:
bal: (A 87100875 S50 S9,11)i0

Két nyomatéki egyenletbdl hatarozzuk meg az 6vrudakban fellépd erdket:
bal Y M\”:—2.4-85,,,4=0 > S,,=-2kN(ny)
bal Y M\):—2.4+ S,,,-4=0 > Sy, =2kN(h)

Az (5,7), (7,8) rudakban fellépd erdket most mar a csomoponti mddszer segitségével meg tudjuk
hatarozni. A 7-es csomopontra vonatkozo egyensulyi kijelentés:

7 :<S4,7’ SS,7’S7,8’S7,10)i0

A vizszintes iranyt vetiileti egyenletben csak az S, raderd szerepel ismeretlenkent:

72, F,:1-S,,cos(45°)-2=0 = S,,=-1,414kN(ny)

Az S, raderd ismeretében a fiiggdleges irdnyt vetiileti egyenletben mar csak egy ismeretlen
szerepel:

7> F,:—1,414-sin(45°)+S,,=0 = S,,=1kN(h)

Az (5,9), (8,9) rudakban fellépd erdket hasonldoan szamoljuk a 9-es csomopontra vonatkozo
egyensulyi kijelentés

9 :<S549’S<>.9’ S8,9’S9,11).:0

alapjan.

9) F,:—S,9cos(45°)—142=0 - S,,=1,414kN(h)

9) F,:—1,4145in(45°)—S,,=0 = S,,=-1kN(ny)

Végiil készitsiik el a ruderdtablazatot a feladat kiirasaban szerepld raderdkkel!

Rud jele Huzott [kN] | Nyomott [kN]
(4.7) 1
(5,7) 1,414
(5,9) 1,414
(6,9) 1
(7,8) 1
(8,9) 1
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Gyakorlopélda -2
Keressiik meg a vakrudakat (indokléassal)! Hatarozzuk meg a K-racsozasu tarto jelolt rudjaiban
¢bredd erdket!

1 4 7 9 12

X e
(@\]
- 2 1013
3 14 B
Z> 6 8 11
4 F=4kNv B

KZm KZm sz sz v

Megoldas

10
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Ruderotablazat

Rud jele

Huzott [kN]

Nyomott [kN]

B7

12
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Térbeli szerkezetek

Térbeli tartok esetén eldfordul, hogy valamelyik teher feliilet mentén megoszld, linearisan valtozo
intenzitdsu erd. Az ilyen teher ereddje egy olyan erd, melynek nagysaga a terhelési test térfogataval

azonos, hatasvonala pedig atmegy a test sulypontjan. A

trivialis eseteken kiviil megemlitjiilk, hogy az olyan R
linearisan  valtozd megoszld tehernek, mely egy Qo

haromszog feliiletén oszlik meg, a haromszég egyik

oldalan zérus intenzitast, az ezzel az oldallal szemkozti

csucsban pedig g, az intenzitasa, az ereddjének a helye a

maximalis intenzitdsu csticsponthoz tartozo stilyvonalnak

a csucs ¢és a szemkozti oldal kozotti felezOpontja. Az

ered0 nagysdga a haromszog teriilete és a maximalis

1

intenzitas szorzatdnak harmada: R= 3 A-q,.

Térbeli szerkezetek kényszerei

Térbeli szerkezetek megtamasztasara lényegesen tobb lehetdségiink van, mint egy sikbeli
feladatnal, hiszen minden megtamasztott pont esetében harom iranyu eltolédast és hdrom tengely
korili elfordulast gatolhatunk meg a megfeleld reakciokomponenssel. A kényszerek ezeknek az
elmozdulésoknak kiilonb6zé kombinacidit gatolhatjdk meg. Mi csak az aldabbi kapcsolatokkal
foglalkozunk.

A merev befogas a sikbeli feladathoz hasonloan sem eltolodast, sem elfordulast
nem enged, ezért harom reakcideré-komponenssel ¢€s harom befogasi EI%
nyomatékkomponenssel jellemezhetjiik a reakciot. Ez hat ismeretlen skalart jelent,

a merev befogas fokszama tehat hat.

A tamasztorud most is csak rudiranya er6ét képes felvenni, ezért fokszama egy, az
egyetlen ismeretlen a raderd nagysaga. \i?

A gémbcsuklo a megtamasztott pont semmilyen irdnyt eltolodasat nem engedi, de a

tamasz pontjdn atmend barmely tengely koriil szabadon elfordulhat a kapcsolodo 47?%
test. A reakcid tehat harom er6komponenssel adhaté meg, a gdmbesukld fokszama

harom.

A sikbeli feladatoknal megismert csuklo forgastengelye 4&ltaldban két
ponton rogzitett, igy a tengelyre merdleges forgastengelyek koriili
elfordulasok gatoltak. A tengelyrdl valo lecstszas elkeriilése érdekében a
tengelyirany mozgas is gatolt, azaz egyetlen, a tengely kortili elfordulas
lehetséges, a masik két tengely koriili forgést egy-egy reakcidonyomaték gatolja meg, az
eltolédasokat pedig harom er6komponens. Az ismeretlenek szama 6t, a kényszer fokszdma 6t.

A reakciOk szadmitasanak lépései a sikbeli feladatoknal latottakhoz hasonléak. Az elkiilonitésben
felrajzoljuk az Osszes testre hatd erdt (a kényszerekben ébredd reakciok iranyat feltételezve), majd
egyensulyi egyenleteket irunk fel és oldunk meg (lehetdleg minél kevesebb ismeretlennel).

Térbeli feladatoknal a hatarozottsag vizsgalata bonyolultabb, mint sikban, de a definiciok tovabbra
is érvényesek. Ha barmilyen teher esetén egyértelmii megoldast kapunk, akkor a tartd statikailag
hatarozott. Ha bizonyos terhekre 1étezik nem egyértelmii megoldasa az egyensulyi egyenleteknek,
akkor a szerkezet statikailag hatarozatlan. Végiil ha van olyan teher, amelyiknél nincs megoldasa
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az egyensulyi egyenletrendszernek, akkor a szerkezet statikailag tulhatarozott (azaz mozogni fog).
A hatarozottsag sziikséges, de nem elégséges feltétele miatt a kényszerek fokszamainak 0sszege egy
merev testbol allo szerkezet esetén hat kell legyen.

Haromlabu bakallvany

Ha harom tamasztorad egyetlen csukléhoz kapcsolodik és a csuklot egy koncentralt erd terheli,
akkor a szerkezetet haromlabu bakallvanynak nevezziik. Ebben az esetben a csukléra egy kozos
metszéspontu erérendszer hat, melyre elegendd a harom vetiileti egyenletet felirni, hiszen a csuklon
keresztiil halad6 tengelyekre felirt nyomatéki egyenletek azonossagra vezetnek.

Mintapélda — 3
Szamitsuk ki a haromlabt bakallvany tdmasztoradjaiban ébredd ruderdket!
y1 F=12kN

a=75°

D
7%

z F
Megoldas
Elsd 1épésben kiilonitsiik el a szerkezetet (vagyis a belsd csuklot) és
rajzoljuk fel a rd hato erdket (a riderdket huzottnak feltételezve): S,
Az egyensulyi kijelentés: F,S;,S,,S,)=0
Az egyensulyi egyenletekben a ruderdk vetiileteinek szamitasdhoz 5y S,

sziikséglink lesz a rudak hosszara:
1 =V4*+62+0°=7211m, 1,=v3+62+4’°=7,810m, 1,=V5'+6°+4’=8,775m
A vetiileti egyenletek:

S F -2 S4+-3 S+ 5 12c0s75° =0
721171 7,810 7% 8,775
D F,: 8 s--8 55 5 12sim75° =0

S 721170 7,810 8,775
0 4 4
F. :+ S,— S,+
2 F. 7,211°' 7,810 * 8,775
Bar a fenti egyenletet atirhatndnk matrixos alakba, hogy az egyiitthatomatrix invertalasaval oldjuk
meg az egyenletrendszert, mi most inkabb behelyettesitiink egymas utan. A harmadik egyenletbdl:
§,=0,89008 | ezt behelyettesitjiik az els6 két egyenletbe:
—0,55475,+0,9117 S,=3,106
6b6l  S;=1,644S,—5,599 i 3
0,83215,—1,3685,=11,59 ° Az els6bol 5,=1, 372,099, amit felhasznalunk a
masodikban: —1,368 S;+4,659—1.368 S,=11,59 .
Ezt megoldva: S;=—2,533kN(ny),

S,+0 =0
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majd visszahelyettesitve a masik két kifejezésbe: S,=—2,255kN (ny) ,

S,=—9,763kN (ny) .
Az ellendrz6 egyenlet felirasat és kiszamitasat az olvasora bizzuk.
Megjegyzés: Itt most egyértelmli megoldast kaptunk. Mivel az egyenletek és ismeretlenck szama azonos volt, ez
egyben azt jelenti, hogy a tarto statikailag hatarozott. Err6l ugy bizonyosodhattunk volna meg, ha a harom ismeretlen
szamitasara egyismeretlenes egyenleteket kerestiink volna. Az 1-jelii radban ébredd erét szamithattuk volna egy
olyan (ferde) vetiileti egyenletb6l amelynek irdnya egyszerre merdleges a masik két ridra, azaz az Aaltaluk
meghatarozott sikra, vagy egy olyan (ferde) tengelyre felirt nyomatéki egyenletbdl, melynek tengelye koriil nem
forgat a masik két ismeretlen erd. (Ilyen tengely lehet a két rid als6 végpontjait 6sszeko6td egyenes.) Mivel a keresett
ruderéd nemzérus egyiitthatoval szerepelne ezekben az egyenletekben, ezért annak egyértelmli megolddsa lenne.
Hasonlé megfontolasok alapjan a 2-es és 3-as jelii rudak egyismeretlenes egyenleteit is meg lehet keresni.
A haromlabu bakallvany tehat jellemzden statikailag hatarozott. Kivételt képez az az eset, ha a harom rad egy sikba
esik. (Ilyenkor a fenti kizarasos egyenletkeresésben a keresett mennyiség egyiitthatoja is zérus lenne mindig.)

Gyakorlopélda — 3
Irjuk fel az egyensulyi egyenleteket és szamitsuk ki a haromlabu bakallvany tdmasztorudjaiban
¢bredd raderdket!

><V

Megoldas

Kiilonitsiik el a csuklot a tdimaszoktol
rajzoljuk fel a ra hato erdket €s irjuk fel
az egyensulyi kijelentést:

frjuk fel a hdrom egyensulyi egyenletet:

ZFI.X:
ZFiy:
ZF,.Z:

Oldjuk meg az egyenletrendszert:

A megoldas:
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S.=
S,=
S;=

Mereven befogott konzol

Ez a megtdmasztés a legegyszeriibb, hiszen hasonldan a sikbeli konzol reakcidinak szdmitasahoz, itt
is egyismeretlenes egyenletekre esik szét az egyenletrendszer.

Mintapélda — 4
Szamitsuk ki az abran lathato szerkezet reakcioit!
A

y

z; L, Sm L,
7 7

Megoldas

Az elkiilonités sordn a befogasnal ¢€bredd reakciokat P4
feltételezzilk mindig a koordinatatengelyek irdnyaba /\1‘1
mutatonak.

Egyensilyi kijelentés: (F, A, M,)=0
A teher vetiileteinek szamitdsdhoz a hatdsvonal kivalasztott
szakaszéanak hossza: |=15°+3°+2°=6,164m . A reakcioerd
komponenseit a vetiileti egyenletekbdl szdmithatjuk:

5 A, M
. A,=—6,165kN R
ZF,X +7’66164+A =0 N > >
3 _
D> F,:=76 Siea A0 A,=3,699 kN
2
i+7,6 = A,=—2,466kN
D F,:+76 5162t A0 =2

A befogési nyomatékok szamitasahoz a befogési ponton atmend tengelyekre irjunk fel nyomatéki
egyenleteket (hiszen igy az el6bb kiszamitott erdk esetleges hibai nem halmozddnak):

S M, =76 ——247,6—2—4+ M, =0 M ,,=—2,466 KNm
6,164 6,164
5
2 Mi=T7,6 1 240+ M, =0 M, =+12,33kNm
5
My:i=7,6-—— =0 M, =+24,66kN
LM, 6,164 w - "
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Ellen6rz6 egyenletnek irjuk fel a torésponton atmend, x-tengellyel
parhuzamos tengelyre a nyomatékok egyensulyat:

2 Mi:—7,6-ﬁ-2+2,466-4—2,466=0,0002~o /\F

Eredményvazlat:

M,

N VR

Gyakorlopélda — 4
Az abran lathato kozlekedési tabla stlya G. A szé€l a z-tengellyel parhuzamosan terheli a tablat, az
eredd nagysaga W. (Mindkét eredd erdt a tabla kdzepén hatonak feltételezhetjiik.) Szamitsuk ki a

befogasban ébredd reakcidkat!
X4 G=2,5kN

Wl T

7
W=3,5kN

5m

v

A/'
7 X
z / Jm, 4m L,
Megoldas

Elkiilonités, egyensulyi kijelentés:

Egyensulyi egyenletek és megoldasuk
Vetiileti egyenletek:

ZFI.X:
ZFiy:
ZFiZ:

Nyomatéki egyenletek:
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ZMix:
:E:A4W:
ZMI.Z:

EllenOrzés:

2

Eredményvazlat:

Mintapélda — 1
Szamitsuk ki az abran lathato tartd reakcioit.

N =45 kN/m*
y S i ma
/fff y=15kN/m
F=120kN TP j *
=
RO
Fe |
E
|
' olE
oo e e
., 4m , 2m
Megoldas
y
F
A megoldast az elkiilonitéssel kezdjiik:
z

Sl
A térfogat mentén megoszld Onstlynak és a feliillet mentén megoszld tehernek berajzoltuk az
ereddjét is. A feliilet mentén megoszl6 erd nagysaga:
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1 1
Rq_3Aq0_3 > 4-4
A helye a zérus intenzitdsu lapatld felezépontja és a ,
maximumot tartalmazd csacsot Osszekotd szakasz E X
felez6pontja. E R
Az Onsuly esetén (ha nem tudjuk kozvetleniil, hogy —
mennyi a téglatest térfogata, és hol van a stlypontja) a G
térfogat mentén megoszld erét a magassaggal szorozva
egy felilet mentén megoszld er6t kapunk. Ennek

intenzitdsa most qg:y~h:3OkN/m2 allando, igy az 7

1 45=120kN

@\

eredd az intenzitéds és az alapteriilet szorzata: M om 1m 1m
G=30-4-4=480kN %M
Az ereddk helyének szemléltetéséhez dbrazoltuk ezeket az erdket feliilnézetben is.
Fentieket is felhasznalva az egyensulyi kijelentes:
F,(a).(¥),5,,5, 8, A] =0
A reakcidk szamitasahoz felirhatnank az x, y, z tengelyekre a harom vetiileti egyenletet és
ugyanezekre a harom nyomatéki egyenletet, majd betaplalhatnank egy erre alkalmas
szamitogépes programba (vagy megkérhetnénk valakit), hogy oldja meg. Ha mégis magunknak
kell megoldani a feladatot, akkor viszont barmelyik egyenlet felirdsa elétt gondoljuk végig, hogy
melyik ismeretlen szerepelne abban, hiszen ha csak egy ismeretlen fordul eld, akkor azt konnyen

A

meg lehet oldani (bar néha ennek a konnyen . Y, |R, Y ax
megoldhat6é egyenletnek a felirdsa nem annyira y l
egyszeril). A megoldds fontos Iépése tehat a

célszerii egyenletek keresése. A keresés soran
jeloltek lehetnek a vetiileti egyenletek (van-e
olyan irany, amelyikre egy kivételével mindegyik G S,
ismeretlen erd merdleges?), és a nyomatéki

egyenletek (van-e olyan tengely, amelyik koriil "4

csak egy ismeretlen forgat?). Az oldalso abran

berajzoltuk az elkiilonitésbe a felhasznalhato = % g'

tengelyeket is. !

A ferde F er6 konnyebb kezelhetdsége érdekében kiszamitjuk annak komponenseit:
F.=0,F ,=120- 2 =53,67kN, F,=120- 4 =107,3kN.

A vetiileti egyenletek koziil most csak a z iranyu tartalmaz egyetlen ismeretlent:

> F,:107,3+A,=0 A,=—107,3kN
Az 1-es jelii rad ruderejének szamitasahoz a z; tengelyre irhatunk nyomatéki egyenletet:
D> M, :—53,67-4+120-1+480-2+S,-4=0 S,=—216,3kN(ny)
A 2-es jelti rad raderejének szamitasdhoz az y, tengelyre irhatunk nyomatéki egyenletet:
D M,,:+107,3:4=S,-4=0 »S,=+107,3kN (h)
A 3-es jelli rid ruderejének szamitdsdhoz az X, tengelyre irhatunk nyomatéki egyenletet:
> M, ,:+53,67-4—120-3—-480-2—S,-4=0 >S5,=-276,3kN(ny)
Az A, komponenst az Y,, tengelyre irt nyomatéki egyenletbdl szamoljuk:
> M, :+107,3-4+A -4=0 »A,=-107,3kN
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Az A, komponens az egyetlen ismeretlen erd, amelyik a t,, tengely koriil forgat, igy az erre a
ferde tengelyre felirt egyenletben egyetlen ismeretlen lenne. Mivel a ferde tengelyre nem
szeretnénk egyenletet felirni, ezért ehelyett olyan egyenletet irunk fel és oldunk meg, melyben

felhasznalunk egy mar kiszamitott reakcidt (az S, -et) is:
D M, :+120-1+480-2—216,3-4—A -4=0

Eredményvazlat:
R q
Iy
G | 5,=107,3kN(h)
U:ff //:![::::\\ 4 T 53:276,3 kN ( ny)
4 4 A_=107,3kN
A,=107,3kNIA =53,7kN

S,=216,3kN(ny)

Gyakorlopélda — 1
Szamitsuk ki az abran lathato tarto reakcioit!
=50 kN/m*

Y1 -q
: m Sy=20 kN/m’
Y N

b Zi N
F - 140 kN "j{/zzr v Vm E
=SS -
\ RN
|~ @)\ S
o P
7 4m .
Megoldas
Elkiilonités
Rajzoljuk be az abraba a testre hat6 erdket!
z

Hatarozzuk meg a megoszl6 erdk ereddit, az ereddk helyeit:

A ,=+53,7kN
Ellendrzésképpen irjuk fel a fliggdleges vetiileti egyensulyi egyenletet:
Z F,:+53,67—120—480+216,3+276,3+53,7=—0,03~0

!/)p

Egyfajta 6kolszabalyként
kijelenthetjiik, hogy ha a hat
reakciobol harom parhuzamos,

akkor az iranyukkal

parhuzamos tengelyek koziil
tobbnyire talalhatoak olyan
tengelyek, amik a maradék
harom ismeretlen reakcio
hatasvonalai koziil kettot
metszenek, igy a rajuk felirt
nyomatéki egyenletbdl a

harmadik ismeretlen
szamithato.

rvvvy Vm

Yvvyw

><VV
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N >
X
RS
VA
v
)4 4
7 7

Keresslink megfeleld egyenleteket (a tengelyeket jeloljik a kiinduldsi abran) a reakciok
meghatdrozasara, és szamitsuk ki a reakciokat:

2

M ™M MMM

Ellendrizziik az eredményeket:

2
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Készitsiink eredményvazlatot:

YYVVY Vm
B4
Y vvy
»

Térbeli racsos tartok

Térbeli racsos tartok esetén a sikbeli feladatokhoz hasonlod eszkozeink vannak. Csomoponti
modszerrel egyszerre mindig egy csomopontra haté kozos metszésponti erdrendszer
egyensulyozasat kell megoldanunk. Mivel harom fiiggetlen egyenletet irhatunk fel, ezt olyan
csomopontoknal alkalmazhatjuk, ahol még harom, nem egy sikban levé rud rudereje ismeretlen.
Atmetszéses médszer esetén rudak és csomépontok egy halmazanak az egyensulyat vizsgalhatjuk.
Mivel az igy kapott erérendszer szétszort térbeli erérendszer, amire hat fiiggetlen egyensulyi
egyenletet irhatunk fel, és azokbdl hat ismeretlen szdmolhatd, ezért az atmetszést ugy kell
végrehajtanunk, hogy hat rud atvagéasaval kiilonitsiik el a tartd egy részét.

Mintapélda — 2
Szamitsuk ki az abran lathato racsos tarto raderoit!
yT, 3m , 3m , 3m
7 7

td

10 7 4 1,
X
& -
9 6 3 i
12
Z 11 8 S5v 2
F=9kN
Megoldas
A vetiiletek szamitasahoz a ferde rudak hossza:
| =l=1,,=V3*+4=5m l,=l,=1,,=V3+5"=5831m
l,=1..=1,,=\4*+5°=6,403m L=l =1, =3 +4+5°=7,071m

A szamitést a 2-es csomopontban tudjuk kezdeni. Itt harom erd hat, amiknek a hatdsvonalai nem
egy sikba esnek, igy mindegyiknek nullanak kell lennie: S;,=S,;=S5,;=0kN

(Ez gyakorlatilag egy terheletlen hadromlabu bakallvany volt. A kovetkezd két csomopontban terhelt haromlabu
bakallvanyokat fogunk megoldani.)

Ezutan a 3-as csom6pontban mar csak 3 ismeretlen maradt:

4

32 Fyim9=Sys75m =0 s Sy;=—15,91kN(ny)
3) F,:+15 91i—s36:0 —> Si=+6,75kN (h)
e TEIET 071 ’
3) F,:+15 91L—SB:0 s S,,=11,25kN(h)
2T 70T 071 ’

Ezutén az 1-es csomoOpontban mar csak 3 ismeretlen maradt:

10
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12 Fiz:+11125+516%=0 N 516:_13,121(1\](“),)
1 Fl.y:—SB%:O — S,;=0kN

3
12 Fix:+13’12ﬁ_514:0 N 51426,75kN(h)

Ezutan lehetne folytatni a szamitast az 5-6s, majd a 6-0s, majd a 4-es csomoponttal (utana pedig a
8-as, majd a 9-es, végiil a 7-es csomoOpontokkal). Ehelyett szamitsuk a 4-5-6 kezd6pontu, és 7-8-9
végpontu rudak raderejét hatos atmetszés alapjan.

y
Sy Sus
74 4 1 o
z |90 4 6 3
\Seé 4
S 5v 2
58 F
1-6 ). M,.’47:9-5+568#471-5:0 — Sg=—15,91kN(ny)
1-6 ). Mi,69:9-0—s48%-5:0 — S, =0kN
5
1-6 . M 55:9°5+ S g9 g 4=0 > S,=—13,12kN(ny)
1-6 2 M, 44:—9-3—S,4=0 — Si=—6,75kN(ny)
1-6 D M, ;4:+13,12 =37 3~ Se'5=0 —> S¢=6,75kN(h)
1-6 Y Fy:—S,,+0+13,12 = g31 T675+15915 371 —6,75=0 — S,,=+13,50kN(h)

A 7-8-9 kezdopontt, és 10-11-12 végponti rudak ruderejét is hatos atmetszés alapjan
szamithatjuk:

X#
3 £
5v 2
F=9kN
4
19 Mi 710195+ Sou 55 =0 — So;=—15,91kN(ny)
4

1-9 ). M; 0121 9-0= S5, =:5=0 — S,,,=0kN
1-9 Y. Ml-,811:9-5+5712%-4=0 — S,,,=—13,12kN(ny)
19 D\ M, g:=9-6—S;,-4=0 — Sgu=—13,50kN(ny)
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1-9 D_ M, 1y, :+13,12 5’8%-3—5912-5:0 — Sq,,=6,75kN (h)

1-9 Y Fii—Sy0+0+13,12 ﬁ+ 13,50+15,91 %—6,7520 — S,,0=+20,25kNh)
A maradék ruderéket csomoponti modszerrel szamoljuk:

5 Y F,:—1591 7’571 +S., 6:03 =0 — S.=14,41kN(h)

5 F,:0-1591 7,5‘71 +14,41ﬁ+545:0 » az eredmény S=—0,002 |

gyanusan kdzel van a nulldhoz. Ha az egész szdmitast ujra végrehajtanank eggyel tobb (5) értékes
jeggyel szamolva, a kerekitések miatti hiba nagysagrendje is varhatéan eggyel csokkenne. Ha
tehat az Gjraszamolas utan egy nagysagrenddel kisebb eredményt kapnank, akkor a nullatol valo
eltérés csak a kerekitések miatti hiba lenne és a valddi eredmények a nullat tekinthetnénk. Most
ezt nem kell végrehajtanunk, mivel a rad masik végén is szamithato ez a riiderd:

4 F,:0—S,=0 — S,=0kN
4ZF,.Z:—13,125’T531+546:0 — S,=11,25kN(h)
A 7-es, 8-as, 9-es csomopontok kozotti rudak raderdi:
8 > F,:—1591 7’5’7 + Sy 6’503 =0 —» Sg=14,41kN(h)
8 > F,:0—1591 > 371+14,41 ﬁwm:o — az eredmény S,;=—0,002,
hasonlit az el6z6 esethez, és most is:
72 F,:0-S,=0 — S,,=0kN
7 ZF,.Z:—13,12ﬁ+5712:0 —» S,,,=11,25kN(h)
Ruderotablazat
jel H NY jel H NY jel H NY
1-2 0 0 4-5 0 0 7-8 0 0
1-3 11,25 kN 4-6 11,25 kN 7-9 11,25 kN
1-4 6,75 kN 4-7 13,50 kKN 7-10 20,25 kN
1-5 0 0 4-8 0 0 7-11 0 0
1-6 -13,12 kN 4-9 -13,12 kN 7-12 -13,12 kN
23 0 0 5-6 14,41 kN 8-9 14,41 kN
2-5 0 0 5-8 -6,75 kN 8-11 -13,50 kN
3-5 -1591 kN 6-8 -15,91 kN 9-11 -1591 kN
3-6 6,75 kN 6-9 6,75 kN 9-12 6,75 kN
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Gyakorlopélda — 2
Szamitsuk ki az abran lathato racsos tarton a raderdket!

Yy
1 2 N
F=9kN =
— <
3
4 NG
g
6 <
7 NG
g
9 <t
P "
10 1 f
1
3m
Z

Megoldas
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Ruderotablazat

B8

jel

H

NY

jel

NY

jel

NY
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