13. HAJLITAS I

A tiszta hajlitas fogalma

A rud keresztmetszetére hato erérendszer ereddje
keresztmetszeti sikban fekvo erépar
(masképpen: a keresztmetszet egyetlen nemzérus igénybevétele a hajlitonyomaték).

A hajlitas tipikus esetei a mernoki gyakorlatban

altalaban: gerendak

sot:

Rendszerint tehat nem tiszta, hanem nyirassal egyidejii hajlitas!

Latni fogjuk: a nyirderd jelenléte a hajlitdsbol szarmazo fesziiltségek és alakvaltozasok
szamitasa szempontjabol elhanyagolhaté hibat okoz.



13. HAJLITAS 1.

Alapvet0 feltevések:

\

egyenes tengelyti rad
sik keresztmetszetek elve
homogén, linearisan rugalmas anyag (Hooke-torvény)

a radelem pontjai csak tengelyiranyu eltolodasokat szenvednek
egyelore csak (z-re) szimmetrikus keresztmetszet }
egyelore csak z-t6l fiiggo eltolodasok

Kiegészités: a deformaciot kdvetden a keresztmetszet a sulyvonalra merdleges marad
(Bernoulli — Navier hipotézis)

Feltessziik (késobb igazoljuk is), hogy a keresztmetszeti sulypontokat 6sszekotd vonal
(stilyvonal) nytilasmentes.

Definicio: egy keresztmetszeten beliil az ¢, = 0 fajlagos nytlasti pontok halmazat semleges
tengelynek nevezzik.
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A szimmetriasikjaban tisztan hajlitott radelem

egyenletei
- —>
- —>
-— "
P =
_>
My( E Z 3% M,
S
s >
-+ >
z Y
| STATIKALI egyenlet | | GEOMETRIAI egyenlet |
du(x,z)
SF N=0=[o@za)dd o= —=
(4)
ZMl-y: M, = Jo,(x,z)zd4 helyette inkabb:
“ dg,(x)
y tengely koriili fajlagos elfordulds — Ky (.X') = _d.xL

és

ex(x,2) = K, (x)z

| ANYAGmodell | (az x-t6l valo fliggés
adott ridelem esetében
O-X (X,Z) = F- &, (X,Z) csupan formalis)
A vetiileti egyensulybol:
STAT
ZF,.X: 0 = fax(z)dA = ngx(z)dA = fEKysz = Ezcyfsz = Ex,S,
4 = (4) (4) = (4)
T T a statikai
) o ) . o ~ nyomaték
az mentl.feszultsegeloszlas K, viszont mar alland6 stlypontra

egyelore ismeretlen! valéban 0!

o (y.z)=Ee (y.z)) |o.lz)=x, 2
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A nyomatéki egyensulybol:

ZMl.y: M, = fax(z)sz = (EKyz)ZdA = EKnyZdA = EK),D
(4) (4) (4)

[ANYAG] * [GEOM]

I, = f z*dA y tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték vagy inercianyomaték
(4)

I, mindig pozitiv, mértékegysége: hossz*

Yy

Ebbdl az alakvaltozas x, = (EI, elnevezése: (y tengely koriili) hajlitomerevség),

» T E,
y
majd a geometriai 0sszefliggés és az anyagmodell ismételt hasznalataval a fesziiltség
M
o.(z) = Ee(z) = Ex,z = I—yz
—

Az y koriili elfordulds szamitasa egy / hossztsagu BC szakaszon (C elfordulasa B-hez képest):

do,(x)| — a¢® = [rdx = |

dx (altalanossagban)
Ky = T ) X, E[y( .X')
Ha I, 4llando ("prizmatikus rad"):  Ag)" = ﬁf M (x)dx
Y Xg

(az igénybevéeteli abra x, €s x . kozotti teriiletrésze osztva a merevséggel)

figyeljiik meg:

a relativ elmozdulés (nyulés, elfordulés stb.) az igénybevételi abra teriiletével
egyenesen, a merevséggel forditottan aranyos
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mintafeladat

@ A képen lathaté miiugré stilya G = 0,9 kN, a trambulin szabad hossza / = 3 m, szélessége
a =40 cm és (allandonak tekintett) vastagsaga b = 5 cm (Onsulya elhanyagolhato).

a) Készitsiik el a konzoltarté nyomatéki abrajat!

b) Mekkora maximalis huzo- és nyomofesziiltség keletkezik a trambulin anyagaban?
¢) Mekkora a K konzolvég B befogashoz képest mérhetd elforduldsa, ha az anyag
rugalmassagi modulusa £ = 15 GPa?

d) Hogyan valtozndnak az eldbbi értékek, ha a gerendat hossztengelye koriil 90 fokkal
elforgatnank?

2,7 kNm

prizmatikus rudban a maximalis fesziiltségek

b) a keresztmetszet nézete:

® M=27kNm
25 y 4——>» bI
@ Yz
—

al2 bl2

y

(4) —al2—bl2
—_
ab’ 40-5° s
;o= 4 = 4167
T 12 12 fem

[ = fzsz = f fzzdzdy:

a maximalis nyomaték helyén keletkeznek

a maximalis hizas feliil (z;,,,, = 5/2), a
maximalis nyomads alul ugyanilyen tavolsagban.
Mar csak /,, hianyzik:

/ bl2 / 12

al2 al2 a

‘[ {2_3] dy — f b—3dy — {ylf _ ab3

—al2 3 —bl2 —al2 12 12 —al2 12

—

+ M p 270 kN
R L= = -2.5 1,620 — .

O 1.2 4167 ° DL 2
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! A B Kl

2,7 kNm l_> x
@ WW@WWWWM )

KB _ [ _ ¢ M (x) _ 1 l 1
A(py = ‘(];Kydx = 0 _LEI (x)dx = H{My(x)dx = ﬁAM,azaz
y T Y T
prizmatikus rud a nyomatéki abra teriilete
—270/-300
Ag)’ = 1500.1416’7-( 2) = —0,06480 rad (6raval megegyezd).
d) Az inercia Gjra kiszamitando:
® _ ba’ 5407 _ 4
]y = E - T—26670C1’1’1
M+ 2,7kNm
’ x M, q 270 kN
- »> = 2= = =——20 = 0,2025
y i “ x 1,2 26670 ~cm’
Z
_>
© b
]
—270/-300
A’ = 1500_126670-( 2) = —0,001012 rad (éraval megegyezd).

Mi torténik, ha a miiugré ferdén rugaszkodik el (H = 0,3 kN)?

(a csavarastol

eltekintiink)
i
A g 270 90 kN
P +max
U = 2,5+ 20 = 1,687 — = :
éjy My % = Q67 26667 P U
© \

f z
/Kﬂ © A szuperpozicid elve itt is eérvényes («— ¢,,, ¢ kicsi,
® W/ illetve az anyag lineérisan rugalmas).
De mi a teendd, ha a szelvény “kevésbé” szimmetrikus?
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A tisztan hajlitott altalanos rudelem egyenletei
(...)

- a radelem pontjai csak tengelyiranyu eltolodasokat szenvednek
< -re¢) szim i c }

emlékezteto:
a kis elfordulasok
egymasra halmozhatok

d4 dp, du(y,z) =+zdp,—ydp,
| STATIKALI egyenlet | | GEOMETRIAI egyenlet |

YFy N=0= f oy (x,0,2) d4 du(x,y,z) dey(x)  de(x)

(4) EX(X,y,Z) - dX - dx z— dx Y
ZMiy: My - J.Ux (.X,y,Z) zd4

" £,(60.2) = 1,002 — KXy
ZMiZ: M, = _.[O-x (x,,z) y d4
()
A nyomatéki egyensulybol:
ZMW: M, = f c.(z)zd4 = (f)E(Kyz—sz)sz = Ek, f) 22dd4 — EKZ(J') yzdA
(4) 4 (4 4

I, (mar ismerds)

c (=1 yz) 1= f vzdA  yztengelyekre vett centrifugalis nyomaték

vz

(4) C,, = C;, lehet pozitiv és negativ is, mértekegysege: hossz*
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Mechanikai értelemben €, a rugalmas rid y (vagy z) tengely koriil elforduld keresztmetszetében

z (vagy y) tengely koriil keletkezé nyomatékkal aranyos.
I, (1) az y (z) koril elfordulo keresztmetszetben ugyanazon tengely koril keletkezd

nyomatékaval ardnyos.

4 ...folytatva az el6z6 gondolatmenetet: N
. _1 MyIZ+M22CyZ
. — _ y —
DM, M, = Exl, - Ex.C. E 1,1.-C, ezek alapjan
2 M. M, = —Ex.C, + Ex,I, 1 M,C +M I,
K, =— 5
E 11-C,
., _(M I +M.C)z—(M,C +M 1)y
X 2
\ I y Iz - Cyz /
Vegyiik eszre: ha C), = 0, a kepletek egyszertisodnek:
M, M, _M, _ M. Eppen tigy, mint a korabban a
o =—=z——y, K=", K= . :
7 , 1.7 "7 EI ) © 7 ELC szimmetrikus keresztmetszeteknél!

Kerdes: van-e tetszoleges keresztmetszetben olyan y, z merdleges tengelypar, amelyre C,,, = 0?

Vilasz: van! Neviik: tehetetlenségi foirany. (Lattuk, hogy a szimmetria-tengely — tehat ebbol
adododan a ra merdleges irany is — ilyen tulajdonsagu, azaz foirany.)

Definicio:

Egyenes hajlitisnak nevezziik azt az esetet, amikor a a hajlitonyomaték vektora valamely
tehetetlenségi féirannyal parhuzamos (kovetkezmény: a semleges tengely szintén parhuzamos a
nyomaték vektoraval). Példa: a szimmetriasikban terhelt trambulin esete.

Definicio:

Ferde hajlitasnak nevezziik azt az esetet, amikor a a hajlitonyomaték vektora egyik
tehetetlenségi féirannyal sem parhuzamos (kdvetkezmény: a semleges tengely szintén nem
parhuzamos a nyomaték vektoraval, sem barmely féirannyal). Példa: a ferdén elrugaszkodo
miiugro esete.




14. AZ INERCIASZAMITAS ALAPJAI I.

1. A keresztmetszetek geometriai jellemzdinek definicioi

Tertilet:
Yy oo Vs
y - § 7 A::J)dA @ [cm’]
r
: z Statikai nyomaték (elsdrendli nyomaték):
d4 - o g S,i=fzda; 5:=[yda [em’]
(4) (4)
Sulypont:
" SZ SV
z Vs ik 252_7 [cm]

Tehetetlenségi nyomaték (inercianyomaték):
Iy::(f> 22d4 ; IZ::(f) y*d4 ; IO::(f) r’dd (= I+1) @ [cm*]
A A A

Centrifugalis nyomaték:
C,.:= f yzd4d  [em’]
@

masodrendii
nyomatékok

Innentdl kezdve a mellékjel nélkiili koordinata-tengely automatikusan stlyponti tengelyt jeldl.

2. Amasodrendi nyomatékok koordinata-transzformacioja

a) A koordinata-rendszer eltolasa

Adott: 1, 1., C _, valamint v, w és 4.

z 2 yz?o

L Meghatarozand6: 1,, I, és C ...
y / S
W ( / a koordinata-rendszerek kozotti transzformacio:
y' — \-//’_/
z, ny v y = y—v
p [ | z'=z—w
z' z
Definici6 alapjan: 7, = [ z°d4 = [(z—w)’dd = [Z’dd —2w [zdd+w’ [ d4
(4) (4) (4) (4) (4)
(/. hasonldan)
I S =0 A
C,. = f (z—w)(y—v)d4 = f yvzdA4 — wf ydA4d —v f zdA+ va' dA4
(4) (4) (4) (4) (4)

(sulyponti tengelyre a statikai nyomaték 0) C §=0 S,=0 A

vz
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Steiner-tétel:

— 2 _ 2
1,=1+Aw 1,=1,—Aw
I.=1+4 I.=1,-4"

z

C,..=C,+4dw  C_=C, .—dAw

* A kettd koziil az egyik rendszer mindig stlyponti;

* a stlyponti rendszertdl tavolodva az inercidk ndvekednek.

Hatarozzuk meg a vazolt téglalapszelvény méasodrendli nyomatékait szelvény éleire
illeszkedd y’, z' tengelyekre!

2 ,
Y - g
1 :a—b3 és 1 :a3_b mar ismert
b|y <23 V) 12 ’
C,.=0 a szimmetriabol kovetkezik:
| B |
z' z
z
3 2 3
Alkalmazzuk a Steiner-tételt: I, =1 y+Aw2 = %+ab-§ = %
Co. = Cotdvw = Ovab|ta][ZL| = =a®’
y'e! - 2 2 4

C,, negativ, mert vegyes el6jelii siknegyedben fekszik. Ha z" a jobb oldali kontirra kertil, C,,
elgjelet valt.

Szuperpozici6 elve: adott koordinata-rendszerben Osszetett sikidomok méasodrendii nyomatékai
részsikidomok nyomatékainak 6sszegeiként szamithatok. Hianyzo részsikidomok nyomatékai
negativ eldjellel szamitanak.
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Hatarozzuk meg az aldbbi 0sszetett szelvény masodrendii nyomatékait a stlyponti y, z

tengelyekre!
4 cm 2 A stlypont helye:
y= [
N =
(&)
my S'
= 2
Q Bl >
\O
Y
Z!
I, = 136cm’
I,, I, és C), szamitasat esetenként kiilonféle [. = 64cm’
C, = —48cm"

Gyakorlasra: ismételjiik meg
darabolassal és alkalmasan valasztott kiindulasi tengelyekkel!
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b) A koordinata-rendszer elforgatasa

A kovetkezd gondolatmenetben y, z,  és { atmenetileg tetszéleges (nem sulyponti) helyzetii!

y—= 7
y cos a
n
¥ ? ina
z ¢ z ¢
n=ycosa+zsina {=zcosa—ysina

valamint «.

z 9

Adott: I,,1 Cyz,
Meghatarozando: 1,, I és C,;.

Definici6 alapjan: 7, f F*dA = f (zcosa— ysina) d4

(4) (4)

= coszaf Z22dA — 2cosasinaf yzdA +sin’a f y'dA
(4) (4) (4)

= coszaly —2cosasinaC  + sin“al,

i ) l+cos2a . » 1—cos2a , ) sin2a
Felhasznalva, hogy cos a=—, sin a=—"—— €s cosasina= > :
; I+, 1,—1, 5 ¢ sin2 )
= + —
. 2 2 cos2a LSin2a (1) Le 1, =1,
, I +1 I —1 allandd
hasonl6 elven: [, = y2 i y2 “cos2a+ C sin2a  (2) (allando)
_ ]y_lz -
C, = + 7 sin2a+ C cos2a (3)

Ha egy 7, ('koordinata-rendszerben C, - = 0, akkor a #, {'tengelyek neve tehetetlenségi foirany
(fétengely, jelolése “1” vagy “2”). A hajlitas bevezetdjében foglaltak szerint pontosan az ilyen
tulajdonsagu tengelyek koriili hajlitast hivjuk egyenes hajlitasnak.

A tehetetlenségi fOiranyra vett inercianyomaték neve tehetetlenségi fonyomaték, jele I; vagy I, .

Az a szerinti derivalt vizsgalataval belathato, hogy C, - = 0 akkor ¢s csak akkor teljesiil, ha
egyidejlileg /, maximalis és /- minimalis vagy megforditva: 1., =1y, Iyn=1.

Konvencid: a legnagyobb ¢és legkisebb inercianyomatékhoz tartozo6 fétengely jele rendre 1 és 2.
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Ha C, = 0, akkor (3) alapjan az x, y tengelyeket a 7, { féiranyokba forgatd a -ra teljesiil, hogy

2C 1 2C kr

—— ez 2> a,=_arctg |—— |+—

B 20=T T O T S 2

o tg2a, TR fer
cos2a,= 5 és sin2a,= 5 helyettesitése és némi atalakitas utan:
l1+tg" 2 a, l1+tg" 2 a,

I+1. |[1.-1.} .,
[1,2: y2 + ( yz +Cyz

\j

Figyelem: az a, -ra kapott értekeknek ket egymasra merdleges tengely felel meg, de a képletbdl
nem deriil ki, hogy melyik az 1-es €s melyik a 2-es f8irany. o, (-45°; +45°) tartomanyba es6
érteke azt az eldjeles forgatast adja, ami a kiindulasi inercidk koziil a nagyobbat /, -be, a kisebbet
pedig I, -be transzformalja.

Grafikus segédlet: a tehetetlenségi Mohr-kor

- Y (I, |HC

yz)’

.Z(Iz’+ yz)’

* (@) a valésagban — (=2 a Ja Mohr-korben.

konvencio:

A szimmetria-tengely mindig foirany. Ha valahol / =1 ¢és C =0 (azaz a Mohr-kor egyetlen
ponttd deformalodik), akkor minden irany foirany (pl. kettonél tobb szimmetria-tengely esetén).
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Hatarozzuk meg a kordbban madr targyalt dsszetett szelvény tehetetlenségi firanyait és

fdnyomatékait!
4 cm 2 mar ismert:
A
£ N 4
1®) I — ] 36 cm
on S y .
y - ! I, = 64cm
2= C,, = —48cm*
\O
zy
a féiranyok szoge: o= % arctg (— ';'3(6__42 ) = arctg0,75=+36,87°
. 2 _ 4
a fonyomatékok értékei: l,,= 136+64 i\/( 136 64) +(—48)°=100%60 »1,=160 cm4
’ 2 2 1,=40cm
\
o L~
eredményvazlat: -
36,87°
I, = 160em’ \
I, = 40 cm’ @
Y
A feladathoz tartozé Mohr-kor:
C

D, .0

(160; 0)
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Hatarozzuk meg szemléletbdl (rajzoljuk meg hozzavetdlegesen) az alabbi sikidomok
tehetetlenségi féiranyait! Ahol lehet, kiilonitsiik el az 1. és 2. féiranyt!

9 HLH
v vy
a a
< v
a b
-~ e
v v
a
v vi
d, o d b
o
a
o~
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3. Egyszeri sikidomok masodrendld nyomatékai

- ab’ 3
y'—- [,==~ V- I [ =an
"7 m T
b| y - S ; _ab3 m 3 I :a_m3 b
D y 7 363
V- am
Y 3 =8
;=420 > a - L=
z 12

Iy a Steiner-tétellel szamithato

— 4
i y z
y: / 37[ y': 8

R
i 3, . _K\[ -, K=
z S y'z' T 8 y' z' 16

4 4 y -
[OZRn' I:]:Rn
2 yooE 4 ' ;
Yy - Iy,[zesCyz

a Steiner-tétellel szamithato

0 C. ,..<0

yl Z!
y z' y'
A\ S ' 7IZ’ yl ! 7 ;
y!
r r_ Z,
C,.>0 C,.<0 C,.>

yrzr

C,=— ' C,.<0 C,.>0 C,.<0 C,.>0

Hatarozzuk meg az alabbi egyszer sikidom tehetetlenségi féiranyait és fonyomatékait!

9 cm

] 3 o3 2 2
[,=2% —saem* 1.=8% —1215em* €, =+ 28 =+405em’
S 36 36 ==
£ V= /
(&)
o 1 2-40,5 . ﬂ
=— t —_— =
A @ 2arcg( 54—121,5) 25,10 © A Y
i \
54+121,5  |[54—1215) /,=14047cm’
—_— b — b 2
£12= 2 i\/( 2 +40,5°>7,=35,03cm* © (eredményvazlat!)




15. AZ INERCIASZAMITAS ALAPJAI IX.

4. Osszetett sikidomok masodrend(i nyomatékai
Egyszerii idomokra bontas utan a Steiner-tétel globalis vagy lokalis alkalmazasaval szdmithatok.
@ Hatarozzuk meg az alabbi dsszetett sikidom tehetetlenségi féiranyait és fonyomatékait!

!

y

A

= 4,=6:15=90cm’ ]
N Zs 25 5/ A,=6"7/4=28274cm’} A=104,774cm’
Y - 4,=-39/2=—13,5cm’
1
& 46 3
90-3+28,2744 6+ |+(~13.5)-| 6=
g 3 _ 3 3] 42391 em
s = 90+28,274+(—13,5) -
! .
6em 3 3 REA 90754282743 (—13,5)-(15—9)
[—> || .
- =5,5834
z"z <z % 90+28,274+(—13,5) cm

A Steiner-tétel lokalis alkalmazasaval:

1;[6'153 +90-(5,5834—7,5) |+ 64—'”—28,274(ﬁ 2 +28,274-(5,5834—ﬂ)2 —[3'—93+13,5-(5,5834— 12)2}=1733,4cm4
T2 16 : 37 36
156 ellletT (46} ‘ a6 [93 L el 4
12_[ - +90-(4.2391-3) +l 28274 (ﬁ +28,274 (4,2391 (6+§)) [ o *13.5:(4.2391-5) ]—989,3cm
4 2
C,.=[0+90-(5,5834—7,5)(4.2391-3) +| | & ~28 274 € }+28,274~ 55834 401142301 (6426
: 8 3z | 31 37
92.3? 3 .
~| =755 +13.5(5.5834-12)(4,2391-5) |=—660.7cm
Példa a Steiner-tétel globalis alkalmazasara:
3 4 3
L=1,—A(y,—6y=120 67 93 14477442391 6)=989,3cm"
3 16 12
Nem mindig van ilyen helyzeti z" tengely, sot a C.igy rendszerint egyaltalan nem szamithato!
1 2:(—660,7)
a,=—arctg |— . =30,31°
0T MR T 173340893 | T
. 1,=2119,6 cm*

_1733,4+989,3 1733,4—989,3
1,,= + 7

. +(=660,7F > ~603,1cm*

I,=2119,6 cm* V

Z I,=603,1 cm*
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Hatarozzuk meg az alabbi keresztmetszetek tehetetlenségi féiranyait és fonyomatékait!
Végezziik el a szamitast tobbféle segédtengely alkalmazasaval, illetve a Steiner-tétel lokalis
alkalmazaséaval is! Melyik tlinik egyszertibbnek?

6 l6é6cm 6
y¢ - A = Z,S =
\Oﬂl g
on Q
— O
. S -
y -
(e o]
- v y',y",y" tengelyekre, majd onnan y-ra (globalis):
z
I, =
I, =
I,. =
lokalis transz- _
formacioval: y
o
Cyz = ;
24
= 130:(200—4%)—12-187 _
[ Y s T 5 504 = 7,5714cm
, ~ A = 504cm’ 5 5 5
Y - . — _1%.
- Y = z'y = %24(18 5154) 1812 _ 1,7143 cm
2 S 4| 2
- 14 i
‘O:‘ Y I = 2= 28420cm’
|
I, = > I, = 48630cm’
C,, = > C, = =9257cm’
1 20
aOZEarctg —]y—_‘[LZ):
.............. 11
_1H Iy—122 2 hh= S
I, - ) +(_Cy2) _)12—




15. AZ INERCIASZAMITAS ALAPJAI XI.

@ OTTHONI GYAKORLO FELADAT: Hatarozzuk meg az aldbbi hidegen hajlitott egyenlStlen
szaru L szelvényli idomacél keresztmetszetének tehetetlenségi féiranyait és fonyomatékait!

10
+  60mm _+ + 50 +F
+ ; M;Mmg% To
_|_ _|_ = z! —I_ A4,=5-90=450 mm’
10 S S 2
_I_ A4,=5-50=250 mm |
- g y A,=10%7/4=78,540 mm’
5 }\ — iy - A4,=5%7/4=19,635 mm”
Hoees +I[]S . 3 1] &
4 A=A+ A+ A,— 4,=758,91 mm’
Y
— -+ _i—l—
=+
5
z YZ'
450-2,5+ 25035+ 78,540~(10—$ +(=19,635): ( 10—;‘—5
‘T T
e 758,91 - 410 45
450-55+ 250-2,5+ 78,540 ( 10—— (—19,635): ( 10—3—)
77.' T
i = 758,91 =33,828 mm
A Steiner-tétel lokalis alkalmazasaval:
3 3 4
1= 229 1450.(33,828—55 )2+ 222 +250-(33 828~ 2,5 )|+ 10 {410F 78 540.(33 828 (10— 10|
: 12 2 6 37
4
3719635 45 ] 419,635 (33.828— (10— 45| | 2800531 mmn*
16 37 37
3 3 4
F= 1995 4s0.(13.404— 2.5 |+ 330 4 250 (13,404 357 [+ | 202 78 540410V 475 540.[ 13 404 —(10— 410
: 2 12 16 s 3
2
- 51—6”—19 635- 5 +19,635- (13,404 (10—£)) =227630 mm*
77:

(0+450-(33,828—55)(13,404—2,5)|+/0+250-(33,828—2,5) (13,404 — 35)]

£—78 540- (4 10 +78,540-(33,828 (10—ﬂ))(13,404 (10—ﬂ))
8 3w 3z
4 2
- 5——19,635-(£ +19,635«(33,828 (10—2))(13,404 (10—2)) =-259134mm*
8 3z 3z 3-m
¥’ (T2 TTTTTTE
z/ g
Példa a Steiner-tétel globalis alkalmazasara: y
4 4 3 '
L=t Aly —10f =] 10°,5:50°, 10475z _90-5 5
: 3 316 16 3 3 1
~758,91-(13,404—10)=227630 mm"* 4 ,
Vs
Nem mindig van ilyen helyzetli z” tengely, §L
sota C_igy rendszerint egyaltalan nem szamithato! z"




15. AZ INERCIASZAMITAS ALAPJAI XII.

aozlarctg )221;07°

2

_2:(=259134)
800531—227630

; 1,=900350 mm*
+(—2591341°> 1 — 127811 mm"

2

It _800531+227630+\/( 800531—-227630
127 - 2

1,=12,78 cm* 2)

c ©
N /
Y i X o
L I 1 a,'=21,07°
' o ' @ : \
2a0 =42,14 I =90,04 cm* \
® ! v
@ i

OTTHONI GYAKORLO FELADAT: Hatirozzuk meg az aldbbi hidegen hajlitott Z
szelvényll idomacél keresztmetszetének tehetetlenségi féiranyait és fonyomatékait!
Szamitsuk ki az elébbieket a lekerekitések elhanyagolasaval is! Mekkora hibat jelent ez?

4 S0mm l A=9,074 e’
GP [ =251.8 cm
ot s I.=29,56 cm*
o / | C,.=62,72 cm*
n ANy a,=—14,72°
S g 1,=2683 cm*
y = I,=13,08 cm?*
as ) +
+  50mm {f




16. EGYENES HAJLITAS I.

Az egyenes hajlitas fogalma

Ha a hajlitonyomaték vektora parhuzamos valamelyik tehetetlenségi foéirannyal, akkor
egyenes hajlitasrol beszéliink. Ilyenkor a semleges tengely egybeesik (ha nem tiszta hajlitasrol
van sz0, parhuzamos — késébb) a stlypontba képzelt nyomatékvektorral.

Emlékezteto 1: a szimmetriatengely és a rd merdleges irdny mindig tehetetlenségi foirany, DE
nem szimmetrikus keresztmetszet esetén is 1étezik legalabb két foirany. Minden keresztmetszetet
lehet egyenesen hajlitani.

Emlékezteto 2:

Egyenes hajlitasra igénybevett rudelem egyenletei
(Tegytik fel, hogy y tehetetlenségi foirany és egybeesik az M, hajlitonyomaték vektoraval!)

| STATIKALI egyenlet | | GEOMETRIAI egyenlet |
du(x,z)
YF. N=0 =(Aj;ax (x,z) d4 & (x,2) = dx
ZMiy: My = J'ax (x,z)zd4 y tengely ké(l;'ili fajlagos elfordulas:
A
() K (1) = P(x)
| ANYAGmodell |

o, (x,z) = E-e, (x,2) ex(x,2) = K,(x)z

A nyomatéki egyensulybol a geometriai és anyagegyenletek felhasznalasaval, atrendezés utan:

M
— H 4 4 —_ Y
M, = Ex, I, ,innenazalakvaltozas x, = T
y
és a fesziiltség  o,(z) = Ee(z) = Ex,z = I—yz .
A geometriai egyenletbdl az y koriili elfordulas egy / hosszusagi BC szakaszon g
(C elfordulasa B-hez képest):

do (x T
xy:—go(fi) —> AgofB = !Kydx = !

Vilasszuk ki, hogy az aldbbi keresztmetszetek koziil melyik van egyenes hajlitasra igénybe
véve!




16. EGYENES HAJLITAS II.

Szamitsuk ki a kozlekedési lampat tarté konzol vizszintes gerenddjaban keletkezé maximalis
huzo- és nyomofesziiltséget! A konzolt csak a lampak egyenként 200 N nagysagl onstlya

terheli (a gerenda Onsulyat elhanyagoljuk). A gerenda keresztmetszete a hossza mentén
allando, téglalap alaka zartszelvény.

F F F
a=15m
b=2m
F=200N
F F F
7 ‘ * ‘ | v=1,0 cm
X
\L E+ Keresztmetszeti jellemzok:
- S % M= Moo 4=2015-18-13=66cm’
Mpax=3Fb +3Fa =2100Nm & ' >
3Fb = 1200 Nm < ¢Z [ 215200 1318° o0
Fb=400Nm -+ 12 12
@ —|_c =15cm

Maximalis huizéfesziiltség (fent): o =+5,703 MPa

M 210 kN
max —_ Y =5,703 MPa (+
O-I Iy Zmax fent 3682 sz a’( ) Aly ?
Y 7
Maximalis nyomofesziiltség (lent): \LZ é
M
0= = 219 10=0,5703N_=5 703 MPa ()

’ 3682 m 2 O'mm = —5,703 MPa




16. EGYENES HAJLITAS IIl.

A rugalmas és képlékeny teherbirds

A terhelési folyamat soran M = M, n6vekszik. Minden egyes anyagi pontra tovabbra is ervenyes
a lineérisan rugalmas — tokéletesen képlékeny anyagmodell:

o
7 4

pontonként!

—

Az egyes elemi részek allapotat leird pontok az orig6tdl indulva mozognak a gérbén jobbra, de a
rugalmas-képlékeny atmenet nem mindeniitt ugyanahhoz az igénybevételhez tartozik!

A
\j z
—_ max max __ max __ J—
0, =0 0" <oy 0" = oy 0" =0y 0y =0y
M=0 M< M M= M Mre<M<M' M= M
. _—

—

A semleges tengely kimozdul S-bdl

RUGALMAS teherbiras: az a LEGKISEBB igénybevétel,
amely mellett a keresztmetszet VALAMELY pontjara o, = g,

Mrug max rug O-f‘ly
o,= 7 z > |M T =—
¥ Z

\J

KEPLEKENY teherbirés: az az igénybevétel, amely mellett a keresztmetszet BARMELY
pontjara o, = o,r.

Mképl =7




16. EGYENES HAJLITAS IV.

Minden anyagi pont képlékeny allapotban: P
YA PO REPERE AT o= Awi i bV
_ 2 rképl e ‘:’x”
o . M=M"" 4,1 < | B
A vetiileti egyensulybol: P
STAT
S F,: 0= [ol(z)dd|= [ o,d4+ [ —0,d4 = 40,40, > 4,=4,
(4) (4,) (4,)
a semleges tengely j
ANYAG a teriletfelezOben

A nyomatéki egyensulybol:

STAT

ZMl.y: M = fax(z)sz = _[axfsz+_[ —0,zd4 = O'xf(Sy,h—S
(4) 4,

J’:”y)

(4,) (4,)
} !

ANYAG Mivel y sulyponti tengely: Sy, h= _Sy,ny — Sy,O
(8,0 az als6 vagy felsd fél teriilet

statikai nyomatéka a sulyponti tengelyre)

ax(z):iaxf

tehat | M*"'=2¢6 .S

xf =0

A képlékeny tobbletteherbirasi tényezd: Jc=

Gerendak esetében praktikus a kis képlékeny tobbletteherbirasi tényezd.

K&zpontos hiizas-nyomas, illetve tiszta nyiras esetén ¢ mindig 1 (N*€ = N, & = !,
hiszen a képlékeny viselkedés minden pontban egyszerre jelentkezik.




16. EGYENES HAJLITAS V.

Szamitsuk ki a tartd mértékado keresztmetszetében keletkezd normalfesziiltségeket!
Hatarozzuk meg a rugalmas ¢és képlékeny teherbiras, illetve a képlékeny tobbletteherbiras
értekét! Mekkora a K keresztmetszet elfordulasa és a rud gorbiileti sugara?

y M=1,8 kNm

) | V= | -+ Adott:
z'o | e
S f(l_ ¢ s o, =+195 MPa
=4 m z < _
& @ s E=65GPa
+
z
+2+242+
Rugalmas eset: Képlékeny allapot:
S S
<t— et -—
M M
y y
OTTHONI GYAKORLO FELADAT
Hatarozzuk meg M", M* és ¢ értékét kor- és téglalapszelvény esetén!
r 1 ab2 r 1 R3 T
=——0,=——o0, M=——0,= oy
—|_ M Zmax 6 M Zmax 4
b | — i _ab’ - _Rr4R
_6_ 4R 16
+ a + c=7=L5 = af—>c=§=1,698




16. EGYENES HAJLITAS VI.

Hatarozzuk meg a szakaszonként kiilonboz6 egyenl6étlen hdvaltozasnak kitett konzol jelolt
pontjainak elfordulasat! Rajzoljunk fajlagos és tényleges elfordulasi abrat!

A AT/=+20°C C  AT/=-10°C D AT/=+25C K -

Bﬂ i : 7 . 3 : yﬁ h=4cm
A AT =-20°C ATj=+10°C ATy =-25°C z | 4
X —

© 1=3m +  L=4m & [=35m s-6emy

@

OTTHONI GYAKORLO FELADAT
A 4a = 4 m magas, 3 m-ig vizzel toltétt medence falat d = 0,75 m-enként zart, v=10,5 cm
falvastagsagi sulytalan oszlopok tamasztjdk meg. Ellendrizzik a mértékadd
keresztmetszetben keletkez6 normadlfesziiltségeket, majd hatarozzuk meg a szelvény
rugalmas €s képlékeny nyomatéki teherbirdsat, valamint képlékeny tobbletteherbirasat! A
viz fajsalya y = 10 kN/m?-nek vehetd.

+ Feliilnézet:
i IR T |
Adott: —I— E ﬁMy - Mmax
v
o, =+140 MPa £ N +§
o,=+230 MPa T 4— v=0,5cm — «x
5 I
on
/]
+

" y
_|_vQ
31 o h=16cm
z
p,=3ayd =3-1-10-0,75 = 22,5 kN/m
M

=0,75p,a* = 16,875 kNm

max

mar__ 1687,5 kN

Ellen6rzés: Iy21002,25 cm4, innen o, = 1002.25 8:13’47c?< o, < megfelel.
M":L?%'B:ZB&LKNQm; M*=2-(12-8°/2—11-7,5%/2)-23=3433kNem; ¢=1.191

Megjegyzés: vékonyfalu zart szelvények esetén c altalaban kozel van 1-hez.




17. EGYENES HAJLITAS VII.

Inhomogén anyagu rud egyenes hajlitasa

A legelsd tisztazando kérdés: hol van a semleges tengely? A stlypontban nyilvan nem, hiszen igy
épp az anyagi inhomogenitas hatasatol (£, # E,) tekintenénk el.

Tegytik 161, hogy egy — egyeldre fliggdleges értelemben ismeretlen helyzetii — S, pontra
illeszkedik; ennek meghatarozasa az els¢ feladat.

@

£
=Yv, = f
= B/
: 1

\AAAZAAM

B
a
A*TTTTTTA##**#A;

Y

| STATIKAI egyenlet | | GEOMETRIAI egyenlet |
YE.o N=0 :faxl (x,2) d4 +‘rax2 (x,z) d4 do. (x)
y
(4y) (L) K (x) = -
. dx
YM,: M, =[ 0 (x.z)zdA\+J o, (x.2) z d4
(4y) T(Ao —> ey (n2) = ep(x,2) > &d(x,2) = K (x)z
“egyiitt dolgozo
keresztmetszet”
| ANYAGmodell |
0., (x,2)=E ¢ (x,2) ¢s 0., (x,2) = Eye, (X,2)

A vetiileti egyenstulybol:

= f ax](z)dAHJ~ c,(z)d4|= f Elex(z)dA+f Eye (z)d4 =
(4))

(4,) (4,) (4,)

= E\x, [ zdA+ Eyx, [ zd4 = « (E,S + E,S ,), tehat E,S + E,S ,=0
(4, (4,

) A semleges tengely az un.

E, -gyel osztva:

! gyz osziva Q (\ \ homogén helyettesité keresztmetszet
2 - stlypontjan (S)) megy keresztiil.

S,+—=—S,=0
vl E1 y2 @ \\/@7 o
_ Y Az egyes keresztmetszeti részek csak a
Sy+nS,=0 aE>E;=an hajlitas tengelyével parhuzamosan

a le »| .
[e—— ~ " nyujthatok/zsugorithatok.




17. EGYENES HAJLITAS ViIII.

Ezutan a nyomatéki egyensulybol:

STAT

>M,: M, = [o(z)zdd|= Ex, [ 22d4+E,k, [ 2°d4 = k (E 1, +E,I,)
(4) (4, (4,)
M E
M onl2) = g7 ip 7%
Ebbdl az alakvéltozds x, = m, majd : ZyMly Ej &
. . O-XZ(Z) = Z
E 1, +E,I,

Megjegyzés: a helyettesitd keresztmetszet elve itt is hasznalhatd, ha még az integralas elvégzése
elétt bevezetjiik n; = E,/E; -et:

M, = Ex,|[ Zda+n, [ z2dA) = «,E\(I,+n1,,) = x,E 1,
(4) (4,)
M
— y
> Yo e =L
k. = —2—  illetve
g E\I,,, — M,
O'XZ(Z) = n z .
Iylh
y él X g‘ X
-] — - —
S, tth. » S,
0 B> E,
z N\ z
v
a : a-E,/E|,=an z
L e >
max 1 - +_21
:11 Y szx yh1 1 1 »2 e My -
yhl xh1 ] Za
yhl
+max Yy _max
x2 Z4




17. EGYENES HAJLITAS IX.

Szamitsuk ki a mult o6ran vizsgalt tartd befogasi keresztmetszetében keletkezd
normalfesziiltségeket, ha az 6v és a gerinc anyaga kiilonb6z6! E1 =200 GPa, E> =80 GPa

_E, —5s Helyettesito keresztmetszet, helyettesités a 2. anvaggal:
n= B>
y' + nx6 cm = 15 cm +
+ -
z'=22cm 0) N Vh ) Sh _|_Z Sh
+ < +
M=18 kNm 5 A= 38 e’
Q) <
+
z z
+24+242+

A helyettesit6é sulypont, azaz a semleges tengely helye:

[ A—

Z =

A helyettesito inercia:

1yl12:

Fesziiltségek a jellegzetes pontokban:




17. EGYENES HAJLITAS X.

Hatdrozzuk meg az inhomogén keresztmetszetli, / = 2 m hosszisagi konzol kétféle
anyagaban keletkezé normalfesziiltségek szélsdértékeit, valamint a konzolvég elfordulasat
¢s a rad gorbiileti sugarat! Rajzoljunk fesziiltségdiagramot!

a) kihasznalva a kétszeres szimmetridt (azaz hogy a semleges tengely szimmetria-tengely):

0 + a=15cm
b=10cm
() R=4cm
a M= 65kNm
y M\ Ey=70 GPa
E, =210 GPa
. +
+op
Egvensdlvifeltétel:My’b+My,k=My innen = M, 6s 0 —FE ¢ =E . M, 2
Geometriai feltétel: x,, =k, =k, g ZEin,l. R jZEin.

b) helyettesité keresztmetszettel:

o . _E, 210 _
Helyettesités a bels6 anyaggal: n=—=—-=3
E, 70

(k) ®
® ®




17. EGYENES HAJLITAS XI.

(3. OTTHONI GYAKORLO FELADAT
Hatarozzuk meg az inhomogén keresztmetszetli, / = 3 m hosszusagu rad vas (£, = 200 GPa)

¢s aluminium (£, = 80 GPa) alkotorészeiben keletkezd fesziiltsegek sz€lsbértékeit, valamint
a K konzolvég elfordulasat és a rud gorbiileti sugarat! Rajzoljunk fesziiltségdiagramot!

a) kihasznélva a kétszeres szimmetridt (azaz hogy a semleges tengely szimmetria-tengely):

15-28° 15-20° s
I = - =1744
i 2 T 7440 cm
3
1,,=220=3333 3cm*

Egyensiilyi feltétel: M, + M , =M,
Geometriai feltétel: K, =K,=K,

M RS E,
_2131MPa inlﬂ ZE 1
o i s _ 10000-200 A kN
4545454 0,,,=+7457 MPa “*1 720017440+ 80-3333,3 T em?
p= 20000 174;185080000 33333 _ o 200‘1723%208%93333 - krII\II
0, x=k,I= 10000-300 =0,007990 rad

20000-17440+ 8000-3333,3

b) helyettesitd keresztmetszettel (egyszeres szimmetria esetén is miikodik):

E,
helyettesités aluminiummal: n=— —2 S ,,=nl +1 ,=46933 cm® (helyettesité inercia)

max M
Ux,Z I ZZ mwc’
yh2
— =
max __ M
O-x,l =n— I Zl max
yh?2

a helyettesitett (1-es) anyag tkp. n-szeresére nyujtandod — kizarolag a hajlitas tengelye mentén!
(aszimmetrikus esetben illetve korszelvénynél is hasznalhato, de a kér ellipszissé torzul!)

ONALLO ORAI GYAKORLAS
Szamitsuk ki, hogy hadnyszorosara nd az axb (a<b) keresztmetszeti méretii pallé rugalmas
nyomatéki teherbirasa, ha 90°-kal elforgatva épitjiik be?

a )90° M
b

b y

M
é—«—_
y




18. ELMOZDULASOK SZAMITASA L.

A hajlitott gerenda elmozdulasai

Tapasztalat:

Mi a deformacid oka éltalaban?
a) az igénybevételnek kitett radelemek véges merevsége
b) kinematikai teher

Emlékeztetd: —
] A

. M T
igénybevételbdl: e, =% Ky:ﬂ}; Kx:G—IO Ve

; AT,—AT,
hoteherbdl: e =alAT xyzah— —— -

Az alland6 merevségii rad adott AB szakaszan a relativ elmozdulés a fenti alakvaltozasok
diagramja alatti teriiletet jelenti.

Alapfeltevések vizszintes gerenda lehajlasainak szamitasédhoz:
— ha az alakvaltozasok kozott «, gorbiilet szerepel, mellette minden egyeb elhanyagolhato,

— a kis elmozdulasok elve érvényes.

A hajlitasbol vagy egyenldtlen hdmérséklet-valtozasbol szarmazo elfordulas adott ridszakaszon
a gorbiileti (x,) abra teriiletével — tehat a nyomatéki (M) abra teriiletevel ¢és a hajlitomerevseg

(EL,) reciprokaval — aranyos. Az elfordulas viszont fliggbleges eltolodast is okoz!

Hogyan alakul a trambulin lehajlasa a mtiugr6 alatt?

Ha a gorbiiletet nyomaték okozza, akkor a HUZOTT oldal, ha egyenl6tlen hdmérséklet-valtozas,
akkor a MELEGITETT oldal DOMBORU




18. ELMOZDULASOK SZAMITASA II.

lehajlas szamitasa sulypontszamitas

== Lt} y !
= IS e —— z
gorbiileti dbra keresztmetszeti sikidom

szamitas egymasra halmozassal:

dx dy’
f—] f—]
X [—x 5 y' N
dw =—x (x)(/ — x)dx
p—— 7
dgpy = y(X)dX — dSZr = y’dA

dx dy’
i e
X [—x 5 ' .
dw < — x(x)(/ — x)dx
do,, = K (x)dx — ds, =y'd4

A két Iépés ugyanazon a tarton egylitt:

+...= +...=

A gorbiileti abra altal képviselt AgoyBA megoszl0 elfordulés helyettesithetd az 4B szakaszra es6 45,
abrateriilet nagysagaval azonos mértékii, 4z, sulypontjaba képzelt koncentralt elfordulassal.
Az eltolodas tehat Az ,-nak az eltolt pont fliggdlegesére vett statikai nyomatékaval egyenld.




18. ELMOZDULASOK SZAMITASA Il

mintafeladat

@ A korabban mar targyalt mtiugrés feladat néhdny adata ismétlésképpen:
/=3 m (hossz), a = 40 cm (szélesség), b = 5 cm (vastagsag)
E =15 GPa (rugalmassagi modulus), illetve adott nyomatéki abra.

a) Hatarozzuk meg a K konzolvég lehajlasat!
b) Hanyadrésze a lehajléas az a) esethez képest, ha a mliugr6 a deszka kdzepén all?

1G=0,9 kN
L K
X

1

2,7 kNm z

me -5°
@) 1, = ¥ —4167em" 5 EI,=62,5 kNm”.

2 )
432102 1/m M
€ K=—"

mem " E,
@ Ly

Kiindulés: a konzol bal vége befogott, tehat abszolut elfordulasa és eltolodasa egyarant zérus; a
K konzolvég lehajlasa csak a «, (M) abratol fligg, melyek sulypontja a faltol xg = 1 m-re van:

-2
) we = —Ap(l-x,) = me = 0.1296m (lefeld).
b)  1.35KkNm
-2
2,16:107 1/m W = %-mm — 0,04050m (lefeld).

@W@mmm

@ Fejezziik ki az [ hosszasagu, E1, hajlitomerevsegii konzol vegpontjanak lehajlasat az alabb
vazolt esetekben!

LR pl’ oM
mﬁ%ﬂmm T i

() b () "3 () <

" _ _Fr y _ ol _ M
K 3EI K S8 EI K 2EI



18. ELMOZDULASOK SZAMITASA IV.

@ A szimmetria felhasznalasaval igazoljuk az / tamaszkozi, E1, hajlitomerevsegii kéttmasza
tartok kozépkeresztmetszetére vonatkozé alabbi lehajlasi képleteket!

A %HH.HH%I’
Wty , = Spl’ m
K48 El, t KT384EI,

Rajzoljuk meg a tartok alakhelyes nyomatéki, illetve deformécios abrajat!

___________________________________________________




18. ELMOZDULASOK SZAMITASA V.

Hatarozzuk meg az egyenldtlen hdmérséklet-valtozas okozta lehajlast a konzolvégen!
A geometriai és hdmérsékleti adatok az abra szerintiek, a lineéris hotagulési egyiitthato a.

ATy<0

[
—— .
z h I S

% z
() AT AT LR
o ”h A AT,>0
AT —AT, —a(AT —AT )I?
WK__a a f li_ (X( a /)
h 2 2 h

M M
— | = — + )

=gt AT, @ s @ ¥

A K: kinematikai teherrel terhelt, mindkét végén befogott rad nyomatéki reakcidja: M =« EI

TARTALEK: Rajzoljuk meg az egyik végén befogott, masikon gorgés tdmaszi tartd
egyenldtlen hdmérséklet-valtozas hatasara 1étrejovo alakhelyes deformacids abrajat!
Szamitsuk is ki a befogési reakciot! AT,<0

} ’K.X - X
—— | T

4

AT,>0

_ T
M==«El,




19. FERDE HAJLITAS I.

A fesziiltségek meghatarozasa két egyenes hajlitas egymasra halmozasaval.
A fesziiltségi abrakat az egyenes hajlitasokhoz kiilon-kiilon is felrajzolhatjuk.

M M M .

y — y
K. .= O, ——F  Z————
"E, 1,71
A semleges tengely (u) iranyszoge (B) o, fenti kepletebdl:

M,
z E[z tgﬂ — i — ley MZ
y M, I, M

= tga
Y

tgf>tga — f>a,azaz
a semleges tengely M ¢és a 2. firany kozott!

eléjelek
inkabb szemléletbdl: X ] ]




19. FERDE HAJLITAS II.

Ismétlés:
Megoldas: egymasra halmozas (szuperpozicid) alapjan. (Lasd a 13. ora végét!)

- A keresztmetszet sikjdban elhelyezkedd 4ltalanos irdnyG nyomatékvektort a
keresztmetszeti foiranyoknak megfeleléen felbontjuk.

- A felbontott nyomatékvektor alapjan a feladatot két egyenes hajlitas esetére vezetjiik
vissza.

- A keresztmetszeten beliill egy tetszéleges pont normalfesziiltsége a két egyenes
hajlitasbol szarmazo fesziiltségértékek 6sszegeként hatdrozhatd meg.

- A fesziiltségek eldjeleit a nyomatékvektor iranya alapjan szemléletbdl hatarozzuk meg.

M M
o =+—2>z74+

i

Egyenes vagy ferde hajlitas?

M M M /M
b —> a —> a a
M
a a d a
a
M M
M
b M b‘EM a‘E .
r r
a r
a a

V.V M
v a a a M
a a — a
M a M M bG_-»
a
a
a vV a




19. FERDE HAJLITAS III.

Szamitsuk ki a fesziiltségeket a szimmetrikus ,,L”” szelvény jeldlt csticspontjaiban, ha adott
a sulypont helyzete, valamint a keresztmetszet tehetetlenségi fonyomatékai!

e=425cm; I, = 1430 cm*; 1, = 370 cm*

15

=3 kN/
q m i L 2=4596cm
AN AL @ A2

g eV2=6,010cm
l— 1,5m —|— g
S e %
®_ i I
B
_ o 'Y —l— C. max
M= 3375 INm 50 m + @)=
¢
Meghatarozando:

0,,0, €50,.

Megjegyzés: Az eredd semleges tengely mindig a 2-es
foirany ¢és a nyomatékvektor irdnya kozotti
hegyesszogl tartomanyba esik!

M




19. FERDE HAJLITAS IV.

Szamitsuk ki a fesziiltségeket a haromszogkeresztmetszet csicspontjaiban! Hatarozzuk meg
a fesziiltség maximalis €s minimalis értékét!

Y|
F k M_Mmax —|_
=5 kN 7 n 0 Meghatérozando:
f IZ/ S 4+ 0,,0,,0.,1lletves éso .
+ I=12m —+ ¢ | B
. +15 c\m—|—
¢

o [MPa] y
D=y
5 XM
S
C/ M, ;
A

N+

Altalaban: ha M mer6leges egy tetszéleges haromszog AB
oldalara, a semleges tengely mindig a C csucson megy at,
mivel az ilyen u-bol szarmazé fesziiltségeloszlas huzo- és
nyomofesziiltségi ereddje (N* és N) AB-tdl egyenld
tavolsagra van, azaz nyomatéki ereddjiik arra merdleges.

Megjegyzés: ferde hajlitdsnal a fesziiltségi abrat célszeri mindig két abrara bontani az
egyenes hajlitasi komponenseknek megfeleléen. Az eredé semleges tengely mindig a 2-es
foirany és a nyomatékvektor irdnya kozotti hegyesszogl tartomanyba esik!




19. FERDE HAJLITAS V.

Ellendrizziik a tartot hajlitasra!
Javaslat: E16sz6r gondoljuk végig, melyik keresztmetszetben, és azon beliil hol keletkeznek a
mértékado normalfesziiltségek!

T a+t
+ g, =3 kN/m s=3m
y F,=10kN a=8cm
b s =xiaoMpa DT 15em
_|_
Vz

My,max
S b




20. KULPONTOS HUZAS-NYOMAS |.

A kiilpontos hiizas-nyomads fogalma: =

a rudelem hatérol6 keresztmetszeteire F F
azok sikjara merdleges, de a sulyponton

at nem meno hatasvonala eré hat

12 '

kiilpontos huzas / nyomas <
hajlitas + kozpontos huzas / nyomas

F = (N, M, M,)

= a rudelem deformécidja: minden pont eltolodasa tengelyiranyd, lasd egyenletes nyulas
(kozpontos huzas-nyomas), ill. Bernoulli — Navier-hipotézis (hajlitas, klasszikus elmélet)

Fesziiltségeloszlasok egymasra halmozasa az eddig
tanultak alapjan (tfh. a hajlitas y koriil egyenes)
ha az anyag hizdsnak és nyomasnak is ellenall:

X

A
(%)
A
—
A
—

- + - -
e

(hasonldan ferde hajlitasra is)

Fesziiltségek szamitasa: N/A4 €s a hajlitasnal targyalt
egymasra halmozas segitségével.




20. KULPONTOS HUZAS-NYOMAS II.

Vegyiik szemiigyre a képen lathato jobb oldali alul befogott vasbeton oszlopot! A legfelsé
gerenda az oszlop fels6 keresztmetszetének sulyponjahoz képest kiilpontos pozicioban
terhel rd az oszlopra. Ugyanigy az oszlop kozbens6 szakaszain a szintek fodémjeit tartd
gerenddk is kiilpontosan (révid konzol) adnak 4t normaler6t az oszlopnak. Az emlitett
esetek a kiilpontos nyomas tipikus esetei.

Abban az esetben, ha a keresztmetszet hlizasnak és nyomasnak is egyarant ellenall, akkor
a feladat visszavezethetd kozpontos huzas-nyomas és hajlitas egymasra halmozasara.
Elészor a Kkiilpontos normaler6t a keresztmetszet sulypontjara redukaljuk. A
keresztmetszet egy tetszOleges pontjanak normalfesziiltsége a kozpontos huzas-nyomasnal
¢és a hajlitasnal tanult fesziiltségszamitasi formuldk felhasznéalasaval hatdrozhaté meg a
szuperpozicio segitségével:

N M, M,
e A S

y z

a semleges tengely M és a 2. foirany kozott,
de a semleges tengely (1) nem megy at a stilyponton!




20. KULPONTOS HUZAS-NYOMAS III.

@ Hatarozzuk meg a keresztmetszetben a normalfesziiltségeket! (ismétlés, lasd az el6z6 orat)

+ +
(@\] ZS
+L—S +
y \a
& o =55,305°
RV M=3,1623 kNm
_|_
z
+2+2+2+
A B
F] S lc
M
y 4
Ml Y
E | D

o [MPa]

A keresztmetszetet egyenes
hajlitdsra mar vizsgaltuk:

z¢=2,2cm
Iy= 57,867 cm*
I =38,667 cm*

<« Ez az 4brarészlet mar korabban szerepelt!

Maximalis normdlfesziiltség keresése:

- vagy megvizsgalunk minden konvex sarkot,
amely a semleges tengelytdl legtavolabb eshet,

- vagy megallapitjuk a semleges tengely
meredekségét, majd megkeressiik a két
legtavolabb  fekvd  pontot  (gdrbevonalu
keresztmetszetnél csak ez az ut jarhato).




20. KULPONTOS HUZAS-NYOMAS IV.

Huzasnak és nyomasnak egyarant ellenallo keresztmetszet

@ Hatarozzuk meg a fesziiltségek szélsdértékeit!

<
+O";t VL + A=20 cm?
(@\| z
S § z,=2,2cm
y - ++ T 1 =57,867 cm*
g 0,4 cm ¥ >
< F'=100kN (=) I =38,667 cm*
+
z
+2+242+ N M, M .
F'i(N,My,MZ) O-x—iAi I Zi ]
(k6zpontos erd + nyomatékok): y z

A fesziiltségi szElsoértékek helye valtozatlan (4 és C), a semleges tengely iranya szintén!

Megjegyzések:

- a normalerébdl szarmazo fesziiltségi abra
tetszbleges iranyban vetithetd,

- a semleges tengely a tiszta hajlitashoz
képest onmagaval parhuzamosan tolodik el. o [MPa]




20. KULPONTOS HUZAS-NYOMAS, PELDAK V.

Hatarozzuk meg az oszlopban keletkezd fesziiltségek szélséértékeit, ha a megtadmasztasnal
htzas és nyomas adddhat at!

=] feliilnézet:

= R Tekintsiik a fal b hossziisagi részét! o n\eyz =
15 & * Az igénybevételek x fliggvényében: +
ZHZ| E M, 3
o | y
il e T b T
T == A :
SV el G

— +

=+

+ @ +
MR ONO),
a=60cm

huzasnak és nyomasnak is ellenallo megtdmasztas esetén:

Hatarozzuk meg az F (huzottnak feltételezett!) eré azon helyzeteit, melyek esetén a
semleges tengely rendre az u, €s u, egyenesekkel esik egybe!

+atatat

4 e

+— 2 A= 144 cm?
eZ
+

! [,= 6848 cm*

u I=1216 cm*

1 z




21. ABELSO MAG FOGALMA L.

Kilpontos normaler6bdél szarmazo fesziiltségek linearisan rugalmas anyag esetén

Kiilpontos nyomoerobdl szarmazo normalfesziiltségek, ha a nyomoero az egyik
tehetetlenségi fotengely mentén miikodik (nyomas + egyenes hajlitds):

N"a sulypontban: N tavolodik a sulyponttol:
Tiszta nyomas Egyre egyenl6tlenebb fesziiltség eloszlas, egyre meredekebb o dbra.
Konstans o

(A stlypontban a normalfesziiltség nem valtozik.)

« > | -

csak nyomofesziiltség ¢bred huzofesziiltség is ébred

Hatarallapot:
a keresztmetszet sz¢€lén zérus normalfesziiltség.

Kiilpontos nyomas, ha a nyomoero nem tehetetlensegi fotengely mentén miikodik
(nyomds + ferde hajlitas):

A kiilpontos nyoméerd “csak nyomas” €s “hizas-nyomas” kozotti

hatarhelyzetei (a maximalis normalfesziiltség zérus):

- ha ezen a tartomanyon beliil hat kiilpontos nyomas a

keresztmetszetre, akkor a teljes keresztmetszetben mindenhol
P O

csak nyomofesziiltségek ébrednek,

- ha N' tamadaspontja ezen a tartomanyon kiviil esik, akkor huzofesziiltségek is kialakulnak a

keresztmetszet egy részében. === E7 3 tartomany a keresztmetszet belsé magja.

A bels6é mag

A belsé mag azon kiilpontos nyomderdk tdmadaspontjainak mértani helye, melyekbdl
linedrisan rugalmas anyagi viselkedés esetén sehol nem keletkezik a keresztmetszetben huzé
normalfesziiltség.

A bels6 mag igazolhatéan konvex, tomor tartomany.




21. ABELSO MAG FOGALMA L.

Az abran lathatd kdoszlop legfolsd keresztmetszete jO kozelitéssel korlapnak tekinthetd,
amelynek atmérdje 80 cm. A keresztmetszetet felilrl egy fiiggdlegesen lefelé hato erd
terheli. Legfeljebb mekkora lehet a nyomoerd kiilpontossaga, hogy a keresztmetszetnek még
minden pontja nyomott legyen?

Jerash, Jordania
Forras: L. Papaloizou, P. Komodromos,
Procs. 15WCEE, Lisboa, 2012 T——

A korszimmetria miatt a belsé mag kor lesz, melynek sugara a keresett kiilpontossag.
N'-nek azt a helyzetét keressiik, amikor jobb szélen a nyomofesziiltség zérus:

NN e

YRy R=0, innen e:§=100m

Hol helyezhetjiik el a keresztmetszet sikjaban az F nagysagu nyomoer6t, ha azt akarjuk, hogy
sehol ne ébredjen huzofesziiltség a keresztmetszetben?

+ Keressiik:
(v, zr) koordinataju pontokat, amelyre o, < 0 minden pontban.

a legkisebb olyan konvex sikidom, amely ||
a vizsgalt keresztmetszet minden pontjat
tartalmazza.

(@
+
Y g A keresztmetszet konvex burka:
<
+

z

+24+242+4 Ha a konvex burok sarokpontjaiban nincs
htzas, akkor (és csak akkor) az eredeti
keresztmetszet pontjaiban sincs.

téglalapot vizsgaltuk. C

Mult 6rai példa: Az I-tartd helyett az azt befoglalo | l | l

L |




21. ABELSO MAG FOGALMA Il

T 4=20cm?
G s~ F c Zs  zg=22cm
B — —— —+
y Zr L F 1 =57,867 cm*
F ZF y
Ve 1=38,667 cm*
Fyp
E D

Az A pont vizsgélata:

Az A pontban ne keletkezzen huzas:

F- F-
o, =L 4720 5y TV 5o
4 1, 1.
Innen: z,< +1,3152+ 2,0408 -y,
o ,=0-ra: zp= +1,3152+2,0408 -y,

Igénybevételek az (yr, zp) helyzeti
kiilpontos nyomderébdl:

F=(N, M, M)

®

G S|/ C
: /
E// \
o,=0 g

==> Alila egyenes egyenlete.

A lila egyenes folott miikodd nyomderdk nyomast okoznak az 4 pontban.

A B pont vizsgalata:

A B pontban ne keletkezzen hlizés:

A D és E pont vizsgélata:

A C és G pont vizsgilata:

A TB
G S C
y
E D
z
A B
G S C
y
EOT©OD
zZ
A B
GL S ©C
y
E D
z




21. ABELSO MAG FOGALMA IV.

A teljes keresztmetszet egyik pontjaban sem keletkezik huzas,
ha mind a hat feltétel teljestil, azaz, ha a kiilpontos nyomober6 a
hat egyenes altal kozbezart tartomanyba esik. Ez a

keresztmetszet bels6 magja. \ Y /

Megjegyzések:

- A sulypont mind a hat tartomanynak (¢és igy a bels6é magnak is) bels6 pontja.

(Ha épp a sulypontban hat a nyomoerd a keresztmetszetre, akkor minden pontban ugyanakkora
nyomofesziiltség keletkezik. A stlypont koriil tehat mindig 1étezik egy olyan véges méretii
tartomany, amelyben a kiilpontos nyomoéerd elhelyezheté ugy, hogy mindenhol nyomast
okozzon.)

- A feladatban lattuk, hogy az F erd nagysaga kiesett a feltételi egyenl6tlenségekbdl. Ez

crer

befolyasolja az, hogy mekkora Kkiilpontos eré hat a keresztmetszetre.

- Létezik olyan keresztmetszet, amelynek a belsé magja olyan pontokat is tartalmaz, amelyek
nem pontjai maganak a keresztmetszetnek (példaul a korgylirti, vagy mas lireges vagy konkav
sikidomok). Ha olyan helyre szeretnének kiilpontos nyomderdt tenni a keresztmetszetre, amely
nem pontja a keresztmetszetnek, akkor ez pl. valamilyen teheratado lappal oldhaté meg.

Hasonl6 médon barmilyen mas sikidom bels6 magja is elkészithetd.
A kovetkez6 harmat jegyezziik meg!

T Di4
_|_
<D-ost o ®
| ‘ | I | - p—

Kiilpontos normaler6bél szarmazo fesziiltségek csak nyomasnak ellenallé6 anyag esetén

Csak nyomasnak ellendllo anyagok:

Olyan anyagok, amelyeknek huzészilardsaga zérus vagy elhanyagolhatdan kicsi.

Példaul: régi készerkezetek

L

Romai kori vizvezeték Gotikus boltozat pillére
Forras: rogerdhansen.wordpress.com Forrdas: www.123rf.com




21. ABELSO MAG FOGALMA V.

szaraz homok, vagy kavics

BN

Homokdiine Zﬂzottko dgyaz.
Forrads: wallpaperest.com Forrds: 123rf-com
Viselkedéstiik:
A Oy Egytengelyl fesziiltségallapotban:
- a negativ fajlagos nyulasok nyomofesziiltséggel jarnak,
)gx - a pozitiv fajlagos nyulasokbol nem keletkezik huzofesziiltség
AE (az anyag ellendllas nélkiil nyujthato).
1 - Ez nemlinedris anyagi viselkedés, a korabban levezetett
Osszefliggések nem minden esetben érvényesek.
Alapfeltevesek:

- szimmetrikus keresztmetszet

- a kiilpontos nyomoerd tdmadaspontja legyen rajta szimmetriatengelyen

(kozpontos nyomas + egyenes hajlitas)
- sik keresztmetszetek elve
- homogén, linedrisan rugalmas anyag (Hooke-torvény)

- Barmely pontban a nyomofesziiltség egyenesen aranyos a fajlagos 6sszenyomodéassal,

de a fajlagos megnyulasbol nem keletkezik huzofesziiltség.

A nyomofesziiltségek eloszldsa:

O L -
\ -
v 7
\ 7~
A nyomoderd a bels6d A nyomoberd a belsd
magon beliil hat: mag peremén hat:
A semleges tengely épp

érinti a keresztmetszetet.

- linearis anyagi viselkedés
- a korabban levezetett 6sszefiiggések érvényesek
- a normalfesziiltségek meghatdrozasa egymasra halmozassal

A nyomoderd a belsd
magon kiviil hat:

A keresztmetszetnek csak egy
részén keletkezik
normalfesziiltség, ez a
tartomény a dolgozo rész.




21. ABELSO MAG FOGALMA VI.

Keressiik a semleges tengely helyzetét (a dolgozo részt) és a minimadlis
normalfesziiltséget:

| STATIKAI egyenletek |

YF.. N'= fax(y’, z") d4
(4g)
YM; My= [o,(v',z) 2" d4
(A,)

Y M, . afesziiltségrendszer
szimmetrikus z"-re

A vetiileti egyensulybol:

ZFix: N,(y')Z’) = f O-x(y”Z,)dA

(4,)

A nyomatéki egyensulybol:

Ismertnek tekintjiik:

- a keresztmetszet geometriajat

- a kiilpontos nyomoerd nagysagat: N’
- a kiilpontos nyomoerd helyzetét: ¢

A kiilpontos nyomoderd és a semleges
tengely tavolsaga: zy

(a kiilpontos nyomoerdétél mindig a
stlypont irdnyaba)

| GEOMETRIAI egyenlet |

e (0, z) =K,z
(fajlagos nyulés a km. egy (y', z") pontjaban)

| ANYAGegyenletek |

A dolgoz6 részen beliil:
ha (y',z")€d,: oy’ z")=Ee(y' 2')
A dolgoz6 részen kiviil:

ha (y',z")¢Ad,: o/ (y',z")=0.

z'dA
)

Ee (y',z')dA = Ex, -
T (

g

ZMiy,: M, = -N" -z, = fax(y’,z’) z'd4| = Ex, f(z’)sz
(4,) (44) 1
v
Ex (z'Vd4 (z')d4 Innen z,, kifejezheto.
Lo TN <Z[> _ _(Afn Sy A
N —N' —Ex f z'dA4 f z'dA4 } Sy, I,
(4,) (4,) Zy = s
y

Vegyiik észre, hogy 1, €s S, is fuigg z)~tol!

Altalanos esetben valamilyen fokozatosan kozelitd numerikus technikaval hatarozhatjuk meg Zy
értékét. Most két egyszerti példara a megoldast megadjuk. Ezeket jegyezziik meg!




21. ABELSO MAG FOGALMA VII.

Teéglalap és egyenloszaru haromszog alaku dolgozo rész esete:

A nyomatéki egyensuly (ZM'y): A normalfesziiltségek ereddje egybe esik a kiilpontos normalerd
l hatdsvonalaval. == F hatdsvonala atmegy a fesziiltségtest
Semleges tengely sulypontjan.
A vetiileti egyensuily (Y F;,): Akiilpontos normalerd nagysaga megegyezik a normalfesziiltségek

ered6jének nagysagaval. ==  F nagysaga egyenlé a fesziiltségtest
Omin térfogataval.

Omin

A fesziiltségtest: A fesziiltségtest: Omin

Ek alak( (haromszog alap hasab). Haromszog alapu gula.

Sulypontja: az oldal harmadaban. Sulypontja: az alap haromszdg magassaganak
Semleges tengely: F-t6] még 2¢ tavolsagra. felében.

Semleges tengely: F-t6l még c tavolsagra.
Térfogata: F:% 3¢ s o, . s sy s s

Térfogata: F:l .20 - o
3 2 min *°

@ Az 4bran lathato beton gattestre a sajat sulya és a bal oldalt 1év6 viztomeg nyomasa hat. A
talajjal valo érintkezési feliilet htizasra nem dolgozik.
A beton ¢és a viz slirlisége: ,6 m
m’
kg A

3
m

pbelon = 2200

lelZ = 1000
2,4m

a) Hatarozzuk meg a gattestre
hat6 viznyomds ereddjét, és Y
helyettesitsiik a gattest sulyat H2,2 m
koncentralt erdkkel!
b) Hatarozzuk meg a gat alja és a talaj kozotti érintkezési feliilet igénybevételeit!
c¢) Dontsiik el, hogy dolgozik-e az egész érintkezési feliilet!
d) Készitsiik el az érintkezési feliiletre hatd normalfesziiltségek diagramjat, a jellemzo értékek
feltiintetésével!

a) A viznyomas ereddje:

Q-%L
Simial .




21. ABELSO MAG FOGALMA VI.

A gattest sulva:

0,80,8
1,6 m

[ 'y

\ »————-——-- -

\
\

A
w
=

e
_

[\)
o
B
Q
Il

b) Az érintkezési feliilet igénybevételei:

0805 Q.G G) =NV, M)

V4

e N

¢) Dolgozik-e az egész érintkezési feliilet?

1. megoldési mod:

Vizsgaljuk meg a legpozitivabb normalfesziiltség eldjelét! Bal oldalon a normalfesziiltség:
o = ﬁ.y%l 1m = —615,09 25,60
max A ]z ” 2,25 2’235/12

1,1 = —55,92+4+6,35 < 0,

tehat dolgozik az egész érintkezési feliilet.

2. megoldasi mod: .
Tegyiik dssze az N és M_igénybevételeket egyetlen N” kiilpontos eréve: (N, M,) = (N)
Majd vizsgaljuk a kiilpontos nyomoerd belsd maghoz viszonyitott helyzetét!
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(N, M) =(N"
e
L |M] 2560 kNcm
I Sk P ~4.16
= | X “ZTN] ~ 615,1kN cm
U R
y : \ y Az N' tédmadéaspontjanak helye a
belsé maghoz képest:
Z Z z
Mz (:) e i
Ly I . y

110cm /3=36,67cm

A kiilpontos nyomoerd tamadaspontja a belsé magon beliil van, tehat dolgozik az egész
érintkezési feliilet.

d) A normalfesziiltségek meghatarozasa:

A legpozitivabb normalfesziiltség a bal oldalon:

o =

max

A legnegativabb normalfesziiltség a jobb oldalon:

o, =

min

A fesziiltségeloszlas:




22. CSAK NYOMASNAK ELLENALLO ANYAGOK I.

Kiilpontos nyomas:

Hatarozzuk meg a falban ébredd normalfesziiltségek sz¢élsoértékeit, ha a talaj a falnak csak
nyomast adhat at!

- 2 + Vizsgaljuk a fal b hosszusagu részét! Feliilnézet:
= = (gyakorlatban:
EH ~ pl. egységnyi hossz, b = Im; =+
Z | S| g itt most: b paraméter) ﬂ]\ly
o] = T A
1 = = Az igénybevételek: L
SV X N és M maximuma x = 0-nal: i
= i‘ ¢ _ h _ pbh’ y
-+ M, = pbh- = H—
thh @@ ety et
a=60cm N = yabh (-)
Korébban lattuk: ha a talaj hizasnak és nyomasnak is ellenall: +
o _ba’
A=ab, 1,=55 $M,
A legnegativabb normalfesziiltség (a jobbsz¢lsé pontokban): b ]\792
O,in=
min _|_ | I
Y
+ 4+
A legpozitivabb normalfesziiltség (a balszélsé pontokban):
max o [MPa]

Most: Ha a talaj csak nyoméasnak 4ll ellen:

SEE




22. CSAK NYOMASNAK ELLENALLO ANYAGOK II.

A pillér és a talaj kozott csak nyomas adodhat at. Hatdrozzuk meg a talajra atadodo
normalfesziiltségek eloszlasat!

Feliilnézet:

>

El6lnézet:

F=5kN
>

+a =0,8 rn+

y =22 kN/m’

| E—
+b=12m -+

>

e? c?

+ h=5m —+

+a =0,8 m—l_

+b=12m+




22. CSAK NYOMASNAK ELLENALLO ANYAGOK III.

@ Hatarozzuk meg a csészelvény belsé magjat!

/>

R=16 cm

=13 cm




