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1. hét. Eldadds: Bevezetés. A legkisebb négyzetek mdodszerével torténd kiegyenlités kiilonbozd
eseteinek dttekintése, pontossdgi mérdszamok. Egy- és kétdimenzios geodéziai halozatok kiegyen-
litése. Az S-transzformacio

A bevezetd eldadasban ismétlés céljabol roviden atismételjiik a Kiegyenlitd szamitasok (BSc) targy
keretében mar megismert kiilonbozé fogalmakat és eljarasokat, amelyek sziikségesek a tovabbiak
megértéséhez. Javasoljuk, hogy a hallgatok felkésziilés céljabol tekintsek at a Kiegyenlit6 szamita-
sok (BSc) targy jegyzetanyagét is. Ugyancsak javasolt az el6adasok, gyakorlatok anyaganak jobb
megértése céljabol a szampéldak és feladatok 6nalldo megoldasa. A hallgato a felkészulés soran az
eléaddsokon, gyakorlatokon és e segédlet anyagan tilmenden a megértés céljabol szlikségesnek
érezheti a felhasznalt irodalom tanulményozasat. Sok ilyen anyag, levezetés és példa a Detrekdi A.:
Kiegyenlité szamitasok c. konyvben lelhet6 fel, amely — annak ellenére, hogy a konyvet éppen 20
évvel ezel6tt adtak ki — még ma is fontos segitség a targy ismereteinek elsajatitasahoz.

Bevezetés

A kiegyenlité szamitasok a (nem csak) geodéziai merések matematikai feldolgozasanak alapveto
modszere. A kiegyenlit szamitasok napjainkban is gyorsan fejlodé tudomany. Alkalmazasa a szak-
teruletiinkdn magaban foglalja az egydimenzids magassagi és a kétdimenzios vizszintes hal6zatok
feldolgozasat, a fotogrammetria, a mozgasvizsgalati halozatok és a szatellitageodézia haromdimen-
zi6s halozatainak kiegyenlitését, a tavérzékelési adatok feldolgozasat és bizonyos mérndkgeodéziai
probléméak megoldasat.

A mesterképzés (MSc) keretében oktatott tantargy célja a Kiegyenlitd szamitasok BSc targyban
megszerzett ismeretek tovabbfejlesztése és geodéziai alkalmazésainak bemutatdsa a
foldmérémérnoki gyakorlathoz kozel allo példakon keresztiil. A targy foglalkozik vizszintes és tér-
beli halozatkiegyenlitéssel, a haldzatkiegyenlités pontossagi mérészamainak meghatarozasaval.
Ismerteti a kiilonb6z6 robusztus kiegyenlitési eljarasokat, a durva hibak sziirésenek matematikai
eljarasait. Bemutatja a kiilonb6z6 konfidencia vizsgalati modszereket, valamint a szekvencialis ki-
egyenlitést. A gyakorlatok keretében szampéldakon keresztil megismerkediink a kétdimenzids geo-
déziai halozatok kiegyenlitésével, elvégezziik egy egyszerti GPS haldzat kiegyenlitését a tudoma-
nyos igényl Bernese programmal és megvizsgaljuk a hibaszilirés hatasat a kiegyenlitési eredmé-
nyekre. Elvégezzik a mérések szekvencialis kiegyenlitését is. Megoldjuk a sikbeli Helmert transz-
forméaciot hagyomanyos és robusztus kiegyenlitéssel és dsszehasonlitjuk a kapott eredményeket. Az
ismeretanyag atadasa kozben torekszink a mérnoki szemléletmod, a melyebb szakmai ismeretek
elsajatitdséra, hogy majd a gyakorlatban felmeriil6 feladatokat is alkotdé médon tudjuk kezelni és
megoldani.

A matematikai modell

A mérési eredmenyek matematikai feldolgozadsanak eléfeltétele, hogy a bonyolult folyamatokat,
rendszereket matematikailag kezelheté formaban irjuk el. Ennek a célnak érdekében méréseinkkor
¢s azok eredményeinek feldolgozasakor célszerli megfelel6 matematikai modellt valasztani.

A modell matematikai kezelhetdsége érdekében a modellalkotaskor célszerii és sziikséges egyszeri-
sit6 feltételezésekkel élni. Altalaban minél tobb egyszeriisitd feltételezéssel éliink, annal kénnyeb-
ben lesz kezelhet6 a matematikai modelliink, viszont annal kevésbé tiikkrozi hiien a valdsagot. A
modell jellegét megszabja a mérés célja is.

A valasztott modellt célszertiségi okokbol altalaban két részre:

e afunkcionalis és



e asztochasztikus

modellre bontjuk. A funkcionalis modell tartalmazza a valasztott modellben szerepld determiniszti-
kus jellegli geometriai, fizikai Osszefliggéseket. A sztochasztikus modellben a vizsgalt jelenség és a
mérések véletlen jellegli hibaira vonatkoz6 valdszinliségelméleti, matematikai statisztikai feltétele-
zéseinket foglaljuk 6ssze. A funkcionalis és sztochasztikus modell szoros kapcsolatban van egy-
massal. Ha az egyiket kivalasztottuk, abbdl altalaban kdvetkezik mar a masiknak a lehetséges meg-
valasztasa

Példak a funkcionalis modellre: szintfelulet = sik (geodéziai mérések feldolgozasa); kép = targy
centralis vetitésével keletkezik (fotogrammetriai mérések feldolgozasa); mesterséges hold palyaja =
Kepler-féle ellipszispalya (mesterséges holdak méréseinek feldolgozasa).

A legkisebb négyzetek modszere a geodéziaban és a fotogrammetridban legelterjedtebben alkalma-
zott becslési eljaras, a valosziniiségi valtozok varhato értékeinek és kovariancia matrixanak becslé-
sére szolgal. Felfoghatd, mint L2 normaju becslés. A legkisebb négyzetek modszere alkalmazasa-
nak nem eldfeltétele a mérések eloszlasdnak ismerete, csupdn a mérési eredmények kovariancia
matrixat vagy egy azzal aranyos matrixot kell ismernink.

A legkisebb négyzetek elvének kidolgozdsa Gauss nevéhez kotédik, aki az 1800-as évek elején tette
kdzzé eredményeit. Az alkalmazasanak vannak feltételei:

e Legyen folos mérésiink (jele: f), azaz a mért mennyiségek n szdmanak nagyobbnak kell
lennie a feladat egyértelmii meghatarozasahoz sziikséges adatok (jele: s) szamanal. Kép-
letben:

f=n-s>0
e Ismerjiik méréseink sulyviszonyait.
e Méreseinket ne terheljék durva hibak.

A legkisebb négyzetek modszere az L; mérési eredmenyekhez ugy rendel v; javitasokat, hogy mi-
kdzben megsziinteti a mérési eredményekben taldlhato ellentmondasokat, a javitasokra igaz, hogy
sulyozott négyzetdsszeguk minimalis lesz:

v* PLL v=min
A javitassal mddositott mérési eredmeényt nevezziik kiegyenlitett mérési eredménynek:
U =L +v.

A legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasakor felhasznalunk nem mért mennyiségeket is.
Ezeket paramétereknek nevezzik. Paraméterek lehetnek példaul egy pont koordinatai sz6g- és ta-
volsagmérési haldzatokban. Altalanossagban tételezziik fel, hogy valamely feladat megoldéaséhoz r
szamu n, 72, ..., 7 paramétert hasznalunk fel. A paraméterek kiegyenlitésbdl nyert értékei legye-
nek Xi, X, ..., X;. A feladatok megoldésakor altalaban a paraméterek Xio, Xz, ..., Xro elézetes érte-
keibol indulunk ki, s a kiegyenlitésbdl csupan azok Xi, Xo, ..., X, valtozésait hatdrozzuk meg. A felso-
rolt mennyiségek kozotti kapesolat a kovetkezo:

Xj :on +Xj.

A kiegyenlitd szamitasokban az 71, #2, ..., #r paramétereket altaldban nem tekintik valdsziniiségi
valtozonak. A valoszinliségi valtozonak nem tekintett paraméterek kiegyenlitett értékei mivel azo-
kat a mérési eredmények, tehat valdsziniiségi valtozok fliggvényeiként hatarozzuk meg — mar valo-
szinliségi valtozok lesznek.

A funkcionalis modellbél adodo geometriai, fizikai torvényszeriiségeket feltételi egyenletekkel ir-
hatjuk le. A feltételi egyenletekben altalanossagban mért mennyiségek és paraméterek szerepelnek.
A feltételi egyenleteknek fenn kell allniuk a mérési eredményeket jellemz6 &, &, ..., & valdszini-



ségi valtozok varhatd értékeire és az #1, 72, ..., nr paraméterekre, tovabba a varhatd érték becsléséil
szolgélo Uy, Uy, ..., U, kiegyenlitett mérési eredményekre es a paraméterek Xi, X, ..., X; becsléseire
IS.

A feltételi egyenletek gyakorlati szempontbdl érdekes specidlis esetei a kovetkezok:

1. A feltételi egyenletben egyetlen mért mennyiség €s az azzal kapcsolatban 1évé paraméterek for-
dulnak elé. A feltételi egyenletnek ezt a tipusat kozvetité (egyes szerzOk szerint észlelési) egyenlet-
nek nevezzuk.

2. A feltételi egyenletben csak mért mennyisegek szerepelnek.
3. A feltételi egyenletben csak paraméterek szerepelnek.
Ezt a feltételi egyenlettipust kényszerfeltételnek nevezziik.

A feltételi egyenletek — igy azok specialis tipusai is — a funkcionalis modellbél adoddan lehetnek
linearisak €s nem linearisak. A legkisebb négyzetek alkalmazéasanak eldfeltétele linedris 0sszefiig-
gések felhasznalasa. Ennek az eléfeltételnek a kdvetkeztében a nem linearis feltételi egyenleteket
linearizalni kell. A feltételi egyenletek linearizalasat altaldban Taylor-sorba fejtéssel végezziik, s a
masod- és magasabb rendii tagokat elhanyagoljuk. A sorbafejtést a mérési eredmények értékeinél és
a keresett paraméterek eldzetes értékeinél végezhetjiik el. A paraméterek eldzetes értékeit gyakran
valamilyen kevésbé szamitasigényes eljarassal hatarozzuk meg. Tobbszor eléfordul — kilondsen
fotogrammetriai kiegyenlitesekkor —,hogy az el6zetes értékeket a kiegyenlitéshez felhasznalt szami-
tasi eljarassal és programmal hatarozzuk meg. llyenkor a szamitast addig kell ismételni, amig a pa-
raméterek elézetes értékének valtozasai nem 1épnek til egy elére megszabott értéket. A most leirt
eljaras — a legkisebb négyzetek modszerét tekintve — nem iteracios, mivel az ismételt szamitas csu-
pén a sorbafejtéshez sziikséges eldzetes értékek felvételét szolgalta.

Megemlitjiik, hogy a paraméterekre linearis feltételi egyenleteket is igen gyakran a paraméterek
elézetes értékeinél ,,sorbafejtik”, mivel szamitasi szempontbol kedvezébb a viszonylag kisebb érté-
kii valtozasok meghatarozasa.

A legkisebb négyzetek modszere alkalmazasanak esetei

Az egyes feladatok megoldasakor — a feladat jellegétol és szamitastechnikai megfontolasoktol fiig-
gben — a legkisebb négyzetek modszeret kiilonboz6 formaban alkalmazzak. A szdba joheté modsze-
rek csoportositasa legtobbszor a kiegyenlitéskor felhasznalt feltételi egyenletek jellege szerint torté-
nik.

A felhasznalt feltételi egyenletek jellege szerinti csoportositas alapjan a leggyakrabban eléforduld
két eset a kozvetitd egyenletek és a csak mérési eredményeket tartalmazo feltételi egyenletek alap-
jan torténd kiegyenlités. A kozvetitd egyenletek alapjan torténd kiegyenlitést a szakirodalomban
kozvetett meresek kiegyenlitésenek, vagy paraméteres kiegyenlitésnek is nevezik. A kdzvetett meré-
sek kiegyenlitése elnevezés arra a tényre utal, hogy a mérések nem azokra a mennyiségekre vonat-
koznak, amelyeket vegiil felhasznalunk. A csak merési eredményeket tartalmazo feltételi egyenletek
alapjan torténd kiegyenlitést kdzvetlen mérések kiegyenlitésének vagy korrelatas kiegyenlitésnek is
nevezik. A magyar szakirodalomban a két alapvetd esetre a I1. €s a IIl. kiegyenlitési csoport elneve-
zést is hasznaljak. A két alapvetd eset szemléltetésére képzeljiik el, hogy valamely haromszdgben
megmertiink harom oldalt és harom szdget. Ha meréseink alapjan az oldalak, a sz6gek kiegyenlitett
értékeit és a hdromszog csucspontjainak koordinatait (azaz a paramétereket) akarjuk meghatarozni,
akkor a feladatot kozvetité egyenletek alkalmazasaval oldhatjuk meg. Ha viszont csupan a kiegyen-
litett oldalak és sz6gek meghatarozasara toreksziink, akkor a csak mért mennyiségeket tartalmazo
feltételi egyenleteket hasznalhatjuk fel.



A legkisebb négyzetek modszerének ritkabban el6forduld (bar a két alapesetnél elméletileg altala-
nosabb) esetei a kovetkezok:

o kiegyenlités kozvetité és kényszerfeltételi egyenletek felhasznalasaval (IV. kiegyenlitési
csoport),

e kiegyenlités mért mennyiségeket és paramétereket tartalmazo feltételi egyenletekkel (V. ki-
egyenlitési csoport),

e kiegyenlités mért mennyiségeket és paramétereket tartalmazé feltételi egyenletekkel és
kényszerfeltételi egyenletekkel (V1. kiegyenlitési csoport).

A felhasznalt feltételi egyenletek fajtai szerinti altalanosan elterjedt csoportositds mellett egyéb
szempontok szerinti csoportositasok is indokoltak lehetnek. Ilyenek példaul a kdvetkezok:

e valamennyi mérési eredmény egyuttes kKiegyenlitése vagy a meérések bizonyos csoportjain
alapuld kiegyenlités,

e az eredeti mérési eredmények alapjan torténd kiegyenlités vagy az eredeti mérések fuggve-
nyein, az an. fiktiv mérési eredmeényeken alapul6 kiegyenlités.

Altalanos elvként megemlithetjiik, hogy ugyanazon mérési eredményekbél kiindulva azonos ki-
egyenlitett mérési eredményekhez kell jutnunk, barmely most felsorolt médszert alkalmazzuk.

Pontossagi méroszamok

Valamely L mérési eredmény ¢ hibaja definiciészertien az L mérési eredmény és a A hibatlan értek
kilonbsége:

e=L-4.
A 4 hibatlan erték az esetek tulnyomo részében nem ismert, igy az ¢ hiba ertékét sem ismerjuk. A
hibaelméletben a hibakat eredetiik és jelleglik szerint szokas csoportositani. Eredetik szerint a hibak

lehetnek személyi eredetii hibak, miiszerhibak, illetve a kiilsé kortilményekbdl adodd hibak. Jelle-
gik szerint durva, szabalyos (modellhiba) vagy szabalytalan (véletlen) jellegii hibakrol beszélink.

A kiilonb6z6 jellegi hibak kimutatasa és figyelembevétele a mérési eredmények feldolgozasanak
egyik alapvet6 problémaja. A kiilonbozoé jellegli hibak kozotti hatarvonal megallapitasa nem mindig
egyértelmii. Ugyanazon hibaforrds hatasara l1étrej6vo hiba lehet egyszer szabalyos, méskor szabaly-
talan jellegti.

A mérési hibakat jellemzé méroészamok

Egyetlen mennyiség mérésekor
A geodéziai és a fotogrammetriai mérések hibainak jellemzésére leggyakrabban hasznalt mérészdm

a kdzephiba:
p=M(e?)

Valamely mérési eredményt jellemz6 kozéphiba a mérési hibak szabdlytalan és szabalyos részeit
jellemzd kozéphibakbol tevddik dssze. A kdzéphiba nem alkalmas a durva hibdk szamszer( jellem-
zésére. Erre a celra a még kimutathato legkisebb durva hiba VL értéket hasznaljuk.

A u kozéphiba alapjan tovabbi, a méréseket jellemzé mennyiségeket szokas levezetni. Ezek a H
relativ kozéphiba, a p suly, a 3 Laplace-féle atlagos hiba és a p valdszinii hiba. Ezek kozul a leg-
gyakrabban hasznalt mennyiség a p suly:



ahol c egy tetszdlegesen valasztott aranyossagi tényez6. Ha a kozéphiba értékét a mérésekbdl be-
csuljuk, akkor a c értekét is gyakran a mérések alapjan hatarozzuk meg. Ebben az esetben ¢ becslé-
sét a sulyegység kdzéphibajanak nevezzik és a jeldlésére altalaban az mg jeldlést hasznaljuk.

Két vagy tobb mennyiség mérésekor

Ha n szamu mennyiség mérését vizsgaljuk, a mérési hibak jellemzésére n szamu g4 kdzéphiba, és
n(n — 1)/2 szamu c;; kovariancia sziikseges. Ezeket egy n x n méretii kovarianciamatrixban foglal-
hatjuk 0ssze:

mll m12 mln

_ m21 m22 m2n
(n,n) !

mnl mn2 mnn

2
ahol my = p, my =my =c;.

Ha a mérési eredményeink fliggetlenek, akkor valamennyi kovariancia zérus, s igy a
kovarianciamatrix atlés matrix lesz.

A méréseket jellemz6 kovarianciamatrixbol tovabbi két, a mérések jellemzésekor gyakran hasznalt
matrix vezethetd le. az egyik matrix a kovarianciamatrixszal aranyos sulykoefficiens-matrix:

0y O - O
Q :i2 M = Oz G2z - Q2o 1
(nn) ¢< (n)

qnl an qnn

ahol ¢? egy aranyossagi tényezd. A sulykoefficiens-métrix elemeinek a dimenzidja megegyezik a
kovarianciamatrix megfelel6 elemeinek a dimenzidjaval. A szakirodalomban gyakran
kofaktormarixnak is nevezik.

A mérések feldolgozasakor hasznalt masik matrix a sulymatrix:

P11 P - Puy
p=Qr= " P P der o,
Pu Pnz = Pm

A kovarianciamatrix, a sulykoefficiens-matrix és a stlymatrix kapcsolatat a kovetkezé 6sszefiiggé-
sekkel irhatjuk le:
M=c*>-Q=c’-P*",
Q= iz M=P*
c

P=Q'=c*M™,

Egy és kétdimenzids geodéziai halézatok kiegyenlitése



Az egy- és kétdimenzids geodéziai haldzatok kiegyenlitésérél mar tanultunk a Kiegyenlit szamita-
sok (BSc) targy keretében. Igy ebben a részben csak rovid attekintést adunk a kiilonboz6 eljarasok-
rol, kiemelve néhany sajatos kiegyenlitési problémat, amely a geodéziai haldzatok kiegyenlitéséhez
kapcsolodik. Részletesebben csak az S-transzformaciordl fogunk szolni.

A geodézia feladatainak megoldasahoz sziikséges ismert geometriai koordinatakkal és gravimetriai
jellemzokkel rendelkezé pontokbol allo halozatok 1étrehozasa. A geodéziai halozatok Kiterjedéstiket
tekintve lehetnek vilag-, kontinentalis-, orszagos-, helyi hal6zatok

A haélozatok jellegiik szerint azoknak a koordinatdknak a szamdval jellemezhetdk, amelyeket az
egyes pontokhoz hozzarendeliink. Ennek megfeleléen mozdulatlannak tekintett pontok esetén meg-
kulonboztetiink

e egydimenzios (1D)

e kétdimenzids (2D)

e haromdimenzios (3D)
haldzatokat.

Ha a pontokat nem tekintjiik mozdulatlannak, akkor valamely ponthoz az id6 — vagy valamilyen
mas valtozé mennyiség — fliggvényében tobb kiilonboz6 (idében valtozo) koordinatat rendellink
hozza.

A hal6zatok kiegyenlitésekor fontos szerepet jatszik a felhasznalt mérések tipusa. Az egydimenzids
halozatok létesitése szintezéssel, trigonometriai magassagmeréssel, illetve gravimetriai mérésekkel
torténik.

A kétdimenzios halozatok létesitése altalaban hosszmérések, szog(irany) mérések, foldrajzi hely-
meghatarozas mérések felhasznalasaval torténik. Kétdimenzids haldzatok létesitésére bizonyos ese-
tekben a fotogrammetria médszerei is felhasznalhatok.

Haromdimenzios hal6zatokat geodéziai, fotogrammetriai, szatellitageodéziai vagy inercialis geodé-
zial mérések felhasznalasaval hoznak 1étre. Gyakran el6fordul, hogy a halozatok létesitésére kiilon-
b6z0 tipusu mérések kombinacidjaval keriil sor.

A geodéziai halozatok kiegyenlitésének mddszerei

A kiiléonb6z6 halozatok 1étrehozasakor altalaban a halozatok egyértelmii meghatarozasahoz sziiksé-
gesnél nagyobb szamu mérést végeznek. Ennek megfeleléen a haldézatok szamitasakor kiegyenlitést
alkalmaznak.

A geodéziai haldzatok kiegyenlitése altalaban a legkisebb négyzetek szerinti (LKN) modszerén ala-
pulod kiegyenlitessel torténik. Az utobbi idében részben hibaszlirési célbol, részben pedig a geomet-
riai jellemz6k meghatarozasa érdekében felhasznélnak robusztus kiegyenlitési eljarasokat.

A kiegyenlités célja lehet a haldzat alakjanak (a kiegyenlitett mérési eredményeknek), illetve a ha-
I6zati pontok koordinatainak meghatarozasa. Ez utdbbi feladatot gyakran két részre bontva oldjak
meg:

1. hélozat alakjdnak meghatarozasa
2. halozat elhelyezese és tajékozasa (halozati datum megadéasa)

A halézatok kiegyenlitésének részét képezi a kiegyenlitett mennyiségek pontossagi és megbizhato-
sagi jellemzoéinek:

— M kovariancia matrix



— VL a még kimutathaté legkisebb durva hiba

meghatarozasa és a hibasziirés elvégzése is. A hibasztrés kiilondsen fontos tdmeges / automata mé-
rérendszerrel nyert adatok feldolgozasakor. Ennek egyik nevezetes modszere az Un. Baarda-féle
,data snooping”.

Az alkalmazott haldzatkiegyenlitési eljarasok:
* 1l kiegy. csoport (kozvetité egyenletek) alapjan paraméterek (koordinatak) meghatarozasa
» 1II. kiegy. csoport (haldzat alakjanak meghatarozasa)

» V. kiegy. csoport (mert mennyiségek és paraméterek), féleg fotogrammetriai halozatok ki-
egyenlitésekor

A haldzatok kiegyenlitését végezhetjuk az eredeti mérési eredmények felhasznalasaval. Gyakorlati
megfontolasok alapjan azonban legtdbbszor az eredeti méréseknél kisebb szama fiktiv mérést képe-
zUnk (= eldzetes kiegyenlités).

A hélozatok kiegyenlitése torténhet az eredeti vagy a fiktiv mérések felhasznalasaval egyetlen 1é-
pésben. Igen gyakran azonban a halézatot toébb 1épésben egyenlitik ki a csoportos, illetve szekven-
cialis kiegyenlités mddszerével.

Ha a halézat kiillonb6z6 rendti halozatokbol tevodik ssze, akkor a kiegyenlités két utjat kovethet-
juk. Hagyomanyosan a kiegyenlités a geodézidban elterjedt, a nagybdl a kicsi felé haladas elvét
kovette. Ez a hierarchikus kiegyenlités: el6szor a magasabb rendii halozatot (6nallé halozat) egyen-
litik ki, majd ennek koordinatait valtozatlannak tekintve az alacsonyabb rendii (beillesztett) haldza-
tot.

A hierarchikus szemléletli kiegyenlités helyett a dinamikus szemléletti kiegyenlités valamely rendii
halozat kiegyenlitesekor a magasabb rendii haldzat pontjait sem tekinti hibatlannak.

A kovetkezékben roviden felsoroljuk, hogy az egyes mérési eredmények feldolgozasa soran altala-
ban milyen el6zetes kiegyenlitést végeznek és ennek soran milyen fiktiv méréseket allitanak el6:

» szintezési haldzatok

— oda-vissza mérések szamtani kbzepe

— eldzetes hibasziirés, a priori kozéphiba
» trigonometriai magassagmereés

- (t, z, h, H) > AZ magassagkuldnbség
* hosszmérések

— tdbb mérés (sulyozott) szamtani kbzepe
* iranymeéresek

—  Z; tajékozasi allandok el6zetes értékei

Egydimenzids halézatok kiegyenlitése — szintezési / trigonometriai magassagmérési halézatok

A kiegyenlités szokasos eljarasai 1. a kozvetitd egyenletekkel illetve 2. a csak mért mennyiségeket
tartalmazo feltételi egyenletek felhasznalasaval torténd kiegyenlités.

1. kozvetito egyenletekkel

Jellemz0i:



— lineéris javitasi egyenletek
— asulymatrix elemei:
pi = ¢ / t2 (t a szintezési szakasz hossza)
pi = ¢?/ ni? (n; a vonalon beliili miiszerallaspontok szama)
Ha nincs ismert magassagu pont, a kovetkez6 eljarasok lehetségesek:
— 1 pont magassagot kap (,,helyi rendszer”)
— altalanositott inverz hasznalata

2. csak mért mennyiségeket tartalmazd feltételi egyenletekkel
Ez az 6nallo szintezesi haldzatok kiegyenlitésének klasszikus mddszere.

Jellemzdi:
— zéart poligonban X £(L; + v;) = 0 (6nallo halozat)

— beillesztett hal6zatban X £(L; + v;) = AZag

Kétdimenzios vizszintes hal6zatok kiegyenlitése
A kiegyenlités altalaban kétféle alapfelileten (ellipszoid vagy sik) torténik.

Ha az alapfelilet ellipszoid, akkor kevesebb redukcié kell, de bonyolultabb 6sszefliggések sziiksé-
gesek. Ha sik, akkor tobb redukcio kell, de egyszeriibb 6sszefliggésekkel szamolhatunk.

A Kkiegyenlitést szinte kizarolag kozvetité egyenleteken alapulo kiegyenlitéssel (1. csoport) végzik.
A kiegyenlités 1épései

— eldzetes kiegyenlités

— tényleges kiegyenlités

— elhelyezés és tajékozas (csak I11. csoportos kiegyenlités esetén)
I1. csoportos kiegyenlités (kozvetité egyenletek)

— elény: azonos tipusi mérésekhez ugyanolyan felépitésii (nem lineéris) kozvetitd egyen-
letek tartoznak (jol automatizalhat0)

— eldny: koordinatak + kiegyenlitett mérések pontossagi jellemzo6i konnyen eléallithatok

— hatrény: szinguléris egyutthatd matrix (6nall6 halozatok esetén) — a defektusnak megfe-
lelé szamu koordinatat onkényesen megkotiink (helyi rendszer)

— hatrany: hibasz{irés elvileg csak a kiegyenlités utan

— hatrany: hibajellemz6k (pl. Qxx) fuggnek a halozati datumtdl — zavaro peremhatés
e datumprobléma megoldasa

— szomszédos pontokra jellemz6 relativ Q axax Sulykoefficiens matrix meghatarozasa

— S-transzformacio (Baarda) — lasd késobb

— tovabbi feltétel megadasa (pl. =x;® = min.) halézat optimalis illesztése adott keretpontok
rendszerébe (kényszeritett pontok)

111. csoportos kiegyenlités (csak mért mennyiségek kdzotti feltételi egyenletek)
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— el6ny: nem fiigg a megoldas a halozati datumtol (6nall6 haldzat)
— hatrany: a feltételi egyenletek felirasa bonyolult
— haétrany: a haldzat elhelyezése, tajékozasa kilon Iépésként szamitandd

— hétrany: a koordinatak Qxx hibajellemzdit hibaterjedéssel kell szamitani a kiegyenlitett
mérések Q.. sulykoefficienseibol

» sulymétrix felvétele a haldzatkiegyenlitéshez

— egyes mérések a priori kdzéphibai (altalaban korrelalatlanok, de pl. a GPS vektorok ese-
tén teljes kovariancia matrix kell)

— pi=c?/p?, ¢ = 1 felvétele indokolt (statisztikai préba durva hiba kimutatésara)

Az alabbi tablazatban az egyes haldzatfajtakra vonatkoz6 datumparamétereket és a megoldando
egyenletrendszer rang defektusanak szamertékeit lathatjuk:

Haldzatfajta Defektus Sziikséges mennyiseg
Szintezési (1D) 1 1 eltolas
Haromszdgelési (2D) A 2 eltolas, 1 elforgatés, 1 méret-
(csak irany- vagy szogmérés) arany
Vegyes (2D
o 9y ( ), ) 3 2 eltolas, 1 elforgatés
(irany- és hosszméres)
Térbeli (3D) . 3 eltolas, 3 elforgatas
fotogrammetriai 1 méretarany
Vegyes . .
o o 6 3 eltolas, 3 elforgatés
(sz0g és hosszméres)

A szingularis egyiitthatomatrixi normalegyenlethez vezetd feladatok megoldasara tobb modszert
dolgoztak ki. A legfontosabb modszerek a kdvetkezok:

a) a defektussal megegyez6 szamu ismeretlen paraméter megkotése,
b) az altalanos inverzek felhasznalasa,
c) megoldas az ismeretlen paraméterekre felirt célfuiggvények felvételével.

Ha a defektussal megegyezd szdmu ismeretlen paramétert rnegkotiink, akkor a normalegyenlet N
egyutthatomatrixanak mérete — a megkdtott paraméterek szamaval csokken, rangja viszont nem
valtozik, igy elérhetd, hogy a defektus zérus értékti legyen. Ezzel biztositjuk, hogy a normalegyen-
let egyutthatomatrixa nem lesz szingularis.

A modszer elénye, hogy igen egyszeri. A modszer hatranya viszont, hogy a megkotott paraméterek
kivalasztasa lényegében onkényes. Ez a hatrany elsésorban a pontossagi mérészamok meghataroza-
sakor erezteti hatasat, mivel ilyenkor a megkotott paraméter hibatlan, mig a tébbi paraméter becslé-
se hibaval terhelt mennyiseég lesz. A megkotott paraméter ,,kozelében 1év6” paraméterek kozéphibai
altalaban kisebbnek, a tavolabbi paraméterek kdzéphibai pedig altalaban nagyobbnak adodnak.
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Az éltalanositott inverzek lehetdséget nytjtanak a szingularis egyiitthatdju normal egyenlethez ve-
zet6 feladatok megoldasara. A lehetséges megoldasok kozil két csoportnak van gyakorlati jelento-
sége:

a) a minimalis normaju megoldasnak,
b) a legkisebb négyzetek szerinti megoldasnak.
A pszeudoinverzek segitségével eléallitott megoldas a kdvetkezé tulajdonsagokkal rendelkezik:
e egyértelmd,
e minimalis normaju,
e alegkisebb négyzetek modszerének megfeleld javitasokat biztosit.

Az altalanositott inverzek felhasznalhatok a kozvetett mérések kényszerfeltételekkel torténd ki-
egyenlitésekor is.

A pszeudoinverzek alkalmazasaval nyert megoldas esetén a kiegyenlitett mérési eredmények és
azok kozéphibai megegyeznek a paraméterek megkdtése esetén nyert kiegyenlitett mérési eredmé-
nyekkel és kozéphibakkal. A két megoldas a kiegyenlitett paraméterek és azok kdzéphibainak érté-
kében tér el egymastol.

Az S-transzformécio

A geodeziai halozatok létesitésekor a gyakorlati szempontbdl leginkabb hasznosithatd eredmenyt a
halozati pontok koordinatai jelentik. A felhasznalt mérések — a foldrajzi helymeghatarozas kivételé-
vel — nem adnak kozvetlen informéciot a pontok koordinataira. A mérési eredmények a kodzvetitd
egyenletek felirdsakor a pontok (altaldban a szomszédos pontok) koordinatakiilénbségeivel hozha-
tok kapcsolatba. Ennek megfeleléen a mérések a kiilonb6z6 haldzatok ,,abszolut” elhelyezéset nem
biztositjak. Csupan a halozat alakjanak és méretenek az egyértelmii meghatarozasara alkalmasak.

Kiilonboz6 okokbol sziikséges lehet a haldzat elhelyezésenek mddositasa anelkil, hogy a halézat
alakja és mérete megvaltoznék. A haldzatok egy ismert elhelyezését a haldzati pontok koordinatai-
val és a koordinatak sulykoefficiens-matrixaval jellemezhetjik. A halozat valamely ismert elhelye-
zéséhez tartoz6 koordinatakbol és azok sulykoefficiens-matrixabol kiindulva egy masik elhelyezés-
hez tartozé koordinatak és sulykoefficiens-matrixok meghatarozasara szolgal a Baarda altal kidol-
gozott S-transzformacié.

Az S-transzformacié targyalasakor induljunk ki egy tetszéleges elhelyezésii halozatbol. A targyalas
altalanossaga érdekében a haldzat dimenzidjara nem tesziink kikotést. A hal6zat meghatarozasahoz
ismernlnk kell a pontok koordinatainak X vektorat, valamint az egyértelmt elhelyezéshez sziiksé-
ges paramétereket tartalmazd Y vektort.

A halozati mérésekhez tartozo linearizalt javitasi egyenleteket a kvetkezd forméban irhatjuk fel:

v=[A, Alz]m—l,

ahol v ajavitasok vektora,
X, Yy a valtozasok,
Aq1, A1 az egyldtthatdmatrixok,
| atisztatag.

A mérési eredmények Py stlymaétrixa ismeretében a fenti javitasi egyenletbdl a kovetkez6 normal-
egyenlet allithato elo:
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|:AI1PLLA11 AIlPLLA12:| |:Xi| — |:AI1PLLIi|
A=1k2 I:)LL'A‘ll AIZ PLL'A\lZ y AIZ I:)LLI .

A normalegyenletet révidebben igy irhatjuk:

e vl
NZl N22 y n2 .

Az egyenletbdl kikiiszobolve az y valtozasokat, csak a koordinatavaltozasokat tartalmazé normal-
egyenlethez jutunk:

N-x=n,
ahol N=N; - NlZN;NZl:
n=n, _leN;nz-

Tekintettel arra, hogy a halozat elhelyezését nem ismerjiuk, a normalegyenlet egyutthatomatrixa
szinguléris lesz. A szingularis egyutthatdju normalegyenletekhez vezeté feladatok megoldasanak
eljarasat alkalmazva az N-X=n egyenletrendszer egy tetsz6leges megoldasa a kovetkezo:

x=N"n,
ahol N~ az N matrix valamely altalanositott inverze.

Az x nem egyértelml, bebizonyithatd tovabba, hogy x a koordinatak torzitott becslése. Az x valtozo
torzitatlan becslését olyan T operator segitségével nyerhetjik, melyre fennall a kdvetkez6 egyenld-
SéQ:

T=TN'N,

Legyen a torzitatlan becsléshez tartozé valtozasok vektora x;. Az x; vektornak is ki kell elégitenie
az N-Xx=n egyenletet:

N-X, =n.
A most felirt egyenletb6l x; egy N; altalanositott reflexiv inverz segitségével fejezheto ki:
X, =Nin,
Az N-x=n osszefliggést felhasznalva felirhatjuk a kapcsolatot az x €s az x; becslések kozott:
X, =N/Nx=S§,-x,
ahol S; =N;N,
Az S; ebben az esetben a transzformaciot jellemzé matrix. Az S; matrixra igaz a kdvetkezo:
NS, =NN;N=N.
Mivel N szimmetrikus, fennall az alabbi egyenléség is:
SINS, =N,

Az N; reflexiv altalanositott inverz, amelyre fennall az N; = N, NN; 6sszefuiggés. Ezt figyelembe
véve belathatjuk, hogy az S; idempotens:

S, S, =N;NN;N=N;N=§,.
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Az X; koordinatak sulykoefficiens-matrixa a kovetkezo:
Quixi =SiN° SI =N,.

A torzitatlan és egyertelmi x¢ koordintavaltozasokhoz akkor jutunk, haaz N-x=n egyenletrend-
szer megoldasahoz a pszeudoinverzet hasznaljuk fel:

Xg =N'n.
Az X és az X¢ valtozasvektorok kapcsolatat a kovetkez6 Sg matrix felhasznaldsaval irhatjuk fel:
Xg =N"Nx=S;x,
ahol Sg =N'N,
Bebizonyithatd, hogy Sg igy is eléallithato:
S, =E-G(G'G)'G",

ahol G az N matrix 4 = 0 sajatértékeihez tartozd sajatvektorokbol feléllitott matrix. A megfelel6
sulykoefficiens-matrix igy alakul:

Qxoxe =SeN™ Sg .
Az S métrixra is fennall az idempotenciara vonatkozo 6sszeftigges, tehat:
Sg S¢ =S¢
Bebizonyithaté tovabba, hogy

Belathatjuk, hogy az S¢ ortogonélis projektor. Az S =E-G(G'G)'G" 6sszefliggést balrol G*
matrixszal megszorozva a kovetkez6 egyenlséghez jutunk:

G'S, =G -G'G(G'G)*G" =0.

A Q,ayxe =SgN™ Sg 0Osszefiiggést szintén balrél G* matrixszal megszorozva és az el6z6 dsszefiig-
gést alkalmazva pedig ezt kapjuk:

G Qyexs =G SgN™ S, =0.

Az X5 =N'NXx=S;X ésa Qg =ScN~ S 0sszefiiggések nem szingularis egyiitthatdji normal-
egyenletbdl nyert x valtozasvektorok és Qxx sulykoefficiens-matrixok esetén is alkalmazhatdk.
Ebben az esetben a matrixot is kell boviteniink a rogzitett koordinatakhoz tartozo zérus sorokkal es
oszlopokkal. Az igy nyert Qxx matrixot kell az emlitett 6sszefuiggésekbe helyettesitenink.

A Qyaxe =ScN™ S¢ képletbdl meghatarozott Qxgxe sUlykoefficiens-matrixra érvényes a kovetke-
z0:
SPQ xexe =Min .

Vagyis az Xp valtozasokhoz tartozé Qxexs Ssulykoefficiens-matrix nyoma a legkisebb a lehetséges
Qxx sUlykoefficiens-matrixok koziil. Ebbél adodik, hogy ilyen valasztas esetén a kiszamitott koor-
dinatak kozéphibainak négyzetdsszege minimalis.

Gyakorlati feladatok megoldasakor gyakran indokolt lehet, hogy ne valamennyi koordinatahoz tar-
tozé kozéphibak négyzetdsszegét, hanem csupan a koordinatdk bizonyos csoportjahoz tartozé ko-

14



zéphibdk négyzetdsszegét minimalizaljuk. Ezt a feladatot is megoldhatjuk egy specialis S-
transzformacio felhasznalasaval.

Bebizonyithato, hogy célszerlien valasztott T matrix segitségével eldallithato egy olyan
S, =E-G(G'TG)'GT

transzformacios matrix, amelyet felhasznalva valamely megoldast jellemzd X, Qxx értékekbdl kiin-
dulva kiszdmithatd a koordinatak bizonyos csoportjahoz minimalis nyomi Qxrxr sulykoefficienset
biztositd megoldas:

X; =S; - X

QXTXT :STQXXS'T' .

Az adott esetben a T matrix olyan diagonalmatrix, amely foatlojaban a vizsgalt pontok koordinatai-
hoz 1-et rendeliink hozza, a f64tlo tobbi eleme viszont zérus.

Ha bevezetjik a
B;=T-G
matrixot, akkor az Sg = Sg 0sszefiiggést igy irhatjuk fel:
S, =E-G(B;G)™'B;.
Levezethetdk a kdvetkezd egyenldségek:

BIS, =0,

B'T'QXTXT =0.

A most bevezetett Sg matrix lehetdséget biztosit arra, hogy gyakorlati feladatok megoldasakor a
halozati pontok koordinata-kozéphibait terhelé peremhatast csokkentsiik.

A gyakorlati feladatok megoldasahoz a fent levezetett 6sszefliggéseket hasznalhatjuk fel. A felsorolt
Osszefliggesek mindegyikében szerepel a A = 0 sajatertékhez tartozo sajatvektorokat tartalmazé G
MAtrix.

A gyakrabban el6forduld haldzattipusok szingularitasat jellemzé d defektus értékek fliggvényében
megadjuk a halozat valamely i-edik pontjdhoz tartozd G sajatvektor-osszetevoket. A haldzat egészét
jellemz6é G matrix a G; matrixok alapjan igy irhato fel:

Gl
G,
G=
Gi
_G r|
Az egydimenzids halozatok esetén d = 1. Ekkor
G, =1.

A kétdimenzids hal6zatok esetén, ha a hald6zatban hosszat is mériink, akkor d = 3. Ennél a halozatti-
pusnal:
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1 0 —X,
G, = ,
01 Y,
Ha a kétdimenzios haldzatban csupan irdnyokat és szogeket mériink, akkor d = 4. A megfelel6 mat-

rix a kovetkezo lesz:
1 0 =X, Y,
G, = ,
01 Y, X,

Haromdimenzios halozatok két leggyakrabban el6forduld esetében:
100 0O Z. -V,

d=6, G=0 10 -2 0 X
001 Y =-X O

és

(0]

Il
H

= O

o O

|

N ©
N
|
<
X

0o X, VY,
001 Y -X 0 Z

d=7,

Gyakorlati szamitasokhoz a pontok koordinatai helyett igen gyakran a sulyponti koordinatakat
hasznaljak fel. Ezzel egyrészt az eléforduld szamértékeket csokkentik, masrészt bizonyos szamitasi
egyszerisitések is lehetdveé valnak.
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2. hét. Gyakorlat: A hdlozatkiegyenlités kiilonbézd modszereinek dsszehasonlitdsa.

A vizszintes geodéziai halozatok kozvetité egyenletekkel torténd kiegyenlitését a BME soskuti
mozgasvizsgalati alapponthaldzat Detrek6i (1991) kényv 9.4.3.9. példajan (465-472. 0.) keresztil
mutatjuk be. Ezzel a példaval egyrészt az a célunk, hogy szemléltessiik a halozati datum kiilonb6z6
modon torténd rogzitésének hatasat a kiegyenlités eredményére. Masrészt az a cél, hogy a hallgatok
akar a sajat méréseik feldolgozasara is alkalmazni, tesztelni tudjak ezeket az eljarasokat, szabadon
elérhetd szoftvereket felhasznalva ehhez.
A BME séskuti mozgésvizsgalati alapponthalozat targyalt példajanak jellemzoi:

A haldzat merései: 6 pont, 29 irany-, 14 tavmeérés

A halozat jellemzdje: szabadhalozat, rang defektus = 3

A halozat geometridjat a kovetkezd dbra mutatja:

A hélozat méréseit szemléltetd alabbi abran az iranyméréseket az iranyra tett ponttal, a thvmérése-
ket rovid vonallal jeldltik:
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A halozat tovabbi jellemz6i:
= 6 iranymérési allaspont
= 29 irdnymérés, ebbol 1 — 2 hianyzik
= 14 tAvmérés, ebbdl 4 — 6 hidnyzik
= egysegesen 1” iranymerési kbzéphiba
= egységesen 0 mm + D*1 mm/km tadvmérési kdzéphiba, ahol D a mért hossz

A szémitashoz a szabad felhasznalasu GNU Gama programot hasznaljuk, amely tobbféle 1/2/3 di-
menzids szabad és beillesztett geodéziai halozat kiegyenlitésére alkalmas, durvahiba sziiréssel, ma-
tematikai statisztikai alapon. Az 1.9.04 és kés6bbi verziok Windows binaris valtozata letdlthet6 a
www.geod.bme.hu honlaprol. A program segitségével magyar nyelvii eredményfajl is készithetd. A
szoftver sajat honlapja: http://www.gnu.org/s/gama/ .

A GNU Gama program egy XML fajlbol vérja a haldzat adatait, ezt a fajlt eléallithatjuk az XML
Notepad programmal, de egy egyszerli szovegszerkesztd (Notepad) is megfeleld erre a célra.

Az alabbi XML dokumentum tipus definicidok (DTD) szuikségesek a programhoz:
e XML input DTD: gama-local.dtd
e TXT/XML output DTD: gama-local-adjustment.dtd

Az eredmények rajzi megjelenitéséhez célszertien a GLE (Graph Layout Engine) programot hasz-
nalhatjuk (http://glx.sourceforge.net). A GLE rendkivul rugalmasan hasznalhato parancsnyelve le-
hetdvé teszi, hogy kiilonboz6 elére elkészitett sablonokat, rajzi algoritmusokat, illetve kiils6 adatal-
loméanyokat felhasznélva allittassuk el6 vele a kiilonb6z6 formatumu rajzi allomanyokat.

Hibaellipszis, konfidencia ellipszis

A vizszintes halozatok esetében valamely pont pontossaganak jellemzésére célszerti eldallitani az
egyes pontok kovariancia-matrixat, és abbol meghatarozni fétengely-transzformécioval a legna-
gyobb és legkisebb kézéphiba értekét és ezek iranyat. A gyakorlatban a halozati pontok jellemzésé-
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re legtdbbszor a hibaellipszist és a ponthibat hasznaljak fel. Az alabbiakban ismertetjik a szamita-
sukhoz sziikséges 6sszefliggéseket.

Az abszolut és relativ hibaellipszisek szamitasat az i. pont kovariancia matrixat

My x,  Mxy,
Mxx = m m
xiYi YiYi

felhasznalva végezhetjik el. A métrix elemeinek a fliggvényeben szamithatok ki a hibaellipszis ten-
gelyhosszai

Mg max = (B%,@%) =My« cos? o +myy sin®a +2my , sinacosa,,

illetve a hibaellipszis tengelyiranya(i) a

2mXiYi

My x. —Myy.

Osszefligges segitségevel. Két pont relativ kovariancia matrixa,
M 4x i AX i M 4 iAY *
MAXijizl: Y = FE My F

(2,2) mAX jiAin mAYJ-iAYJ-i (2.4) (4'21) 1 (4,2)

tg 20 =

is eléallithato, ahol a parcialis derivaltak F matrixa:

-1 0 +1 O
F = _
ey 10 -1 0 +1
P ponthiba:

P=ySpM =} +1) =i+, .

K kbzepes ponthiba:
P
K=—
\/E .
D determinans:
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A kiegyenlitett halozat

D=|M|=24,.

A hél6zat kiegyenlitését haromféle valtozatban készitjik el. A haldzati rang defektus harom, tehat a
datum megadasat példaul bizonyos pontok koordinatainak (6sszesen 3 koordinatanak) a megkoté-
sével érhetjik el. A szabadhaldzatok regularizalasat masrészt kényszeritett pontok segitségével vé-

gezhetjik el. A kényszeritett pontok az alabbi regularizacios kényszert definialjak:

Z(dxi2 +dyi2): min |

ahol a dx, dy a kiegyenlitett koordinatdk korrekcioi és az i 6sszegz6 index végigfut az Osszes
kényszeritett ponton. Méasképpen fogalmazva a kényszeritett pontok halmaza oly médon hatarozza
meg a szabadhalozat kiegyenlitett méretét és alakjat, hogy azzal egyidejiileg transzformélja is azt a
kivalasztott pontok kozelité koordinatainak halmazaba.

A kovetkezOkben a halozat kiegyenlitésének kiilonbozd eseteit targyaljuk.

1. kiegyenlités (ez a Detrek6i, 1991 kdnyv 9.4.3.9-es példaja)

N N
~ N\ \

Y
. A
~ N
~o_ N\
Kiegy2D 9.4.3.9. példa AN
megkdtdtt koordindtdk: TN
4.pont Y, 6. pont Y, X ‘-~H\}§ o

abszolit hiboellipszisek

A kiegyenlités jellemz0i a kovetkezok:

= harom megkotott koordinata van (azaz 1.5 pontot kotéttunk meg),

= illetve a 6.sz. pont hibatlan.

A kiegyenlités pontossaganak szemléltetésére abszolut hibaellipsziseket szamitottunk. Lathato,
hogy mig a 6-0s ponton zérus hibakat kapunk, és a 4. sz. pont hibaellipszise is egy x iranyu
egyenessé fajul el, addig a tdbbi ponton egymashoz hasonlé nagysaguak a szamitott hibaellip-

szisek (egységesen 1 mm koruli a hibaellipszisek nagytengelyeinek a hossza).

2. kiegyenlités:
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1 fix, 1 kényszeritett pont
abszoldt hibaellipszisek

A kiegyenlités jellemz6i:
= 1 megkotott pont (6.)

= 1 kényszeritett pont (4.)
» a6.sz. pont hibatlan

A kiegyenlités pontossaganak szemléltetésére most is abszolut hibaellipsziseket szamitottunk. A
GNU Gama csak egy pont mindkét koordinatajanak egyuttes megkdtésére képes, kuldn-kilén
nem, igy az el6z6 kiegyenlitési példat nem tudtuk reprodukalni vele. Ezzel szemben a kénysze-
reket koordinatanként képes érvényesiteni, igy a 4-es pont y koordinatajat kényszeritettként vet-
tik fel. Lathatd, hogy az eredmények teljesen hasonloak az el6z6 esethez.

3. kiegyenlités:
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6 kényszeritett pont
abszoldt hibaellipszisek

A kiegyenlités jellemz0i ez esetben a kdvetkezok:
= 6 kényszeritett pont,
= egyik sem hibatlan.

A Kkiegyenlités pontossaganak szemléltetésére abszolut hibaellipsziseket szamitottunk. Az abszolut
hibaellipszisekbdl lathato, hogy ez esetben a hibak eloszlasa homogén, mivel nincs megkdotott, csak
kényszeritett pont a halozatban. Az is lathato, hogy a hibaellipszisek mérete kb. a felére csokkent.

Halozatkiegyenlitések dsszehasonlitasa

Az alabbi abran egyuttesen lathatjuk az 1. (2.) és a 3. halozatkiegyenlités 6sszehasonlitasat az ab-
szolut hibaellipszisek tekintetében.
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6 kényszeritett
1.5 megkétott

abszoldt hibaellipszisek

Elmondhatjuk, hogy kényszeritett (nem fix) koordinatak esetében a hibak eloszlasa kedvezébb: az
eloszlas homogén, illetve a hibaellipszisek mérete is kisebb lett.

Relativ hibaellipszisek

A kiegyenlitett halozat pontossagat az egyes pontparokhoz tartozo relativ hibaellipszisek segitsegé-
vel is jellemezhetjlik. Ezek a hibaellipszisek az i-edik és a j-edik pontot 6sszeko6td halozati oldalt
jellemzik, és a koordinataktlonbsegekhez tartozé sulykoefficiensek segitségével szamithatjuk ki
6ket. (Detrekdi, 1991, 9.162-es 0sszefliggés). A 2.-es kiegyenlités (1 megkotott, 1 kényszeritett
pont) esetében ezek az alabbi abran lathatok:
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1 fix, 1 kényszeritett pont
relativ hibaellipszisek J 6

Latszik, hogy a 6-4 pontpar relativ hibaellipszise most egy egyenessé fajult el.
A 3. kiegyenlités esetében (6 kényszeritett pont) a relativ hibaellipszisek igy néznek ki:

6 kényszeritett pont
relativ hibaellipszisek

Az alabbi 6sszehasonlitas a fenti két esetben szamitott relativ hibaellipsziseket egyitt mutatja:
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1 fix, 1 keényszeritett ‘
6 kényszeritett

A relativ hibaellipszisek nagyjabol hasonloak, kivéve a 6-4 pontok relativ hibaellipsziseit. Az is

megfigyelhetd, hogy a 6 kényszeritett pontot tartalmazo esetben a hibaellipszisek kdzelebb allnak a
korokhoz, azaz a hibak kevésbé anizotropok (iranyfiiggok).

A kovetkez6 0sszehasonlitas a tivmeérési kozéphibak valtozasanak hatasat mutatja a kiegyenlitett
pontok pontossagara.

A két 6sszehasonlitott eset fobb jellemzdi a kdvetkezok:
e 6 kényszeritett pont, 1 mm/km tavmeérési kozéphiba

e 6 kényszeritett pont, 2 mm/km tavmeérési kozéphiba

Lathatd, hogy az elvarasnak megfeleléen az abszollt hibaellipszisek mérete kb. +/2 -szeresére nétt,
de a tengelyeik iranya nem valtozott.
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6 kénysz. 2 mm/km
6 kénysz. 1 mm/km

abszolut hibaellipszisek

Ugyanez az 6sszehasonlitas relativ hibaellipsziseket kirajzoltatva az alabbi abran lathato. Latjuk azt,

hogy a relativ hibaellipszisek mérete ismét kb. +/2 -szeresére nétt, de a tengelyeik iranya nem valto-
Zott:

6 kénysz. 1 mm/km
6 kénysz. 2 mm/km

A GNU Gama geodéziai halozatok kiegyenlitésére szolgald programja kimeneti eredményei kdzott
XML forméaban szerepel a kiegyenlitett halozati pontok kovariancia matrixa az alabbi formaban:

<!-- upper part of symmetric matrix band by rows -->

<cov-mat>

<dim>18</dim> <band>17</band>

<flt>9.9362768e-002</flt> <flt>1.0752876¢-002</fit> <flt>-1.6396339¢-002</fit>
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<lcov-mat>
Ebbdl az informéciobdl allithatok eld a hibaellipszisek paraméterei, az el6z6 gyakorlaton megbe-
szeltek szerint.
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3. hét. Eldadds: Haromdimenzios (térbeli) GNSS és fotogrammetriai haldzatok kiegyenlitése

A geodéziai céli pontmeghatarozas hagyomanyos ttjat a kiilonb6z6 pontok vizszintes és magassagi
koordinatainak egymastol elkllonitett meghatarozasa jelenti. Ennek megfeleléen elkiilonitve hoztak
létre vizszintes és magassagi alapponthaldzatokat. Egyrészt a pontossagi igények, masrészt a fel-
hasznalt méréeszkozok fejlodése kovetkeztében a helymeghatarozas hagyomanyos modszere mel-
lett egyre gyakrabban kertil sor a pontok koordinatainak egyetlen haromdimenzids térbeli rendszer-
ben torténé meghatarozasara. A haromdimenzids halozatok kiegyenlitésének célja a pontok koordi-
natainak meghatarozasa valamely térbeli koordinata-rendszerben.

A haromdimenzids (3D) halozatkiegyenlitest legtébbszor a Fold (témeg)kdzéppontjahoz és forgas-
tengelyéhez kotott geocentrikus, vagy a kiilonboz6 foldi pontokhoz kotott topocentrikus derékszogii
koordinata-rendszerben végzik. Haromdimenzios kiegyenlitésnek tekintik a pontok vizszintes és
magassagi koordinatainak egyidejii meghatarozasat is.

A haromdimenzios haldzatok létrehozasara felhasznalhatok 6nalléan vagy egymassal kombinalva a
geodéziai, a fotogrammetriai, a szatellitageodéziai és az inercidlisgeodéziai mérések. Ezek kozul a
geodéziai, a fotogrammetriai és a szatellitageodéziai méréseken alapulé térbeli haldzatok kiegyenli-
tésének alapelvei vizsgaljuk.

A most felsorolt halozatok kiegyenlitését a vizszintes haldzatok kiegyenlitésénél leirtakhoz hason-
l6an célszerii két 1épésre,

e az eldzetes kiegyenlitésre,
e atenyleges kiegyenlitésre
bontani.

Az elozetes kiegyenlités az eredeti mérésekbdl levezetett kisebb szamt vagy célszerlibben haszno-
sithato fiktiv mérés levezetését jelenti. Az el6zetes kiegyenlités részének tekintik a merési eredme-
nyeknek a kiilonbozd szabalyos hibak csokkentése érdekében végzett korrekcidjat és a durva hibak
Kimutatasat is. Megemlitjiik, hogy az elézetes kiegyenlités kapcsan gyakran sziirik az eredeti mérési
eredményeket, s a sziirt értékeket hasznaljak fel fiktiv mérésként.

A tényleges kiegyenlités célja az eredeti vagy a fiktiv mérési eredmények alapjan a pontok terbeli
koordinatainak a meghatarozasa. A tényleges kiegyenlités a haromdimenzids halézatok kiegyenlité-
sekor szinte kizarolag a legkisebb négyzetek modszerének és ezen bellil a kozvetito egyenleteknek a
felhasznalasaval torténik.

Haromdimenzids kiegyenlités geodéziai mérések alapjan

A geodéziai mérések haromdimenzios kiegyenlitese két esetben indokolt. Egyrészt akkor, ha a tere-
pi viszonyok (példaul magas hegyek kozelsége) miatt az elkilonitett magassagi és vizszintes ki-
egyenlités nem elég pontos. Méasrészt akkor, ha a hagyomanyos geodéziai méréseket mas jellegli —
elsésorban szatellitageodéziai — mérésekkel egydtt dolgozzuk fel.

A haromdimenzios kiegyenlitésbe a vizszintes és magassagi sz6g- és iranymérések, magassagi (il-
letve zenit-) szogmérések, a tavolsagmérések, a foldrajzi helymeghatarozasi mérések és bizonyos
feltételezésekkel a szintezések vonhatok be.

A kiegyenlitéskor a miiszerallasponthoz kotott helyi (topocentrikus) és valamilyen magasabb rendii
(példaul geocentrikus) koordinata-rendszert hasznalunk fel. A geocentrikus és topocentrikus koor-
dinata-rendszer kapcsolatanak megteremtéséhez az alabbi koordinata-transzforméacio sziikséges:
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—sin®@, cosA, —cosd,sinA, COSA;

R=|-sin®@,sinA, cosd,cosA, sinA,
cosd, 0 sin®,
X Q

A kozvetitd és a javitasi egyenletek alakjat, a kiegyenlitett mennyiségek, valamint azok pontossagi
és megbizhat0sagi mérészamainak meghatarozasat Detrek6i (1991) a 9.5.2 alfejezetben ismerteti.

Haromdimenzids kiegyenlités szatellitageodéziai mérések alapjan

A szatellitageodéziai méreseket mesterséges holdak felhasznalasaval végzik. A kiilonboz6 orszagok
— els6sorban navigacios célbol — olyan tébb mesterseges holdbdl allo globalis navigacids rendszere-
ket (GNSS) fejlesztettek ki, amelyek lehetové teszik specialis vevorendszerek felhasznalasaval foldi
pontok és mesterséges holdak tavolsaganak a megmérését. Ilyen miikodo vagy még fejlesztés alatt
allo rendszerek a

e NAVSTAR GPS (USA)

e GLONASS (orosz)

e GALILEO (EV)

e BEIDOU 1, 2/COMPASS (Kina)

rendszerek. A NAVSTAR GPS rendszer esetében a mesterséges holdak helyzetét ismert koordinata-
ja foldi pontokbol folyamatosan meghatarozzak. fgy ha ugyanazon ismeretlen helyzetti foldi pont-
bol tobb ismert helyzetli mesterséges hold tavolsagat megmérjiik, akkor méréseink alapjan a foldi
pont (a vevO) helyzete meghatarozhato.

A szatellitageodéziai mérések segitségével egyrészt abszolut geocentrikus helyzet hatarozhaté meg
(navigécios vevokkel, illetve PPP modszerrel), masrészt relativ helyzet, vagyis a vev6parokra vo-
natkozo koordinata kilonbségek (egyszeres és kétszeres kilonbségek, illetve halozati RTK segitse-
gével).

A szatellitageodéziai mérések feldolgozasanak altalaban két lépését kilonboztethetjiik meg. Elsé
Iépésben az el6zetes feldolgozas torténhet meg a mérési eredmeények sziirése, illetve fiktiv méresek
képzése. Ezutan kovetkezhet a GNSS hal6zat kiegyenlitése, amely bizonyos méréesi es
mérésfeldolgozasi technoldgiak (pl. RTK/PPP esetében) akar el is maradhat, mert ilyen esetekben
nincs szikség hagyomanyos értelemben vett geodeziai hal6zat mérésére.
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A szatellitageodéziai mérések feldolgozasa

A szatellitageodéziai mérések feldolgozasanak funkcionalis modellje rendkivil dsszetett. Ennek az
egyik oka az, hogy mithold-vevé tavolsagot, ami az alapvetd mérési eredménylink, sz&mos ismert
hatds befolyasolja, melyeket — tudomanyos igényi mérésfeldolgozas esetén, illetve amikor szélsé
pontossagra toreksziink — bele kell foglalnunk a funkcionalis modellbe.

A szatellitageodeziai (al)tavolsag-mérések (a P kod- vagy & fazistavolsag) meresek (nemlinearis)
kozvetité egyenletei a kovetkezé modellel irhatok le (Adam és masok, 2004):

L=f(X),
ahol
L ameresek vektorat,
X aparaméterek vektorat jeloli.
A paraméterek kiillonb6zd csoportokba sorolhatok.

Az elsd csoportba tartoznak a mitholdak palyaszamitasahoz sziikséges kezdoértékek a palyaszami-
tas (inercialis) koordinata-rendszerében, a mitholdakra hat6 perturbacios gyorsulasok, az inercialis
és a foldi koordinata-rendszerek kozotti kapcsolatot megteremtd precesszids, nutacios, polusmoz-
gas- és foldforgas-paraméterek, valamint a globalis megfigyel6allomasok koordinatai, amelyek a
lemeztektonikai hatdsok miatt idében valtoznak. Ezek a paraméterek lényegében a globalis
geodinamikai jelenségeket foglaljak dssze.

A mésodik nagy csoportba a mitholdak altal sugarzott jelek terjedését befolyasold 1égkdri hatasok, a
jelszdrodast és a tobbutas terjedést leird paraméterek tartoznak.

A harmadik csoportba a miiholdak és a vevéberendezések hardveréhez kapcsolodd paraméterek: az
ado- és a vevoantennak faziscentrumanak kiilpontossaga €s ingadozasa, a vevok és a mitholdak ora-
inak allasa és jarasa, valamint az egyes csatornak kdzotti szabalyos eltérések sorolhatok.

Az itt felsorolt paraméterek természetesen nem becsiilhetOk egyetlen 1épésben. Az adott feladatot
tekintve mindig meg kell vizsgalnunk, melyek azok a paraméterek, amelyek bizonyos mértékig is-
mertnek tekinthet6k, mely paraméterek becsiilhetok, és melyik becslési eljaras alkalmazasa a leg-
célszerlibb.

A mthold iizeneteiben szerepld fedélzeti palyaadatokat (Broadcast Ephemeris, BE) és a miihold
oOrahibéit a rendszert fenntart6 allomésok P-koda méréseibdl a Kalman-sziirés modszerével hataroz-
zék meg, illetve jelzik eldre. A megfigyeldallomasok koordinatait és az id8szolgdlat atomorait is-
mertnek tekintik. A méréseket az ionoszféra és a troposzféra hatasa miatti javitassal is ellatjak.

A preciz palyaadatokat (Precise Ephemeris, PE) és a foldforgas-paramétereket egyiitt, utolagos
adatfeldolgozassal hatarozzak meg az egyes IGS regionalis adatfeldolgozd kdzpontokban. Tébbnyi-
re a legkedvezdbb linearis becslési modszert (BLE) alkalmazzak, ahol a regionalis fundamentalis
allomasokat bizonyos szinten ismertnek tekintik. A feldolgozé kézpontok eredményeit a kbzponti
irodaban kapcsoljak 0ssze, és utdlagos szabad halozatos kiegyenlitéssel meghatarozzak az alloma-
sok tektonikai okokra visszavezethetd mozgassebességét is.

Amint emlitettlik, a szatellitageodéziai mérések feldolgozasanak funkcionalis modellje igen Gssze-
tett. Ez az Osszetettség tiikrozodik a tudomanyos igénylit GNSS feldolgozé programokban is, amely-
nek egyik példaja a Berni Egyetem Csillagaszati Tanszéke altal fejlesztett, tudomanyos igényl
GNSS feldolgoz6 program, a Bernese szoftver. A program sajat  honlappal
(http://www.bernese.unibe.ch ) rendelkezik, €s a kdvetkezd fobb mérésfeldolgozasi modulok tar-
toznak hozza:

e LKN kiegyenlités (GPSEST)
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e automatizalt feldolgozéas (BPE)
e megoldasok kombinalasa (ADDNEQ?2; szekvencialis kiegyenlités)
e hibaszlirési algoritmusok (RNXSMT, CODSPP, MAUPRP)

A program hasznélatval — a kiegyenlitd szamitasok szempontjabol — késébb még részletesebben
foglalkozunk.

A szatellitageodéziai halézatok kiegyenlitését az elébb emlitett kdzvetité egyenletek felhasznalasa-
val végzik. A kozvetité egyenletekbdl a tovabbi feldolgozashoz el kell allitanunk a mérési ered-
menyekhez tartozo javitasi egyenleteket. Ennek érdekében a kozvetit6 egyenleteket az ismeretlenek
elozetes X értékei helyén (Taylor-sorba fejtéssel) linearizaljuk:

£ (X, + %) = f(X)xex, +z(%j X+

A linearizalas sordn a magasabb rendi tagokat elhanyagoljuk. Matrixos alakban felirva a linearis
kozvetitdegyenletek a kdvetkezd egyenletrendszert adjak:

b=A x+v

nx1 nxm mxl nx1
ahol a b vektor az ismert és az el6zetes paraméterekkel korrigalt méréseket, az A matrix a parcialis
differencialhanyadosokat, az x vektor az eldzetes értékek ismeretlen korrekcioit, tovabba a v vektor
a korrigalt mérések ismeretlen javitasait tartalmazza. A kozvetit6 egyenletek nemlinearitiasa miatt az
ismeretlenek meghatarozasahoz minden esetben iterativ megoldas szlikséges.

A linearizalas soran az ismeretlenek elézetes értékei nagyon fontos Szerepet jatszanak, mivel a ma-
gasabb rendii tagok elhanyagolasa miatt a linearis modell csak differencialisan kicsiny korrekciok
esetében tekinthet6 elfogadhatonak. Ezért a Gauss-Markov modellnél mindig iterativ megoldast kell
alkalmazni, azaz az eldzetes értékeket 1€pésrdl 1€pésre modositani kell egészen addig, amig a be-
csult értékek valtozasai mar elhanyagolhat6va valnak.

A BLE és a Kalman-sziirés esetében elméletileg erre a Iépésre nincs sziikség, amennyiben a para-
méterek és azok szdrasanak ismeretében mar csak differencialisan kis valtozasokra szamithatunk.

A NAVSTAR GPS rendszer geodéziai célu alkalmazasa soran a vevoOkeésziilékkel szinte minden
esetben két frekvencian mérink, az an. L1 és L2 frekvencian, amelyhez tartoz6 hulldmhosszak 19
és 24 cm. Mivel minddssze két frekvenciank van, tovabbi frekvenciat csakis a mérésekbdl linearis
kombinalassal hozhatunk létre:

fn’mznf1+mf2
ln,m:ilizl(n/12+mil)

A mérési kombinacidk kepzésének célja sokszor bizonyos hibahatasok (pl. ionoszféra, troposzféra
jelkésleltetés) csokkentése. Az alabbi tablazatban a leggyakrabban alkalmazott linearis kombinacio-
kat mutatjuk be.
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n m | 4[cm] név a kombinacio hatasa

1 1 86.4 L5, wide lane iono/tropo ha'gas minimaliza-
lasa

1 1 10,7 L6, narrow lane méresi zaj minimalizalasa

77 -60 54 L3, iono free ~ionoszf. mentes

60 77 o0 L4, geom. free tavolsag mentes

A tavolsagtol fliggetlen L4 kombinacid képzésének célja nem a helymeghatérozas, hanem az iono-
szféra, troposzféra modellezése, hatdsanak tanulmanyozasa, példaul a kihullhaté csapadékmennyi-
ség becslése. A szatellitageodéziai mérések ilyen jellegi feldolgozas természetesen meghaladja a
targy kereteit.

Relativ helymeghatarozas kilénbségképzéssel

Jellemezzék az A, B allomésokat az (X, Y, Z) geocentrikus rendszerbeli koordinatak. A két allomas
relativ helyzete az alabbi 6sszefiiggéssel jellemezhetd:

AXT] Xl [Xe] [Xa
AY [=| Y [=] Y || Y
AZ | |26l |Za] |24

A GNSS-méresek relativ feldolgozasanal tobb ismeretlen paramétert a kdzvetitéegyenletek kiilonb-
ségének képzésével kiiszobolhetjik ki (lasd lentebb az abrat). Megjegyezzilk, hogy ezekre a para-
méterekre sziikség esetén megfeleld modszerrel becslést is vegrehajthatunk. A GNSS-mérések fel-
dolgozasanal a kozvetitdegyenletek kiillonbsége egyszeres, kettds és harmas kiloénbség lehet:

e az egyszeres kiulonbseég (single difference, SD): ket (A és B) alloméason fazisméressel
meghatarozott tavolsag kilénbsége, egy t id6pontban ugyanarra a mesterséges holdra
végzett mérésbdl. A kiilonbségbdl a mesterséges hold drahibdja és az SA (selective
availability, korlatozott hozzaférés) hatasa kiesik;

e akettds kiilonbség (double difference, DD): két (j és k) mitholdra vonatkoz6 egyszeres kii-
16nbség kiilonbsége, amelybdl a vevd drahibdja is kiesik;

e a harmas kulonbség (triple difference, TD): két (t; és ty) idépontra vonatkozd kettés kil-
16nbség kiilonbsége, amelybdl a fazis-tobbértelmiiség is kiesik.
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t mérési idépont t mérési idopont t mérési idépont

a'j j’e_lﬁ miihold a j jelii miihold a k jelii mihold
palyaja palyaja palyaja
egyszeres kettds
kialdnbség killonbség
3 vex'6
vevé az vevd a vevo az vevd a £ ;
A pontban B pontban A pontban B pontban grahiba
Lmerési 4 g
t; mérési idépont idépont L
it
;é{yg;“ miihol a k jelii miihold
palyaja a véletlen hibak a
harmas kulon_psegkepzessel
kilonbség novekednek!
vevd az vevd a
A pontban B pontban

A szatellitageodéziai mérések sztochasztikus modellje

A mérésekhez tartozo sztochasztikus modell (a priori kovariancia matrix) ismerete l1ényeges a legki-
sebb négyetek modszerén alapuld kiegyenlitéshez, igy természetesen a szatellitageodéziai meérések
feldolgozasahoz is. Sok esetben a kiilonb6z6é mérési tipusokat (kod, fazis), az iddben egymast kove-
t6 méréseket jobb hijan egymastol fiiggetlen azonos szorasu valoszinliségi valtozoknak tekintjik.
Bizonyos esetekben ez a modell nem kielégit6, mert altalaban vevofiiggd idobeli korrelacio tapasz-
talhato az egymast kovetdé mérési epochak és mérési frekvenciak kozott Bona (2000). Ezek szerint
példaul a Leica 500-as tipust vevoknél az L1 és L2 mérés korrelacios egyutthatoja 0.54, a Trimble
4000 SSi vevo pedig L2-n 10 s-ig korrelal. Ha az idoben egymast koveté mérések korrelalatlanok,
akkor a mérésekhez tartozo kovariancia matrix:

M=c"
1

Ebbdl az egyszerii modellbdl hibaterjedéssel konnyen szarmaztathatok a két frekvencian torténd
mérésekbdl képzett linearis kombinaciok megfelelé kovariancia matrixai. Példaul a wide-lane kom-
binacidra a kovariancia matrix az alabbi lesz:

1
A+% o

MWL:DWLMD:NLZWG ,

ahol a parcidlis derivaltak matrixa
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/12 _ 2’1 0 0
=X A4
Duw. = .
0 0 e - %!
i =Ny A=Ay
Az egyszeres kilonbségek kovariancia matrixa ehhez hasonloan hibaterjedéssel szamithato:
1 1
M. =D, MD;,=2c" =0l
1 1

ahol

Dee = . _
o 0 -1 -1

A Kkétszeres kiilonbségek Mgk kovariancia matrixa mar nem lesz atlés matrix, még fliggetlennek
tekintett méresi eredmények esetén sem.

Gyakran valaszthato lehetdség a mérések magassagi szogt6l fiiggd pontossaganak a figyelembeveé-
tele is.

A szatellitageodéziai halozatok kozvetett kiegyenlitése

A GNSS-mérések haldzati szintli kozvetett kiegyenlitésénél mérési eredményen a két vevoallomas
altal vett jelek kiértékelése soran meghatarozott vektor harom (AX, AY, AZ) 6sszetevojet tekintjik.
A programok ezen Kivill megadnak 6 vagy 7 tovabbi szamértéket is. Ha 6 szamértéket kapunk, ak-
kor ezek a vektor-osszetevok kapcsolatat kifejezé, a GNSS-mérések sztochasztikus modelljet képe-
z6 M kovariancia matrix (és esetleg az mg, stlyegység kozéphiba):

mxx myz mxz
M = m, m,
m

z

Ha 7 szamértéket ad a kiértékelé program, akkor az elsé szam az mq, a sulyegység kozéphibdja,
vagy gyakrabban annak négyzete (a variancia), és a kovetkez6 6 szamérték a sulykoefficiens-matrix
6 eleme. Ezeket a vektorkiértékelés soran hatarozzuk meg kilén-kulon minden egyes vektorra. A
sulymatrix szamitasahoz a halozati sulyegység mon kOzéphibaja tetszlegesen vehetd fel az egész
halozatra egységesen, igy a P sulymatrix (Q sulykoefficiens matrix):

P =mgM™ =mg, (Mg, Q).
A P stlymatrix teljesen kitoltott, 3 x 3 méretli matrix.
A vektormérések javitasi egyenlete a killdnbségvektor, azaz a

AX =X, —Xg
vektor kozvetitbegyenlete segitségével irhatd fel, ahol K: kezdépont, V: végpont. Az i-dik vektor
javitasi egyenletének reszmatrixa:
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0O -0 -1 0 0 O 01 0 0 0
A=0 .- 0 0 -1 0 0 - 00 o0 -0
o.--00 0 -10.:-.-00010--0

Ez az egyenletrendszer hasonlo a szintezési haldzatok javitasi egyenletrendszeréhez, mert csak a P
stulymatrixon keresztili fliggés valdsul meg az egyes mérések kozott.

0
1

Az egyszerre mert vektorok kiegyenlitése eseteben, amikor 2-nél tobb vevo dolgozik egyiitt, a sza-
mithat6 vektorok szamat a kovetkezd tablazat mutatja:

vevok szama 2 3 4 5 7 n

fuggetlen vektorok

, 1 2 3 4 6 n-1
SZama
vektorok szama 1 3 6 10 21 n(n-1)/2
vektorok/vevok 0,5 1 1,5 2 3 (n-1)/2

A feldolgozandd vektorok kivalasztasa kiilonb6z6 mérésfeldolgozasi stratégiak alapjan lehetséges.
Az egyik megoldas a maximalisan lehetséges kozds mérések szama alapjan kivalasztani a vektoro-
kat. Egy masik lehet6ség a legrévidebb lehetséges bazisvonalak alapjan, illetve eldre definialt ba-
zisvonalak szerint kivalasztani a feldolgozandd vektorokat. Lehetséges a STAR stratégia alkalma-
z4asa, ez esetben a vektorok kivalasztasa egy referencia bazissal, csillag elrendezes szerint torténik.

A szamitas soran nem kell a teljes javitasi egyenletrendszert eldéllitani. Elegendd a javitasi egyen-
letrendszernek annyi sorét felirni egyszerre, amennyit a kitltott sulymatrix dsszekapcsol. Esetiink-
ben egyszerre egy vektorhoz tartozé harom sort irtunk fel, és ebbdl azonnal képezziik a normal-
egyenlet-rendszert.

A GNSS halézati datum meghatarozasa

A térbeli szatellitageodéziai halozatok kiegyenlitése soran is tobbféle lehetdség van a halozati da-
tum meghatarozasara.

Az egyik lehetéség a szabadhélozatként torténé meghatarozas. Ebben az esetben a koordinatak
meghatarozasat semmilyen kiils6 datum kényszer nem befolyasolja, csak a feldolgozas soran hasz-
nélt (rogzitett) GNSS palyak. Elénye ennek a megoldasnak, hogy nem modositja a hal6zat geomet-
rigjat egy hibas referencia koordinata. Hatranya, hogy a koordinatak nem vonatkoznak valamely jol
definialt datumra, igy példaul 24 6ras mérések feldolgozasa esetében a haldzati datum naponként
mas és mas lesz. A kiegyenlitésbol kapott koordinatak pl. Helmert transzformacioval beilleszthetok
egy adott geodéziai datumba.

Egy masik lehet6ség a legkisebb kényszer alapjan torténé halozati daitum meghatarozas. Helmert-
féle kényszerek alkalmazésa az (egyes) allomasok koordinatéi alapjan — optimalis megoldas lehet a
datumproblémara. A becsult referencia koordinatak sulypontja megegyezik az apriori koordinatak
stlypontjaval, és elény, hogy kismértéki apriori koordinata hibak nem rontjak el a megoldast.

A haldzati datumot kényszeritett koordinatak segitségevel is rogzithetjik. Ez azt jelenti, hogy bizo-
nyos referencia pontok koordinatait elére megadott értékekhez kotjiik (lehet szoros vagy gyenge a
kotes). Hatranya ennek a megoldasnak, hogy szorosan megkotott gyenge mindségli referencia koor-
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dinatak esetén a haldzat alakja eltorzul, viszont a szorosan kényszeritett koordinatdk megmaradnak
a normalegyenlet rendszerben, ami eldny szekvencialis kiegyenlitésnél.

A rogzitett koordinatak felvételekor elmondhatjuk, hogy teljes egészében ezek hatarozzak meg a
halozati datumot. Ez az eljaras akkor kockazatos, ha a referencia pontok gyengebbek mint a halozat,
mert ennek az lesz az eredménye, hogy a hal6zat alakja eltorzul. Ha a referencia koordinatak na-
gyon pontosak e€s a mérés gyengebb, ez viszont javithat a haldzat kiegyenlitett eredményein.

A szatellitageodéziai haldzatok kiegyenlitéséhez is hozzatartozik a kiegyenlitett értékek pontossa-
ganak, megbizhatdsadganak a meghatarozasa. Ez magaban foglal(hat)ja a kiegyenlitett mennyisegek
kovarianciamatrixanak, az abszolut és relativ hiba- ill. konfidencia ellipszoidoknak a meghataroza-
sat, a kiegyenlités eredményeinek statisztikai elemzését, a durvahiba sziirést, sulyegység kdzéphiba
tesztet, illetve a data-snooping alkalmazasat.

A térbeli szatellitageodéziai halozatok esetében a harom térbeli koordinata kovarianciamatrixabol
kiszamithatdak a hibaellipszoid, konfidencia ellipszoid tengelyhosszai €s tengelyiranyai.

Ha ismert a P pont kovarianciamatrixa:

2
by Cyxy Cy
2
M=icy uy Cy

(3,3) !
Cxz Cyz My

akkor fétengely-transzforméacio segitségével a

Ms =415
(3,3) (3) (31)

sajatérték probléma megoldasaval megkaphatjuk a karakterisztikus egyenletet. A karakterisztikus
egyenlet gyokei pedig a A1, Az, A3 sajatértékek:

2
py — A Cxy Cxz
2
Cxy My —A Cyz =O_
2
Cyxz Cyz My —A

A fétengelyekhez tartozo kovarianciamatrix:

A 0 0]
Mg, =(0 A, 0
0 0 2

diagonalmatrix lesz, amelynek fOatléelemei a hibaellipszoid tengelyhosszainak négyzetei. A
hibaellipszoid egyenlete:
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A P pont helyzeti pontossagdnak egyetlen mennyiséggel torténd jellemzésére az M
kovarianciamatrix invariansait, vagy az azokbol levezetheté mennyiségeket, a P ponthibat, a K ko-
zepes ponthibat, a D determinanst, illetve a legnagyobb sajatértéket hasznalhatjuk fel. A felsorolt
mennyiségek a kovetkezd dsszefliggésekbdl szamithatok:

« Pponthiba: P=4/Sp M =Jug +py +p; = A+ +4

F)
+ K kozepes ponthiba: K = E

« D determinéns: D =|M|=22,1,

A mar emlitett Bernese GNSS feldolgoz6 program eredményei tartalmazzak a kiegyenlités fobb
jellemzdit, a kiegyenlitett &llomas koordinatakat, a terbeli hibaellipszoidnak, és a helyi vizszintes
sikra vonatkoz6 vetiletének mint hibaellipszisnek a tengelyhosszait és tengelyiranyait, ahogy az
alabbi példa is mutatja:

Statistics:

L PRICRI INFORMATION

““““““““““ Total number of explicit parameters 247
Total number of implicit parameters 88
4 priori sigma of unit weight: 0.0010 m
Total number of adjusted parameters 335
Total number of observations 20384
Degree of freedom (DOF) 20049
Station coordinates and welocities: % posteriori BMS of unit weight 0.00114 m
__________________________________ Chi*#*2,/DOF 1.30
Reference epoch: 2002-05-23 12:00:00
Station name Tvp A priori value Eztimated wvalue 3-D ellipsoid 2-D ellipse
ERUS 13101M004 X 4027833.7773 4027893 .7895
'y 307045.7760 307045.7817
Z 4915475.0810 4919475 ,0855
o 149.6633 149.6748 0.0016 0.4
2] 50 47 52.143449 50 47 52.143226 0.0003 84.3 0.0003 84.3
E 4 21 33.186464 4 21 33.186710 0.0005 0.1 0.0005

Haromdimenzids kiegyenlités fotogrammetriai méresek alapjan
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A fotogrammetriai mérések alapjaul a mérdkép szolgal, amelyen keretjelek talalhatok. A keretjelek
célja a képhez tartoz6 képkoordinata-rendszer megadasa. A képkoordinatakon alapuld térbeli
hal6zatmeghatarozast a fotogrammetriai szakirodalomban sugarnyalab-kiegyenlitésnek, az egymast
atfedé mérdképekbdl elballitott térmodellekb6l mért vagy szamitott koordinatakon alapuld térbeli
hal6zatmeghatarozast pedig fliggetlen modelleken alapulé (anblock) kiegyenlitésnek nevezik. Az
eljarasokat 6sszefoglalo néven tombkiegyenlitésnek vagy légi haromszdgelésnek nevezik.

A fotogrammetriai méréseken alapuld térbeli halozatkiegyenlitéskor a kovetkezé koordinata-
rendszereket kulonboztetjik meg:

* ageodéziai koordinata-rendszer,

o atargytér koordinata-rendszere,

» aképtér koordinata-rendszere,

» amodelltér koordinata-rendszere,

e amérémiszerek koordinata rendszerel.

A fotogrammetriai tombkiegyenlitéskor a geodeziai koordinata-rendszer megegyezik az adott teri-
leten hasznalatos geodéziai koordinata-rendszerrel. A targytér koordinata-rendszere egy jobbsodra-
s XYZ rendszer, amelynek origdjat tetszéleges modon veszik fel, +X tengelye a repiilés iranyaba
mutat, +Z tengelye pedig fiiggdleges.

Ha a ket rendszer Z tengelye parhuzamosnak tekinthetd, akkor a geodéziai Xy, Yy, €s a targytérbeli
X, Y koordinatak kapcsolatat sikbeli hasonl6sagi transzforméacidval, a magassagi koordinatak kap-
csolatat pedig egyszerti Z irdnyu eltolassal irhatjuk le.

zgll

—_—— N
=T ——
~N
~N
~N
E N
-

N

P~
|
:
:
l

!
<y

Xep | [ X . cosa —sina (Y,
Yo Yok sina cosa J{ X, )’
Xp)| [ cosa sina \( Xgp — X
Yo ) \=sina cosa ) Yp Yy |
A képtér koordinata-rendszere szintén jobbsodrasu, + X tengelyét a repulési irannyal kdzel parhu-

zamos keretjelek 0sszekoté egyenese hatarozza meg, +Z tengelye mer6leges a képsikra. A targytér
és képter koordinata-rendszerét szemlélteti az alabbi abra:
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A koordinata-rendszerek kapcsolatanak leirasahoz sziikséges mennyiségek
* aw, ¢,k forgatasi szogek,
e az O vetitési kdzéppont Xo, Yo, Zo koordinatai.

Ezeket a fotogrammetridban a kép kiilsé tdjékozdsi elemeinek nevezik. A képkoordinata-rendszer
tengelyeit x, y, z betiikkel jelolik.

Az O vetitési kozeppont képe a H képfépont, amelynek koordinatai (&, 7o), a ¢ =z a képsik pontja-
inak z koordinataja. A (&, 70, C) értékek egyiittesen a mérékép belsd tajékozasi elemei.

A
1

l kép

keretiel |
]
&) |
| V. B ol »
Tod |
H |
képfé’popt

|
|
¢
]
Ha a terbeli halozat kialakitdsdhoz térmodellen mért értékeket hasznalnak fel, akkor sziikséges a

modelltér koordinata-rendszerek bevezetése is. A targytér és a modelltér kapcsolatanak leirasahoz
szlikségesek:

e agQ, &, A forgatasi szogek,
e azorigo Xo, Yo, Zo koordinatai.
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Az abran P’ a modellpontot, P a targypontot jel6li.

Z A

Az eldzetes kiegyenlités leirdsakor kulon targyaljuk a sugarnyalab-eljarashoz és a fuggetlen model-
lekkel torténd kiegyenlitéshez sziikséges eldzetes kiegyenlitést.

A sugarnyaléb eljaras alkalmazasakor az eredeti méresi eredmények a miiszerkoordinatak. A mii-
szerkoordinatakbdl képkoordinatakat sikbeli Helmert vagy affin transzforméacioval szamolhatunk. A
transzformacios egyenletekbdl kapott képkoordinatékat a szabalyos hibak hatasanak kikiiszobolése
érdekében korrekciokkal kell ellatni. Minden esetben sziikséges a kamera objektivelrajzolasanak a
figyelembe vétele. Légi és trfelvételek feldolgozasakor indokolt a refrakcié hatasat is figyelembe
venni. Végul sok esetben a geodéziai és a targytérbeli koordinatak eltérését, az an. foldgorbileti
hatast is korrekciok segitségével veszik figyelembe.

A fuggetlen modellekkel torténd kiegyenlitéskor a kiindulod adatot a térkiértékelé muiszeren mért
modellkoordinatak jelentik. Ilyen esetben a korrekcidk (példaul refrakcid, foldgorbulet) figyelembe
vetele szlikséges a szabalyos hibak kikiszobolése érdekeben.

Modellkoordinatak eldallithatok képkoordinatak mérése alapjan is. Ebben az esetben az elézetes
kiegyenlités célja a két kép relativ tajékozasahoz sziikséges 5 ismeretlen mennyiség meghatarozasa,
s a relativ tajékozas ismeretében a fliggetlen modellekkel torténd kiegyenlitésbe bevont pontok mo-
dellkoordinatainak szamitasa. A feladat megoldasara tobb modszert dolgoztak ki.

Az egyik lehetséges mddszer a sugarnyalab-kiegyenlitési algoritmus alkalmazésa két kép képkoor-
dinatai alapjan. A relativ tajékozashoz sziikseges ismeretlenek ez esetben a jobb kép vetitési kozep-
pontjanak koordinatai és a relativ elfordulasi szogek.

A feladat megoldasakor a normalegyenlet felépitése kdvetkeztében a modellpontok ismeretlen ko-
ordinatai kikiiszobolhetdk, igy végsd soron egy ot ismeretlenes normalegyenletrendszert kell meg-
oldani. Tekintettel arra, hogy az ismeretlenek el6zetes értékét nem ismerjiik kell6 élességgel, a fel-
adatok megoldasa soran altalaban 3-5 iteracio sziikséges.

A sugarnyalab Kiegyenlités
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A sugarnyalab-kiegyenlités célja a térbeli halozat pontjai geodéziai koordinatainak és az egyes ké-
pek kiilsé tajékozasi elemeinek meghatarozasa. A kiegyenlitéskor adottnak tekintjiik az egyes képek
belsé tajékozasi elemeit, valamint az illesztdpontok targytérben megadott koordinatait. A meghata-
rozando ismeretlenek az egyes képek kiils6 tajékozasi elemei, valamint az ismeretlen pontok targy-
térbeli koordinatai.

A sugarnyalab-kiegyenlitéskor a kozvetité egyenlet valamely pont targy- és képtérbeli koordinatai
kdzotti kapcsolatot irja le:

XP' _50 fp Iy Iy XP - X0
Yo =1 =Ky Tp Ty || Yo=Y,
-C g Ty Ty ZP - Zo

A forgatasi matrix felirhato az w, ¢, k forgatasi szogek felhasznalasaval:

r-11 r21 r31

R =|n, 1y 3|,
r13 r23 r-33

COS@COSK  COSwSINK +SiN@SIN@COSk  SiN @SiN k —COSwSiN ¢ COSK

R™ =| —cosgsink  CcOS®COSk —SinwSin@sink  Sin®COSk + COS®SiN @sink

sing —sinwCcos ¢ COS @ COS @

A kozvetit6 egyenletek a P targytérbeli és P’ képkoordinatainak a kapcsolatat irjak le:

N (Xp = Xo) + 1 (Yo =Yo) + 1 (Zp —Z,) _& ¢ Sxp
=& -2
Na(Xp = Xo) + 15 (Yo =Yo) + 135(Z5 — Zp) Np

)?P‘ =¢o—C

v o (X = Xo) + 1y (Yo =Yo) + 1, (Zp = Z) _ Syp
Yp. =1y —C =1,—-C )
a(Xp = Xo) + 15 (Yp =Yo) + 15(Zp — Zp) Np

e 9 parameter
e kiilso téjékOZéS, J'Edlk kép XOj 1Y0j ) ZOj ) CUJ- 1§0j ) Kj

« targypont koordinatai: X, Y,, Z,
A javitasi egyenletek a kozvetitd egyenletek sorbafejtésével nyerhetok:
e V=Ax-I

Az A alakmatrix felirdsakor az ismeretlen parameétereket célszerii ugy csoportositanunk, hogy a
normalegyenlet minél konnyebben megoldhato legyen. Egy ilyen lehetséges csoportositas a kovet-

kez6:

1. kép s. kép
Xo1,Yo1,Zo1, w1, 91, K1 Xos:Y0s,Z0s, @s, Ps, Ks
1. 4j pont r. 0j pont
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Xla Yll Zl XI’ ,Yr )ZI’

A kiegyenlitésbe bevont mérési eredményeket altalaban fiiggetlennek és egyenld pontossagunak
tekintjuk, azaz a sulymatrixot egységmatrixkent vessziik fel. Az egyes képek képkoordinatai elvileg
nem fiiggetlenek egymastdl, mivel ugyanazon keretjelekre végzett mérések segitségével transzfor-
maljuk a miszerkoordinatdkat képkoordinatakka. A korrelaltsag elhanyagolasa azonban gyakorlati
szempontbdl megengedhetd.

A javitasi egyenletek A alakmaétrixa és | tisztatag vektora, valamint a sulymatrix ismeretében a nor-
malegyenlet felallithatd. Ha az ismeretlenek eldbb emlitett célszerli sorrendjét véalasztjuk, akkor a
normalegyenlet egylitthatomatrixa a kovetkezo felépitési lesz:

N=|:Nll N12:|
N21 N22 1

ahol
N, 0 - 0]
(6,6)
0O N, -~ O
N, = (6,6)
0 0 .
L (6.6) |

a képek kiilso tajékozasi elemeit tartalmazo hiperdiagonal-matrix, és

N, 0 - 0]
(33 _
0 N, 0
N,, = 33
0 0 N,
L (3.3) |

az egyes pontok koordinata-valtozasait tartalmazo hiperdiagonal-matrix.

Tekintettel arra, hogy az eldzetes értékeket altalaban nem ismerjiik kellé pontossaggal, a sugarnya-
lab-kiegyenlités tobb iteraciot igényld eljaras. Az iteracido minden egyes 1épésében az el6z6 1€pésbol
nyert paramétereket tekintjiik elézetes értéknek, s azok alapjan szamitjuk ki az 0j javitasi egyenlete-
ket.

A sugarnyaldb-kiegyenlitéskor feltétlendl sziikséges minden iteracios Iépésben a hibasziirés. Ezt
vagy data-snooping maodszerrel, vagy a robusztus kiegyenlitéseknek az alkalmazasaval végezzik.
Ez utébbi esetben a robusztus kiegyenlitésbdl nagy javitast kapd méréseket a tovabbi feldolgozashdl
kihagyjak, s azok nélkil végzik el a legkisebb négyzetek mddszerén alapuld kiegyenlitést. A gya-
korlatban igen jol bevalt az un. iterativ robusztus becsléssel (RANSAC) torténd hibasziirés is. En-
nek az eljarasnak a részleteit késobb ismerjuk meg.

A sugarnyalab-kiegyenlités specialis esetei

A sugarnyalab-kiegyenlités esetében a felvételek szama (s) és az ismeretlenek jellege szerint az
alabbi specialis kiegyenlitési feladatokhoz jutunk:

o térbeli hatrametszes (s = 1 képen , r > 3 szamu illesztépont)
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o térbeli elometszés (S = 2, ismert kiilsd tajékozasu képen t szamu ismeretlen pont meghatéro-
zasa)

» terbeli kettos pontkapcsolas (s = 2 kép 2-:6=12 ismeretlen kiils6 tajékozasi paramétereinek €s
t szamu ismeretlen pontnak a meghatarozasa r > 4 szamu illesztdpont kép- és targyteérbeli
koordinatai alapjan)

» relativ tajékozas és modellpont-meghatarozas (s = 2 kép alapjan, amelynek 7 kiils6 tajéko-
zasi eleme ismert, a tovabbi 5 ismeretlen kiils6 tajékozasi elem és a két kép kozos teruletén
levé t szamu kapcsolopont (t > 5) modellkoordinatainak a meghatarozasa)

Kiegyenlités direkt linearis transzformacié (DLT) segitségével

A manapsag elterjedt kommersz digitalis kamerdknak a legritkdbb esetben ismerjiik a belsd tajéko-
zasi paramétereit, amely lehet6vé tenné a sugarnyalab-kiegyenlités alkalmazasat (Molnér, 2010). A
nem kalibralt kamerdk segitségével torténd kiegyenlités egyik lehetséges modja a direkt linearis
transzformacio (Abdel-Aziz és Karara, 1971). Ennél az eljarasnal kdzvetlenil a miiszerkoordinata
rendszerbdl (digitalis képeknél a pixel koordinatarendszerb6l) térink at a terepi koordinata rend-

szerbe, vagyis nincs sziikség a képkoordinata rendszerre, melyet a méréképeken a keretjelek jelol-
nek ki.

A DLT esetében minden pontra 2 linearis egyenlet irhaté fel 11 ismeretlen Ly, ..., L1; paraméterre:
ahol
X, y: képkoordinatak; X, Y, Z: targykoordinatak.

A DLT megoldasahoz, azaz a Ly, ..., L;1 11 db. DLT paraméter meghatarozasdhoz minimum 6
illesztépont sziikséges. Ezt az eljarast nevezhetjik a képek tajékozasanak is. A paraméterek egy-
mastol nem fiuggetlenek, az Ly, ..., L1y paraméterekbdl a hagyomanyos belsé és kiilsé tajékozasi

ismeretlenek is kiszamithatok, de ezek szamitasa nem sziikséges a kiértékeléshez. Az eljaras alkal-
mazasanak elofeltétele a sugarnyalab kiegyenlitéshez hasonldan, illesztépontok ismerete. A Ki-
egyenlitést végezhetjik a hagyomanyos legkisebb négyzetek eljarasanak alkalmazasaval. A durva
hibak hatasanak csokkentése érdekében egyrészt célszerii durva hiba szlirést végezni, masrészt jol
hasznalhatoak a feladat megoldasara a késdbbiekben targyalt robusztus kiegyenlitési eljarasok.

A paraméterek meghatarozasa utan targypont rekonstrukcio végezheté m > 2 kep alapjan. Megem-
litjlk, hogy a DLT gyakran az elsé 1épés az egyes képek tajékozasi ismeretlenei kozelit6 értékének
meghatarozasara, amit sugarnyalab-kiegyenlités kdvet. Ezt az eljarast szamos fotogrammetriai fel-
dolgozast végzo program (pl. Bundler, Insight3D) alkalmazza.

Végul megemlitiink két példat a térbeli objektum rekonstrukcidra nem kalibralt kepekbdl. Az
Insight3d (http://insight3d.sourceforge.net) program egy nyilt forrasu digitalis fénykép alapu térbeli
objektum rekonstrukcios program. Egy targyrol (példaul épiiletrél) késziilt fényképekbdl kiindulva
automatikusan relativ tajékozast végez a képekre, és meghatarozza a kamerak felvételkori helyzetét
valamint a kamera optikai paramétereit. A felvételeken automatikusan azonositott pontok térbeli
helyzeteét is kiszdmitja. Ezutdn a program altal biztositott kiilonboz6 eszkozok segitségével texturalt
sokszogekbdl allo modellt képes késziteni.

A masik alkalmazas a Molnar Bence altal a BME Fotogrammetriai és Térinformatikai Tanszékén
készitett Web alapu alkalmazas (http://dit.fmt.bme.hu/). A felhasznalonak lehetdsége van sajat di-
gitalis gépével készitett képek feltdltésére, majd azokon elvégezni a mérendd pontok digitalizalasat,
kiilonb6z6 segédfunkciok segitségével. Eredményként a felhasznalo az ismeretlen pontok koordiné-
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tajat kapja, de megtekintheti a bongészével térben, interaktiv modon is, illetve exportéalhatja szab-
vanyos dxf allomanyba.
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4. hét. Gyakorlat: Matrixalgebrai szamitasok végzésére alkalmas programozasi kérnyezet bemu-
tatésa. Hibaellipszisek szamitasa

E gyakorlat keretében az EULER elnevezésli matrix alapt numerikus rendszert ismerjiik meg,
amelynek elénye a hasonl6 programokkal (pl. MATLAB) szemben az, hogy szabadon elérhetd ¢és
felhasznalhato program. Ez a program kitinden alkalmazhat6 a kiegyenlitd szamitasok keretében a
mérési eredmények feldolgozasara is. Ezért a kovetkezOkben ezzel a rendszerrel fogunk kézelebbrol
megismerkedni. A célunk a tovabbiakban az, hogy program hasznalatat olyan mertékben sajatitsuk
el, amely lehetdvé teszi a tantargy keretében gyakran felmeriild, és a késébbiekben sziikséges nume-
rikus es matrix alapu szamitasok hatékony elvégzését, az egyes szamitasokhoz szlikséges feldolgo-
z6 programok megirasat, tesztelését és futtatasat.

Az EULER matematikai rendszer hasznalata
Az EULER jellemzéi:

Matlab-hoz hasonlé numerikus és szimbolikus szamitasok végzése

Szabadon terjeszthetd ¢és hasznalhatd

a jelenlegi (2014.08.19.) verzio letolthetd a http:// euler.rene-grothmann.de —r61 (85 MB)

pendrive-rol is futtathatd

Adattipusok az EULER-ben

valds (3.1415) és komplex (0+1i) szdmok

valds és komplex vektorok, matrixok[1,2;3,4] [1+2i;3+4i]
karakterlancok (""EULER")

valos intervallumok, intervallum matrixok (~1,2~)
referenciak

fuggvények ( function f(x,y,z) )

Miiveletek matrixokkal

matrixok bevitele: x=[5,6,7]; A=[123;567;89 0]

muveletek elemenként
X*x A+A sgrt(A)

matrix szorzas jele a pont (.), a transzponalas jele vesszé ().

AX’

vektorok generaldsa kettdsponttal (:)
1:10 -1:0.2:1

tablazat készitése: [1:3]-[1:3]
012

-101
-2-10

egység és zérusmatrix: id(3) zeros(3,3)

45



o &tlés matrix: diag(3,3,0,[1 2 4])

* matrixok Osszefiizése egymas mellé vagy ala: [1 2 3]|[4 5]
[123]_[458]

Részmatrixok

= x=[111213;21 22 23; 31 32 33]
11 12 13

21 22 23
31 32 33
= Xx[1] vagy x[1]
11 12 13
e Xx[1:2,2]
12
22
- Xx[1,[213]]
12 11 13

Linearis algebra

>A=[123;567;894]; b=[5,6,7]";
Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasa

>x=A\b
-4.54167
4.83333
-0.0416667
inverz matrix
>inv(A)
-1.625 0.791667 -0.166667
15 -0.833333 0.333333
-0.125  0.291667 -0.166667
tObbszoros értékadas példaul tobb értéket visszaado fliggvények esetén sziikséges
>{x,y,z}={1,2,3};
>X,Y,Z
1
2
3
példaul svd(M) az M matrix SVD felbontasat szamitja: M =U X V*
>{U,sigma,V}=svd(M)
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Fajlok kezelése, programozas
konyvtar valtas
>cd "'d:\progs™
matrix beolvasas (csak numerikus karakterek)
>A=getmatrix(n,m,"filename'’)
matrix kiiratas
>writematrix(A," filename'’)
flggvény betoltés
>load "'d:\progs\myfunc.e*

figgvény definicid
function mydms(deg,min,sec)

## mydms(d,m,s) szdget tizedfokba valt at
return deg + min/60 + sec/3600;

endfunction

ciklus utasitas
>for i=1to 10; i, end;

feltétel kezelés
>if x<0 then return x/2; else; return x3; endif;

Grafika

flggvény rajzolas
(100 az osztépontok szama -2,2-ben)

>fplot("'x"2",-2,2,100);

EMT (New Notebook) (changed)

& 5|8 Recent Edit Extras Options Snippets User Menu ﬂe\p%
Restart Euler Ctri+N 1
35 ;-
Open ... Ctrl4+0 4
5 Open in Euler Files ... Ctrl+J f
“
4
Save Ctrl+5 3
25 Save s .. Shift+Ctrl+5 f
Save and create ZIP
2 Load and interpret *.e File ?
1
- Save Graphics as PNG ... 3
: Copy Graphics to Clipboard as Bitmap i
Crop for Graphics Export ... ;
1
Save Graphics as SVG ... ?
o8 Copy Graphics to Clipboard as Metafie 1
; 4
Print Graphics i
0 &
Exit AltFe 3




2D &brak:
>plot2d(*'sin(x)*cos(y)"",r=pi,>hue,>levels,n=100):

3D &brak:
>n=1:2:61; t=linspace(0,pi,500)";

>S=cumsum(sin(t*n)/n);
>plot3d(n/10,t,S,hue=1,scale=1.5);

S(n, t) = ' l'sin (E)

i=11 l

Statisztika, hisztogram

atlag, szoras:
>x=normal(1,4)
>[mean(x), dev(x)]

hisztogram:
>plot2d(normal(1,1000), distribution=1);
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Maxima algebrai rendszer
A beépitett Maxima algebrai rendszer hasznalata:
>:: solve([x*y=1,x"2+y"2=4],[x,y])
1

[[x = - sgrt(sgrt(3) + 2), v = - s
sart (sart (3) + 2)

1
[x = sgrt(sgrt(3) + 2), y = 1,
sgrt(sgrt(3) + 2)

1
[x = - sgrt(2 - sqrt(3)), v = - 1,
sgrt(2 - sgrt(3))
1
[x = sgrt(2 - sgrt(3)), ¥y = 11
sgrt (2 - sgrt(3))

>:: diff(log(x)/x,x,2) | factor

Példa: hibaellipszisek szamitasa

Gama XML output (,,covmat_6c_2.txt” fajlban):
<!-- upper part of symmetric matrix band by rows -->

<cov-mat>

<dim>18</dim> <band>17</band>

<flt>9.9362768e-002</flt> <flt>1.0752876e-002</flt> <flt>-1.6396339e-002</flt>
<flt>1.4458499e-002</flt> <flt>-2.2878942e-002</flt> <flt>1.7740261e-002</flt>
<flt>-3.4099905e-002</fIt> ...

Beolvasas EULER-rel:
>open(*'covmat_6¢c_2.txt","'r");

>size=getvector(2);

% kovariancia matrix elemszama
>n=size[1]; cms=n*(n+1)/2

171
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>cov=getvector(cms);
>CovV

0.099362768 0.010752876 -0.016396339 0.014458499 -0.022878942 0.017740261 -
0.034099905...

Kovariancia matrix feltoltése

Zérusmatrix:
>C=zeros(n,n); k=1;

C feltoltése a felsé haromszogmatrix adataival:
>for i=1 to n; C[i,i:n]=cov[k:k+n-i]; k=k+n-i+1; end;

alsé haromszogmatrix kitdltése szimmetrikusan:
>C=setdiag(C+C",0,diag(C,0));

Hibaellipszis szamité fuggveny (munkalapon):
>function hibaell(M)
$ alpha=180/pi*0.5*atan(2*M[1,2]/(M[1,1]-M[2,2]));

$ m1=M[1,1]*(cos(rad(alpha)))*2+M][2,2]*(sin(rad(alpha)))"2+2*M[1,2]
*sin(rad(alpha))*cos(rad(alpha));

$ m2=M[1,1]*(cos(rad(alpha+90)))"2+M[2,2]*(sin(rad(alpha+90)))"*2+2
*M[1,2]*sin(rad(alpha+90))*cos(rad(alpha+90));

$ if alpha<0 then alpha=alpha+180; endif;

$ if m1<m2 then c=m1; m1=m2; m2=c; alpha=alpha-90; endif;
$ if alpha<0 then alpha=alpha+180; endif;

$ return {sqrt(ml),sqrt(m2),alpha}

$ endfunction

Abszollt hibaellipszisek szamitasa

1-es pont hibaellipszise:
>{a,b,ir}=hibaell(C[1:2,1:2]);

>a, b, ir
0.3190815668129
0.2284174221031
12.83690572682

Az 0sszes hibaellipszis:
>a=zeros(1,6); b=zeros(1,6); ir=zeros(1,6);

>for i=1 to 6; {a[L,i],b[L,i],ir[L,i]}=hibaell(
C[2*i-1:2%i,2*i-1:2*i]); end;

>a'|b’|ir’
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0.3190815668129
0.3056710441415
0.3427714652986
0.3374186767047
0.3245504675619
0.4081493882987

0.2284174221031
0.2064036743215
0.250185906032
0.3082093762539
0.2735433987603
0.3448660853598

12.83690572682
3.518661498868
163.7386245223
94.92123072379
157.0699364912
97.43327754378
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5. hét. Eléadas: Csoportos és szekvencidlis kiegyenlités és alkalmazdsa a geodéziaban

Ebben az eléadasban sz6 lesz a csoportokban torténé kiegyenlités alapelvér6l , modszereirdl, a fo-
lyamatos csoportképzésrdl és a szekvencialis kiegyenlitésrél. Attekintjiik a csoportos Kiegyenlités
néhany alkalmazéasat a geodézidban és beszéliink a GNSS mérések szekvencialis kiegyenlitésérol.

Csoportokban torténd kiegyenlités

A mérési eredmények feldolgozasakor gyakran talalkozunk olyan feladatokkal, amikor valamennyi
merési eredmény egyidejii kiegyenlitése helyett a mérési eredmények kiegyenlitését csoportokra
bontva célszerii elvégezni. A csoportokban toérténd kiegyenlités alkalmazasanak kiilonboz6 okai
lehetnek. Hosszt id6n keresztiil a csoportokban torténd kiegyenlités egyetlen célja a megoldandd
normalegyenlet méretének csokkentése volt. A csoportonkénti kiegyenlités alkalmazasanak oka
lehet az is, hogy a méréseket kilonboz6 idében végeztik, s a késébb végzett mérések kiegyenlite-
sekor felhasznaljuk a korabban végzett mérések feldolgozasanak eredményeit is. Ilyen jellegti fel-
adatokkal talalkozhatunk a mozgasvizsgalati mérések feldolgozéasakor, s az interaktiv rendszerek
elterjedesével egyre gyakrabban hasznéalt on-line merési és feldolgozasi modszerek esetében. Veégul
célszertien hasznalhatok ezek az eljarasok a durva hibak kimutatasa utani, a durva hibas mérések
kihagyasaval torténd kiegyenlitésekkor is.

Csoportonkénti kiegyenlités elve az, hogy a fellép6 egyenletrendszereket — amelyek lehetnek felté-
teli, javitasi, kényszerfeltételi vagy normalegyenletek — csoportokra valasztjak szét, amelyeket ki-
I6n-kiilon dolgoznak fel. Alapvetd feltétel, hogy a csoportonkénti kiegyenlités ugyanarra az ered-
ményre vezessen mintha egylttesen tortént volna a kiegyenlités. Ha a kiilonboz6 mérések L* vekto-
rat, a kiegyenlitéshez sziikséges Py, suly- (vagy sulykoefficiens-) matrixot s a v* matrixot az egyes
csoportoknak megfeleld részekre bontjuk, akkor a most leirt feltételt a kovetkez6d 6sszefliggeés fejezi
Ki:
V,P,,V, + VPV, +---+ VP, Vv, =min

A csoportonkénti kiegyenlités most leirt elvének érvényesiilését altalaban ugy biztositjak, hogy az
egyenletek — amelyek, mint mar emlitettik, feltételi, javitasi kényszerfeltételi vagy normalegyenle-
tek lehetnek — valamely meglévé csoportjahoz egy tovabbi csoportot vonnak hozza, igy a két cso-
port egylittesen alkotja az ) meglévd csoportot, amelyhez majd a harmadik csoport hozzéakertil, és
igy tovabb. Az eljaras tehat felfoghato ismételt kétcsoportos modszernek. Természetesen a csopor-

tok dsszevonasakor az egyes csoportok kovariancia-, sulykoefficiens-, illetve sulymatrixat a terjedé-
si torvények felhasznalasaval kell képezni.

A csoportképzés két alapvetd tipusa a folyamatos és az §sszekapcsoldsos csoportképzés. A csoport-
képzés két alapvetd tipusat a normalegyenleteket feltételezve mutatjuk be.

a) A folyamatos csoportképzés esetében a 2., 3., ..., k-adik csoporthoz tartoz6 norméalegyenletet
rendre az 1. csoporthoz tartoz6 normalegyenlettel vonjak 6ssze. Ennek megfeleléen a normal-
egyenlet felépitése a kovetkezd lesz:

1.cs 2. cs. 3.¢cs k. cs

__I_\I_l;_i N1 Nig ': i Ny |
Na Napi Nagi 2 N
N={Na Np Ngio i Ny
_Nkl N, Nys A\
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A most bemutatott eset fordul elé példaul mozgasvizsgalati mérések kiegyenlitésekor, vagy on-line
mérésfeldolgozas esetében. A folyamatos csoportképzésbe sorolhato az an. szekvencidlis kiegyenli-
tés, amely esetében a feladatot altalaban ugy fogalmazzak meg, hogy valamely i. csoport ismereté-
ben az (i+1)-dik csoportot kell meghataroznunk.

b) Az 6sszekapcsolasos csoportképzéskor az 1. csoportot az egymastol fuggetlen Naa, Npp, Nec,
blokkok alkotjak, amelyek kozott a kapcsolatot a 2. csoport Na2, Np2, Ne, blokkjai biztositjak.
A normalegyenlet felépitése ez esetben a kdvetkezo:

_Naa 0 0 E Naz_
N: 0 Nbb 0 E: sz
O O Ncc : Nc2

_N2a N2b N2c N22_

A most bemutatott eset fordul eld példaul kiilonbozd orszagok geodéziai haldzatainak
egyuttes kiegyenlitésekor. Az emlitett példabdl adédoan ebben az esetben szokas az 1.
csoportba tartozo ismeretleneket ,,belsé™ (sajat), a 2. csoportba tartozo ismeretleneket
pedig ,, kiilsé ” ismeretlennek nevezni.

A csoportos kiegyenlités 6sszefiiggéseit a BSc targy keretében mar megismert valamennyi kiegyen-
litési csoport esetében le lehet vezetni. A szoba johetd esetek szamat boviti, hogy a mért mennyisé-
gek vagy paraméterek szamat valtozatlannak, illetve valtozénak tekintjik-e.

A tovabbiakban csak a kozvetitd egyenletekkel torténd kiegyenlités esetében mutatjuk be a folya-
matos, illetve dsszekapcsolasos csoportképzést. Példaként megvizsgalunk egy szintezési haldzatot,
és elvégezzik a csoportonkénti kiegyenlitést durva hibas meérések Ujrafeldolgozéasa esetén. Ezen
Kivul dsszehasonlitjuk egymassal az egyittes és csoportonkénti kiegyenlitést. Sz lesz még a nor-
malegyenletek dsszeadasarol (ez az un. stacking).

Folyamatos csoportképzes kozvetité egyenletekkel torténé kiegyenlitéskor

Induljunk ki abbol, hogy valamely feladat megoldasakor a mérési eredmények alapjan meghataroz-
tuk a kiegyenlitett mérési eredményeket, a kiegyenlitett paramétereket és azok sulykoefficiens-
matrixat. Tekintsik a most leirt feladatot az i = 1. alkalommal végzett kiegyenlitésnek. Az i = 1.
alkalommal végzett kiegyenlités utan i + 1 = 2. alkalommal tovabbi méréseket végeztiink. Tiizziik
ki célul az i + 1 = 2. alkalommal végzett mérések figyelembevételével a kiegyenlitett mérési ered-
mények, a kiegyenlitett paraméterek és azok sulykoefficiens-matrixanak a meghatarozasat.

Az i = 1. alkalommal végzett kiegyenlités P;; stlymaétrixd L, ,6sszesen n darab mérési eredménye

(n,n) (n,1)

alapjan az alébbi linearizalt javitasi egyenletekbdl kiindulva az ismeretlen valtozasok X; vektorara
az alabbi eredményt adja:

Vi =AX - |1
X, = (AI P11A1)_1AI P11|1
A kiegyenlitett paraméterek sulykoefficiens-matrixa igy alakul:

Qi = N = (AI I:)11'6‘1)_1 .
A most leirt 6sszefliggesek szolgaltatjak a kiegyenlités i = 1. csoportjat.
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A kiegyenlités elvégzése utan az alkalommal tovabbi, s db. mérést végzink. Legyen ezek eredmé-

nye L, , astlymatrixa pedig P,, . Tételezzik fel, hogy a két alkalommal végzett mérések egymas-
(s.1) (nss)

tol flggetlenek. Hatarozzuk meg az i + 1 = 2. alkalommal végzett mérések figyelembevételével a
valtozasok x, vektorat, a v, javitasvektort, tovabba a kiegyenlitett parameterek Qxox. sulykoeffici-
ens-matrixat.

A masodik mérési alkalom méréseihez az alabbi javitasi és egyuttes normalegyenletek tartoznanak:
vV, =A,X, -1,
(A[PLA, + AP, A X, — (APl + ALP,l,)=0

Itt X, az 0] paraméter becslés, ezt kell meghatarozni x; segitsegével.

A csoportonkénti megoldas érdekében vezessiik be az (j y paraméter vektort. Ezt az egylttes nor-
malegyenletbe beirva:

(A[PLA; + ALP,LAX, — (APl +ASP,,1,)=0
(A;PLAX, —AP,l + AP, (AX, —1,)=0
Nx, —A;P,l, + Ay =0
y =P, (A,X,—1,)
Az utolso egyenletet O-ra rendezve:
A, X, —1,-P,y=0

A megoldando egyenletrendszer a kovetkez6 formaban irhaté fel:

N A; {Xz} _ Azpllll
A, =Py Y 1,
A megoldas érdekében a bal oldali hipermatrixot kell invertalni. Szamunkra most az x,-re kapott

megoldas lesz érdekes.

Egy hipermatrix inverzét Rézsa (1991), (5.1.25) dsszefiiggését alapul véve hatarozhatjuk meg:

< oln 1o gf we

F=A"+A'B(D-CA'B)'CA™
G=-A"'B(D-CA'B)*
H=-(D-CA’'B)'CA™

| =(D-CA™'B)™

A megoldand6 egyenletrendszeriinkben az egyiitthatd matrix inverzét a kdvetkezd alakban irjuk fel:

e HG

Az invertalandd matrix most egy s X s méretii matrix. Az inverz matrix részmatrixait az alabbi 6sz-
szefliggések szolgaltatjak:
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F=N"'+SA,N"
S=-N"A}(P, +A,N"A})™
H= (P, +A,NTA) AN
| =—(P,, + A,N"A})™

Az egyenletrendszer megoldasa az inverz matrix ismeretében:

{xz} ~ [N‘l +SA,N —S}{AIPﬂll}
y H I l,
Figyelembe véve az i = 1. 1épés eredményét:
X, =N"A;P,,
az i = 2. 1épésben kapott paraméterbecslés igy szamithato ki:
X, =X, +SA,X, =S, .
A kiegyenlitett paraméterek sulykoefficiens-matrixa az els6 1épésben, mint lattuk:
Qua=N"'=(AP,A)".
A masodik lepés utan a kiegyenlitett paraméterek sulykoefficiens-matrixa igy irhato:

Qx2x2 = Qxlxl +SA2Qx1x1 .

Ha a feladatot nem a csoportonkénti kiegyenlitéssel oldottuk volna meg, akkor az x, értéket a ma-
sodik mérési alkalomhoz tartozé

(AIP11A1 + AzpzzAz)Xz - (AIP11|1 + Azpzzlz) =0
normalegyenlet megoldasabdl nyerhettiik volna:
X2 = (AIPﬂAl + A;PZZAZ)_l(AIPnIl + A;PZZIZ) '

A csoportonkénti kiegyenlitéskor az elsé mérési alkalommal egy r X r, a masodik mérési alkalom-
mal s X s méretli matrixot kell invertalni. Ha a kiegyenlitést a szokasos modon végezzik, mindkét
alkalommal egy r x r méreti matrix invertalasa a feladatunk. Belathato, hogy minél nagyobb az r —
s kiilonbség, annal célszeriibb a csoportonkénti kiegyenlités.

Példa: szintezési halozat kiegyenlitése

Az alabbi abran vazolt szintezési halézat F, G, H ismeretlen magassagu pontjai magassaganak
meghatarozasa érdekében egy mérési alkalommal megmérték az dbran 1...5 jelit mennyiségeket. A
nyilak az emelkedés iranyat mutatjak. Az egyes mérések fliggetlennek és azonos pontossaglnak
tekinthetok.
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A mérési eredmények a kovetkezok: L;=4,186 m, L,=8,340 m, L3=6,008 m, L;=4,005 m,
Ls=12,851 m, Lg=7,428 m

Az abran romai szammal jel6lt pontok magassaga ismert: Z,=200,182 m, Z,=204,350 m,
Z,,=210,856 m, Z;y=205,431 m

Végezzik el most a szintezési halozat kiegyenlitését az elsé mérési alkalom alapjan! A magassagok
elézetes értékeit igy vesszik fel: Zgp=196,000 m, Zg;=202,000 m, Zy,=198,000 m.

A kozvetito egyenletek alapjan felirt alakmatrix, tisztatag vektor és sulymatrix igy alakul:

-1 0 0] [ +4]
-1 0 O -10
A=-1 +1 0 I, =| +8 P - E
63 | 41 1l G) | | sy 69
10 0 -1 | =9

Mivel a mérések azonos pontossaguak és fliggetlenek, a sulymatrixot egységmatrixként vettik fel.
A normélegyenlet egyttthatomatrixa és tisztatag vektora a kovetkezo lesz:

3 -1 0 2
N,=AA, =[-1 2 -1 n, =All, =| 13
9 0o -1 2| @ 0

A normalegyenlet megoldasabdl a valtozasok vektorahoz jutunk:

Zc 2,86
z, =| 25 |=]10,57 |[mm]
(3.1)

Z, 5,29

A pontok magassagait az eldzetes értékek és a valtozasok dsszevonasaval nyerjiik:

196,000 [0,0029] [196,0029
Z, =Z,,+ 2, =| 202,000 |+| 0,0106 | =| 202,0106 | [m]
(3,1) 31 (31

198,000 | [0,0053| |198,0053

A kiegyenlitett mérési eredmények és a magassagok kielégitik az eredeti kozvetitd egyenleteket. A
szamitasokhoz eldallitottuk a sulykoefficiens-matrixot:

04286 02857 01429
Q.0 =|02857 08571 0,4286 |
G 101429 04286 0,7142
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A kiegyenlités elvégzése utan a Z,y=205,431 m magassagu 1V. pontbol megmérik az L¢=7,428 m
mérési eredményt. A szintezési vonal hossza az el6zd vonalak hosszaval azonos. Hatarozzuk meg
az Lg eredmény felhasznalasaval az F, G, H pontok kiegyenlitett magassagat. Az Gjonnan kialakitott
halozatot a kovetkezd abra szemlélteti:

©
L,
F G H Ls
L3 L4 \\\
\\
L, Le AN
N
O] ©
v

A szamitast a csoportokban torténd kiegyenlités elve alapjan az elé6z6ekben levezetett 6sszefiiggé-
sek alapjan végezziik. Az i = 2. mérési alkalomhoz tartoz6 alakmatrix, tisztatag és stlymatrix:

A,=[0 0 -1 I, =-3[mm], P,=E

(1,3) 1) @y @D '

A felsorolt értékek alapjan eldszor az S matrixot szamitjuk ki:

-0,1429 0,0834
S=-N"A;(P;, +A,N"A}) ™" =— -0,4286 | (1,7142)™" =| 0,2500 |
~0.7142 0,4166

Az S ismeretében a kiegyenlitett paraméterek z, valtozasait a kovetkez6 Osszefliggésb6l szamithat-
juk:
2,67

z,=2,+S A,z,-S |, =/10,00 |[mm]
@y c6n GYaezy ey GHay 434 )

A kiegyenlitett magassagokat az eldzetes értékek €s a valtozasok dsszevonasabol nyerhetjiik:

196,000 | |0,0027 196,0027
Z =Z,+12, =|202,000 |+|0,0100 | =| 202,0100 |[m]
G @y @D '
198,000 0,0043 198,0043
A kiegyenlitett mérési eredmények kielégitik az eredeti kozvetitd egyenleteket. A kiegyenlitésbol
nyert Qxox2 Sulykoefficiens-matrix igy alakul:
0,4167 0,2500 0,0834
Q2x2 = (E+SA;) Q,y,, =[0,2500 0,7500 0,2500 |
0,0834 0,2500 0,4167

A példaban bemutatott csoportos kiegyenlités eredmenye természetesen egyezik azzal, amelyet ak-
kor kapunk, ha a két alkalommal végzett méréseket egylittesen egyenlitjik Ki.

A folyamatos csoportképzés specialis esete az, amikor az i = 1. csoport kiegyenlitésébol — példaul
durva hibdk kimutatadsa miatt — ki kell hagynunk s db. mérést, és igy kell megismételnink a ki-
egyenlitést. A csoportonkénti kiegyenlités durva hibas méresek Gjrafeldolgozasa esetén az el6z6hoz
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teljesen hasonl6an oldhaté meg; a durva hibds meérések negativ eldjellel kell bevinniink a feldolgo-
zasba:

-V, ==A,X, +1,.
Az i = 2. kiegyenlités egyiittes normalegyenlete:
(AIPnAl _AzpzzAz)Xz - (AIP11|1 - A§P22|2) =0 ’

ahol x, az (j paraméter becslés, ezt kell meghatérozni az x; segitségével. Az el6z6hoz hasonléan az
y Uj paraméter bevezetése utan a megoldando egyenletrendszer igy alakul:

N -A} {xz}_ APl
_Az Pz_zl y _Iz .

A normalegyenlet megoldasa alapjan — az el6z6khoz teljesen hasonléoan — az x, paramétervektor
becslését igy irhatjuk fel:
Xo =X+ TAX +T L, =x, +T(AX, +1,),
ahol
T=N"A, (P -AN'AY "
(s9)

Elénye ennek a megoldasnak, hogy a durva hibas mérések utani Ujrafeldolgozéashoz csak egy s x s
méretii matrixot kell invertalni, ahol s a durva hibds mérések szdma. Az ismeretlenek sulykoeffici-
ens-matrixa a kovetkezo:

Qx2x2 = Qxlxl +TA2Qxlxl .

Az alabbi abran véazolt szintezési halézat F, G, H ismeretlen magassagu pontjai magassaganak
meghatarozasa érdekében egy mérési alkalommal megmérték az abran 1...5 jelit mennyiségeket. A
nyilak az emelkedés iranyat mutatjak. Az egyes mérések ismet fliggetlennek és azonos pontossagu-
nak tekinthetok.

Lo

Ly

O] ©

| v
A mérési eredmények a kovetkezok: L;=4,186 m, L,=8,340 m, L3;=6,008 m, L;=4,005 m,
Ls=12,851 m, Le=7,444 m. Az abran romai szammal jel6lt pontok magassaga ismert: Z,=200,182
m, Z||=204,350 m, Z|||=210,856 m, Z|V=205,431 m.

A javitasi egyenletek alakmatrixa, tisztatag vektora és sulymatrixa a kovetkezo (a stlymatrixot egy-
ségmatrixnak tekinthetjuk):
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-1 0
-1 0
-1 +1

A =
(6,3) 0 +1
0 O
0 0

0
0
0

-1

-1

-1

(6.1

Fa
-10
+8
+5
-5

+13

2:E

@ -’

A normalegyenlet egyltthatomatrixa és tisztatag vektora ezek utan igy alakul:

3 -1 0 -2
N=APA=-1 2 -1 (r;%):AIPnllz 13 |
0 -1 3 | ~13

A normélegyenlet egyitthatomatrixanak inverze, és a valtozas vektora a kovetkezé lesz:

0,4167 0,2500 0,0833
N =(A;P,A,)" =[0,2500 0,7500 0,2500

(33) !

0,0833 0,2500 0,4167

Ze +1,33
z, =| 25 |=|+6,00 [[mm]
Y 1z | [-233

A mérési javitasokat a javitasi egyenletbdl kiszdmitva Lg jelii mérési eredmény javitasa +10,67 mm-
es értékilire adodott. Felmeriilt a gyanu, hogy ez a mérési eredmény durva hibas. Ezért a kiegyenlités
elvégzése utan a javitasokat a durva hibak kimutatasara szolgalo modszerrel megvizsgalva kimutat-
tuk, hogy az Lg jeli mérési eredményt valoban durva hiba terheli, ezért a kiegyenlitést az Lg mérési
eredmeny kihagyasaval meg kell ismételni. Az ismételt kiegyenlitést a csoportos kiegyenlitésre le-

vezetett dsszefliggések felhasznalasaval végezzik.

Ebben az esetben a méréseket és a javitasi egyenleteket két csoportba osztjuk. A kiegyenlitésbol
kizart Lg méréshez tartozo javitasi egyenlet alakmatrixa, tisztatag vektora és sulymatrixa a kdvetke-

ZO:
232) =fo 0 -1], <|1,21> =-13[mm] E?ﬁ =E.
Elséként a T matrixot szamitjuk Ki:
—0,0833 -0,1428
T=N"A;(P, -A,N"A})™ =|-0,2500 | (0,5833) " =| —0,4286 |
—0.4167 -0,7144

A T matrix ismeretében a z, valtozasok vektora igy alakul:

2,85

z,=2,+TA,z,+ T 1, =|1057 |[mm]
@y ¢y GYazxen GHaey 5 29 )

A kiegyenlitett magassagok a kovetkezok lesznek:



196,000 0,0029 196,0029
Z =2Z,+12, =|202,000|+|0,0106 |=| 202,0106 |[m]
G @y @ '
198,000 0,0053 198,0033

Ezek természetesen szamitasi élessegen belll megegyeznek az 1. kiegyenlités eredményével:
196,000 | |0,0029| |196,0029
Z, =Zy+ 2z, =|202,000|+|0,0106 | =| 202,0106 |[m]
(31 B (31
198,000 | |0,0053 198,0053

A méar mondottak értelmében az egyiittes és csoportonkénti kiegyenlitést dsszehasonlitva lattuk,
hogy az egyuttesen végzett kiegyenlités soran két, r X r méreti matrixot kell invertalni:

X, = (AIP11A1)71AIP11|1
X, = (AP A, + AzpzzAz)_l(A:PnIl +ALP,l,),

a csoportonkeénti kiegyenlités soran ezzel szemben egy r X r méretii, valamint egy s X s méret(i mat-
rix invertalasa szikséges:

X = (AIPMAl)_lA;PMIl
X, = N7'x, +SA,x, -S|,

Nyilvan, minél nagyobb az r — s kiilénbség, annal célszeriibb a Kiegyenlitést a csoportonkeénti Ki-
egyenlités madszerével elvégezni.

A normélegyenletek 6sszeadasanak nevezett eljaras akkor célszerti, ha sokkal tobb a mérés mint a
paraméter (n ~ s >>r), és az egyes mérési sorozatok fuggetlenek, ami gyakran el6fordul példaul
GNSS mérések feldolgozasa eseten (Bernese ADDNEQ?2)

Legyen adott k db. norméalegyenlet (az x kbzds paraméter vektorral):
Kk k
2 (APA)X=Y (ATP1) =0,
i=1 i=1

Fuggetlen mérések esetében a javitasi egyenletek és stlymatrix a kovetkezok lesznek:

Vv, A I, p 0 - 0
[ aid P i D d
Vv, A, I 0O 0 - P

A normalegyenletek eldallitasa a kozos X paraméter vektorra az alabbiak szerint torténik:

Al
. . . A koo,
(A'P)-A: [Alpl APy o AkPk] :2 =§A|PiAi
LA
o
* * * |2 k .
(AP)-I: [Alpl APy oo AkPk] : :ZiAiPiliy
_Ik
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k k

2 (ATPA)X= (AP;1) =0,

i=1 i=1
Nézziink egy példat arra, hogy mikor célszerli ezt az eljarast alkalmazni. A kovetkez6é héten (szii-
réssel) elvégzend6 Bernese feldolgozas esetében az egyes sessiondkben a mérések és a paraméterek
szama az alabbi tablazat szerint alakul:

Session mérések paraméterek
B 1875 26
C 1847 32
D 1788 29
E 1909 28

Latjuk, hogy a feladatban sokkal tébb a mérés, mint a paraméter. Ezért rendkivil célszerti a normal-
egyenletek dsszeadasaval elvégezni az 6sszes mérés egyiittes kiegyenlitéset.

Osszekapcsolasos csoportképzés kozvetité egyenletekkel
A feladat megoldasakor induljunk ki abbél, hogy a mérési eredményeket m db vektor tartalmazza:

L,L,,....L, .

A mérési eredmenyeket egymastol flggetlennek tekinthetjiik, ennek megfeleléen a stlymatrixaik
rendre a kovetkezok:

P.,P,,...,P.

mo-
A feladat megoldéasa érdekében osszuk a paramétereket m + 1 csoportba. Az

Xiy Xy eeny Xy Z
vektorok kozul az x vektorok azokhoz a paraméterekhez tartoz6 valtozasokat tartalmazzak, amelyek
csak az L mérési eredményekhez tartozo kozvetito, illetve javitasi egyenletben fordulnak el6. Ezek
tehat a kordbban emlitett elnevezés felhasznalasaval a ,,belsé” ismeretlenek. A z vektor pedig azok-
hoz a paraméterekhez tartozo valtozasokat foglalja magaba, amelyek a mérési eredmények tébb
csoportjahoz tartozo kozvetitd, illetve javitasi egyenletben szerepelnek. Ha példaul valamely para-
méter az L, és L, mérési eredményekhez tartozd kozvetité egyenletek valamelyikében egyarant
megtalalhatd, akkor az ahhoz a paraméterhez tartozo valtozast a z vektorba soroljuk. A z vektor

elemei tehét a ,,kiils6” ismeretlenek.

Az L, L,,...,L, mérési eredményekhez tartozo javitasi egyenletekben a belsd és kiilsé ismeret-

lenek egyarant eléfordulnak. A javitasi egyenletekben a belsé ismeretlenek egyiitthatomatrixait a
szoké&sos mddon Ai matrixoknak, a kiilsé ismeretlenek egyiitthatomatrixait pedig — a megkulénboz-
tetés kedvéért — Di matrixoknak jeldljuk.

A linearis vagy linearizalt javitasi egyenletek és a stlymatrix a kovetkez6 formaban irhatok:
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T
v, | [A, 0 0 0 D, l,
V.| |0 A, 0 0 D,| 2| |
. . Xm . ’
v, 0 0 O A, D, I,
_Z_

P, O 0

0 P, 0

0 0 P

Lathato, hogy csak a Dj matrixok kapcsoljak 0ssze az egyes egyenleteket. A javitasi egyenletek és a
sulymatrix alapjan felirhatok a norméalegyenletek:

AlPLA; 0 T 0 AP.D; X, ] APyl
0 AzpzzAz 0 A;P22D2 X, Azpzzlz
: : : - ' =0
0 0 AummA AummD X AummIm '
DIP11A1 DZPZZAZ DummA ZDJ jj L YA ] ZDJ jj i

A j-edik normalegyenlet igy irhato fel:

AP;A X +AP;D;z=AP;l;.

A normalegyenletekbdl rendre kikiiszobolhetjiik a belsé ismeretleneket. Els6 1épésként a j-edik nor-
malegyenletet beszorozzuk a kovetkez6 kifejezéssel:

-1
JJA (AJ JJAJ) )

J
ahol

‘AJ ”A,.\;to_

Ezutan a kapott egyenletek 0sszegét az utolsdé normalegyenletbdl kivonva kiejtjiik a bels6 ismeret-
leneket:

{Z(Rj)}ﬁin,
ahol
R, =D’P. D, DJP”A (Aj

it

r _DJPJJIJ J JJA (AJ

1

ii )AJPJJD
-1

iA) AP

I TR

A redukalt normalegyenletekben méar csak kiilsé ismeretlenek (z) vannak. A kiilsé ismeretlenek
vektora ezért az igy képzett egyenletekbdl meghatarozhato:

(3R] S,

ahol
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R, =D}P;D,-D'P;A (AP

i i

r, =D7P;l; -DjP;A (AP,

i i

-
A)'A'P,D,

i it i
1 A%
jAj) Aj ij IJ
Az invertdlandd matrix mérete a kiilsé ismeretlenek szamaval egyezik meg. A kiilsé ismeretlenek
vektorat visszahelyettesitve a redukalt normalegyenletekbe, megkaphatjuk a bels6 ismeretleneket. A
j-edik normalegyenletbdl a bels6 ismeretlenek vektora:
* -1 * *
X; = (AjPA)) (APl —AjP;Dj) z.

A belsd ismeretlenek sulykoefficiens matrixa pedig a kovetkezd tipusti Osszefiiggésekbdl szamitha-
to:

Qi = (ATPA )T +(ATP

1]

-1 * * *
A)*AP,D,Q,DP,A (AP

11

-1
i iJ'Ai)

ahol a kiils6 ismeretlenek Qzz sulykoefficiens matrixa:

Az 0sszekapcsolasos csoportképzésre az alabbi abran lathaté példa haldzatok egyiittes kiegyenlité-
sét mutatja:

e bels6 ismeretlenek

e Kkuls6 ismeretlenek
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1. hazifeladat: Statisztikai jellemzék szdmitdsa mintaelemekbdl

A feladat
* Adott két mérési adatsor. Szamitsa ki a statisztikai jellemzdiket:
— Minta atlag, szo6réas
— Diszkrét auto- es keresztkovariancia fuggvéenyek
Adatok

e 2010. aprilis 26-a4n a Szerkezetek geodéziaja gyakorlaton végzett GPS mérések az Erzsébet-
hid magassagi mozgasvizsgalata céljabol

— Topcon és Leica RTK GPS-ek masodpercenként rogzitett 10 percnyi magassagméré-
si adatai (2 x 600 = 1200 adat: x(ti) és y(ti), i=1..600)

— mindenkinek mas kiindul6 adata van (Neptun kod fiiggd)

Szamitas

* Az X(t;) és y(t;) sztochasztikus folyamatok auto- (Ryx, Ryy) €s keresztkovariancia (Ryy) fligg-
vényei szamitasa a kovetkezo képlettel torténik (csak aszimptotikusan torzitatlan becslés):

1 Nn _ _
ny(n) =7 Z(Xk - X)(yk+n - y) ,
N k=
ahol n=0,1,2,..,N-1
» tlagot le kell vonni

Az eredményeket valtsuk 4t méter?-ré1 mm?-re! (szorozzuk be 10000-rel)

A szamitas dokumentélasa
* Tetszbleges programozasi eszkdz hasznalhato
» A felhasznalt algoritmust dokumentalni kell (programlista)
e Segitségként megadok egy Euler Math Toolbox-ban alkalmazhaté eljarast

e Nem kotelez6 ezt hasznalni!

Szamitasi algoritmus Euler-ben

» A szamitas elve: az x* vektor és a balra tologatott (jobbrol zérussal feltéltott) y”* vektor (me-
lyeket az atlagra mar korrigaltunk) skaléarszorzata adja a keresett korrelaciot:

[Xll Xlz XIN—n XlN]
Vi Yoo = ¥ - 0]

Implementacio Euler-ben
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function corr(x,y)
N=cols(x);
r=x-mean(x);s=y-mean(y);
R=zeros(1,N);
fori=1to N;
R[1,i]J=sum(r*s)/N; s=shiftleft(s);
end;
return R;
endfunction

Adatbeolvasas, rajzolas
adatok beolvasasa "file"-bol:
xy=getmatrix(600,2, " file");

oszloponkénti adatok:
x=xy[:,1]"; y=xy[:,2]";

R Kirajzoltatasa:
plot2d(10000*Rxx);

Ryy €ls6 20 eleme:
Rxy[1:20]

Beadandok
» Mindkét adatsorra az adatok atlaga, szérasa (sqrt(Rxx[1])

* Auto- (Ry, Ryy) es keresztkovariancia (Ryy) fiiggvények abraja, tovabba az elsd 20 érték nu-
merikusan
(ez 3 x 20 érték)

» Miszaki leiras (alkalmazott eszkoz, algoritmus leirdsa, programlista)

* Hataridd: szorgalmi idészak vége

Ami elgondolkoztat6

* Mit arulnak el a vizsgalt magassagvaltozasok jellegérdl a kovariancia fliggvények?
(az adatok mindenkinek valds mérési adatok!)
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A szamitas ellendrzése
* Ellendrzésiil adjuk 6ssze az Ryy(n) keresztkovarianciak értékeit n = 0-tdl 19-ig (20 érték).

* Ezt a Neptun kod alapjdn mindenki tudja ellendrizni webes feliileten keresztiil
(4 tizedesre kerekitve, mm?3-ben).

e Adatok letoltése, ellenOrzés:

o http://www.geod.bme.hu/gtoth/ksz/hfl.html
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6. hét. Gyakorlat: GNSS haldzat kiegyenlitése a Bernese szoftver segitségével. GNSS haldzat
szekvencialis kiegyenlitese

A gyakorlat keretében megismerkediink a svajci Bernese 5.0-as verzidju tudomanyos igényit GNSS
feldolgoz6 szoftverrel és elvégezzik egy harom pontbdl all6 GNSS haldzat méréseinek kiegyenlité-
sét. Megvizsgaljuk a kiilonb6zd adatfeldolgozasi eljarasok alkalmazasanak hatasat a kiegyenlitett
mérési eredményekre, azok pontossagara.

A Bernese egy tudomanyos igényt, széleskorli szolgaltatasokat nyujto, a legnagyobb pontossagi
igényeket is kielégit6 GNSS (GPS és GLONASS) feldolgoz6 szoftver. A program grafikus feliilete
az 5-0s verziotdl kezdve a Trolltech népszertt QT elemkdnyvtarara épil. A programcsomag lénye-
ges eleme az automatizalt feldolgozas, amelyet a Bernese Processing Engine (BPE) biztosit. Kulon-
b6z6 GPS feldolgozasi stratégiak alkalmazhatok a Bernese programban, tobbek kozott a hagyoma-
nyos relativ hal6zatmérések, a preciz pontmeghatarozas (Precise Point Positioning, PPP), de a prog-
ram az alacsony palyaji miiholdakon (Low Earth Orbiters, LEQO) vegzett GNSS mérések feldolgo-
zasara is alkalmas. A mérésfeldolgozas részét képezheti a megoldasok kombinalasa a normalegyen-
letek szintjen (szekvencialis kiegyenlités), a hibasziirés, valamint az ionoszféra, troposzféra model-
lezése. Nagy elénye a programnak a rugalmassaga, vagyis az, hogy a merések feldolgozasanak lé-
péseit a felhasznald szabadon megvalaszthatja vagy akar egyes lépéseket el is hagyhat. igy a prog-
ram lehet6vé teszi az adott feladathoz leginkabb alkalmas feldolgozasi stratégia testreszabasat.

A Bernese programmal a kiegyenlités soran meghatarozhato paraméterek kore igen széles. A para-
méterek kozott szerepelhetnek az allaspont X, Y, Z koordinatai, sebességei, kinematikus mérés ese-
tében a mozgd vevd koordinatai, a vevd és mithold orahibak, a fazis tobbértelmuségek, a vevo €s
mithold antenna faziscentrum valtozasai, az atlagos faziscentrum helyzete, a GNSS holdak palya-
elemei, a sugarnyomas és foldforgas paraméterek, a Fold tomegkdzéppontjanak helyzete, az allo-
masfiiggd troposzféra paraméterek, ionoszféra térkepek, illetve sztochasztikus ionoszféra paraméte-
rek.

A Bernese program ¢ Fortran 90 / C++ / Perl nyelven irodott, tdbb mint 300 000 programsort tar-
talmaz 1200 programmodulban. A program platform fliggetlen, UNIX és Windows operacids rend-
szer alatt is futtathato. A felépitése olyan, hogy egy meni program kezeli a tébb mint 100 feldolgo-
z6 programot. A telepitése utan kilon kezeli a program, a felhasznal6i és az adatterileteket.

A Bernese fobb feldolgozd moduljai a kdvetkezok:
palya mérések meta
adatok EOP RINEX adatok

palya generalas meérés- adatatvitel / konverzié
szimulacio

| - I |

y

feldolgozas:

1. eléfeldolgozas .
2. session megoldas < SZerviz,
3. multi-session megoldas E e

|—>[ eredménvek ]
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A programcsomag hasznalatat menirendszer konnyiti meg. A Bernese menirendszerét az alabbi
képek mutatjak:

Configure | Campaign RINEX Orbits/EOP Processing Service Conversion BPE User Help

Configure  Campaign B\NEX': | Processing Service Conversion BF | BPE User  Help I

Set session/compute date ; Code-based clock synchronization E Edit process control file (PCF) ,
Menu variables ] Baseline file creation f Edit PCF program input files )
¥ . /
Program names i Phase preprocessing ] Edit single menu/program input file ~
Paths and extensions E Parameter estimation i Edit CPU file 4
Change general options ? Normal equation stacking 1 Reset CPU file
Update input files { Program output extraction » { glart BPE process 1
Menu layout ’ E u

Quit ; " Generate simulated observation data i
o e i e >
Bemese observation files 3 4
Campaign RINEX  Orbits Residual files 3 " e
Select active campaign Helmert transformation h
Edit list of campaigns lonosphere tools *  Coordinate comparison
Create new campaigr frtnmantad meacessing 3 Compute NUVEL-velocities
o ! RINEX Orbits/EOP Processing Servic n ) 4
Edit sessionfable [ = oot F;NEX o Bem_ese form:I T am output Extrapolate coordinates >
Edit station files p = } message Transform coordinates i
D ————— Export RINEX from Bernese format » & 7 4
Transform to ETRS89 1

Cuticoncatenate RINEX files 3 :
RINEX utilties - B __Mrmge coordinate files

A feldolgozas folyamata a kovetkezd fobb 1€épésekbdl tevddik Ossze:

adatgytijtés (nyers vagy RINEX formatumt mérési adatok, preciz palya, foldforgas paraméte-
rek);

adatel6készités (nyers mérési adatok — RINEX és/vagy RINEX — Bernese formatum kon-
verzio);

palyameghatarozas — ORBGEN (fedélzeti palyaelemekbdl vagy preciz palyabol);

kodmérések sziirése — CODCHK, feldolgozasa — CODSPP (a vevé orajarasanak meghataro-
z4sahoz);

a feldolgozand6 bazisvonalak definidlasa és létrehozdsa — SNGDIF (kettds kilénbség-
allomanyok (DD) képzése);

a DD fajlok automatikus és/vagy kézi ,,zaj sziirése” — MAUPRP;
a ciklus-tobbértelmiségek meghatarozasa GPSEST;

paraméterbecslés — GPSEST (koordinatak, ionoszférikus, troposzférikus paraméterek, kovari-
anciak, normalegyenletek elmentése stb.);

a valasztott feldolgozasi stratégia fliggvényében tovabbi paraméterbecslés az elmentett nor-
malegyenletek alapjan — ADDNEQ (az egyes mérési kampanyok napi megoldasaibodl ill.
kampanyok sorozataibol vagy permanens merések megoldasaibol).

A Bernese palyaprogramja (ORBGEN) numerikus integralassal hozza létre a feldolgozashoz a fe-
deélzeti ill. preciz palyaelemek alapjan a sajat formatumda, nagy pontossagu palyat, figyelembe véve
valamennyi, a mitholdak mozgasat befolyasold, modellezhetd hatast (a foldi nehézségi erdtér és az
égitestek perturbal6 hatasa, a sugarnyomas paraméterei becsiilheték). Ugyanakkor megfelel6 globa-
lis haldzat mérései alapjan képes a preciz palya meghatarozasara, ill. javitasara, ezt alkalmazzék a
CODE IGS Analizis Kdzpontban.

A szoftvercsomag ,.lelke” a GPSEST paraméterbecsld program. Valamennyi paramétert a legkisebb
négyzetek modszerével hatdrozza meg, lehetdség van az egyes paraméterek kozotti korrelaciok he-
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lyes figyelembevételére. A feldolgozas folyamataban e programmal hatarozzak meg a ciklus-
tobbértelmiiségeket, amelyre a vektorhossz és mérési 1d6 fliggvényében tobb megoldast ajanl:

e hosszu, 1000 km-t meghalad6 vektorhosszakra a QIF (quasi-iono-free) stratégia, ahol egy-
szerre hatarozza meg az L1 és L2 ciklus-tobbértelmiiségeket. Enhez a megoldashoz jé6 miné-
ségli — L2-n nagy jel/zaj viszonyl — méresek kellenek, a régi jelnégyzetelds (signal squaring)
vevokkel nem miikodik;

o kozepes vektorhosszakra két 1épésben, L1 és L2 két linearis kombinaciojat (elészor L5 wide
lane, majd L3 iono-free kombinacio) hatarozza meg;

e rovid vektoroknal (< 10 km) az L1 és L2 ciklus-tobbértelmiiségeket kiilon-kilén hatarozza
Mmeg;

e rovid vektorok gyors meéréseihez (gyors statikus) a SEARCH stratégia hasznalando.

A ciklus-tobbértelmiiségeket vektoronként és periddusonként kell meghatarozni, ez a vektorok
eléfeldolgozasa — ,tisztitdsa” — mellett a legmunkaigényesebb része a feldolgozasnak.

A ciklus-tobbértelmiiségek meghatarozasa utan keriilhet sor a felhasznaldk altal kivant paraméterek
— elsésorban az alloméskoordinatdk — meghatarozésara. A koordinatakon kivil a legéltalanosabban
kért paraméterek az ionoszféra-modell és a zenitirAnyu troposzférikus késleltetés (Zenith
Tropospheric Delay, ZTD). A légkori hatdsok modellezésére a GPSEST program tdébb modellt
(Saastamoinen, Hopfield, Essen-Froome) és becslési eljarast (kiilonbozo leképezo fiiggvények, ma-
gassagfiiggd sulyozas, 1égkori gradiens bevezetése) kinal; a felhasznaléra van bizva, hogy melyik
megoldast valasztja.

A GPSEST program lehet6séget biztosit a feldolgozott vektor(ok) kovarianciainak és/vagy normal-
egyenleteinek az elmentésére is, amely a tovabbi feldolgozast megkonnyiti es felgyorsitja. Ameny-
nyiben a feldolgozott haldzat sok pontbol all és/vagy sok periodus mérése tortént, elegend a halo-
zatot vektoronkeént ill. periédusonként a GPSEST programmal feldolgozni, a norméalegyenleteket
elmenteni, majd az ADDNEQ/ADDNEQ2 programmal azokat egyuttesen kezelve egyetlen megol-
dassa kombinalni. Az ADDNEQ/ADDNEQ?2 teszi lehetové, hogy els6 1épésben kisebb mérési
anyagot, kisebb normalegyenleteket kezelve a feldolgozas gyorsabba valjék. Az
ADDNEQ/ADDNEQ?2 tovabbi eldnye, hogy tobb mérési kampany (ismételt mozgasvizsgalati mé-
rések, permanens allomésok mérési sorozata) is egyiittesen kezelhetd, igy az allomaskoordinatak
mellett sebességmeghatarozas is lehetséges. A programmal az eredeti megoldasba bevitt kényszerek
szabadon Ujradefinidlhatok, egyes allomasok rogzithet6k. A végeredmények SINEX formatumba
(Software INdependent EXchange Format) menthetok, amely lehetévé teszi késébb kiilonbozé GPS
analizis k6zpontok és més technikak (VLBI, SLR) eredményeinek egyuttes kezelését (pl. az ITRF
definialasahoz).

A féprogramok mellett a meniirendszer szervizprogramokat is tartalmaz, amelyekkel a kiilonb6z6
formatum atalakitasok (pl. a binaris Bernese formatumu palya és vektorok ASCII formatumba és
vissza konvertalhatok, hogy mas platformokra atviheték legyenek), fejlécek modositasa stb. elvé-
gezhetok.

A Bernese programot nemzetkozi szinten széleskorien hasznaljak, gyakorlatilag valamennyi nagy
pontossagot igényld feladathoz alkalmazhatd. Szerepe van az IGS palyameghatarozo szolgalataban
(CODE, Bern), az EUREF permanens alloméashal6zatanak feldolgozasaban, regionalis (CERGOP),
nemzeti (HGRN) és lokalis mozgéasvizsgalati programokban, Orszagos referenciahaldzatok kialaki-
tasaban, fenntartdsaban, az idészolgalatoknal, meteorologiai (iddjaras eldrejelzési) €s ionoszférikus
vizsgalatoknal, GPS-miiholdak és foldi vevék antennainak vizsgalataban, kalibralasaban — és még
folytathatnank a felsorolast.

A gyakorlat keretében a kovetkez6 egyszertt GNSS merésfeldolgozast vegezziik el.
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Héarom GNSS allomas (GRAZ, PENC, KRAW) méréseit, allomasonként 4 db 1 6ras session (méré-
si periodus) adatait hasznaljuk kiindulasként. Az érankenti mérések feldolgozasat a BPE-vel végez-
zlk, a RINEX-Bernese konverziét a RXOBV3 programmodul hajtja végre. A haldzati datum meg-
adasahoz a PENC haldzati pont koordinatait kényszeritjuk. A feldolgozast végrehajtjuk a fazisméré-
sek durva hiba sziirésével (a Bernese MAUPRP moduljaval) illetve anélkil is. Ezutan elvégezzik
az ADDNEQ?2 modullal a norméalegyenletek kombinalasat a 4 db 1 6ras mérési periodus alapjan.

A Bernese-vel torténd feldolgozas altalanos sémdja a kovetkezd abran lathato:

Fold forgas Preciz GNSS palyak Broadcast lizenetek orak
i 4~ 4 reciz palyak, 6rak broadcast Gizene- . ..
ERP informacio prectz palyal, ord i 6ra korrekciok
IERS forméaban vagy broadc. infé tek RINEX forma-
POLUPD —— | | PRETAB RXNBV3 CCRNXC
ERP fajlok tablazatos palyak BRDTAB broadcast fajlok SATCLK
L____—=| ORBGEN BRDTST
standard palyak m(ihold

Feldolgoz6 programok:  CODSPP, MAUPRP, GPSEST, ...

A BPE feldolgozas az un. process control file (PCF) allomanyok segitségével torténik. Az alloma-
nyok a BPE meniibdl az Edit process control file (PCF) meniipontban szerkeszthetok. Az elsé fel-
dolgozast a Dr. R6zsa Szabolcs altal elkészitett RELPROC.PCF allomannyal végezhetjik el. Ez a
feldolgozas 11 Iépésbdl all:

70



LIST OF BPE SCRIPTS

Filename c: /BERNS0/GPSUSER/PCF/RELFROC . FCF

PID Script Opt_dir Campaign CPU P Wait for....
001| POLUPD |RELPRCO1 ANY 1 I
002 | PRETAE [RELPRCO1 ANY 1001 ‘._
003 ORBGEN |[RELPRCO1 LNY 1002
006 | R¥XOBV3 |RELPRCO1 ANY 10003
007 |CODSPFP  |RELPRCO1 ANY 1| 006
008 | SNGDIF |RELPRCO1 LNY 1007
009 MAUPRP |[RELPRCO2 LNY 1 008
011 |GPSEST |RELPRCO3 ANY 1009
012 GPSESTAP |[RELPRCO4 LNY 1011
013 |GPSEST_F |RELPRCO4 LNY 10012
e Jepsesy feremcos| Qv fjgeis] ]}

Az egyes lépések a kovetkezd feldolgozast végzik:

Miihold el6zetes palyaszamitas

Foldtajekozasi paraméterek es palya informacio a feldolgozashoz
* POLUPD: IGS/IERS p6lus informaci6 konverzidja Bernese p6lus formaba
* PRETAB: miihold helyzete tabladzatos forméban inercidlis rendszerben
*  ORBGEN: standard palya el6allitas

Mérések eldfeldolgozasa
 RXOBV3: RINEX fajlok konverzidja Bernese binaris mérési formaba
e CODSPP: vev0 6ra szinkronizacio és kodmérések eldfeldolgozasa, sziirése
* SNGDIF: bazisvonalak létrehozasa, fajlba mentés

*  MAUPRP: fazismérések eléfeldolgozasa, ciklusugrasok felderitése (mi torténik, ha kihagy-
juk — ezt 1atni fogjuk)

Méreések feldolgozasa
» GPSEST: GNSS mérések LKN kiegyenlitése, paraméterek becslése — most 3 Iépésben

— GPSEST: eldzetes mérésfeldolgozas, ciklus tobbértelmiiségek (nem egész szam)
meghatarozasa

— GPSEST P: bazisvonalanként az egész ciklus tobbértelmiiségek meghatarozésa,
parhuzamos feldolgozas

— GPSEST: végleges kiegyenlités a mar meghatarozott ciklus tébbértelmuségekkel

» ADDNEQ?2: megoldasok kombinalasa a norméalegyenletek szintjén (stacking), szekvencialis
kiegyenlités

A szamitasokhoz mindenkinek sajat futtatd kdrnyezete van és 6nalléan tud a BERNESE-vel feldol-
gozni (Laky Sandor munkaja). Ez a ,,tavoli asztal kapcsolat” segitségével érhet6 el.

Elészor be kell allitani a feldolgozashoz sziikséges, kampany (Campaign) és Session informacidkat:
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e Campaign — Edit list of campaigns
— C:\GPSDATA\ADJUST
e Campaign — Select active campaign
- ADJUST
e Configure — Set session/compute date
— Year, Day of Year: 2010, 207 session char: ‘B’

— Session table: C:\GPSDATA\ADJUST\STA\SESSION.SES

Ezutén allithatok be a BPE feldolgozas paraméterei:
e BPE — Edit process control file (PCF)

— C:\GPSUSER\PCF\RELPROC.PCF (itt nem kell semmit megvéltoztatni!)

 BPE — Edit PCF program input files (RELPROC.PCF)

— 014 GPSEST

A GPSEST kimeneti allomanyai megadasahoz az alabbi abra nyujt segitséget:

GPSEST 2.1: Output Files 1
a pipat innen vegyuk ki:

GENERAL OUTPUT FILES z
Program output l@ use GPSEST.Lnn

Error message [T merged to program output

ide irjuk be ezt:

ERROR MSG

* a $S+0 az aktudlisan feldolgozott session nevét (207B - E) teszi be a névbe: A207B - E (A:

az elso feldolgozasra utal)
A feldolgozashoz inditsuk el a BPE-t:
 BPE — Start BPE process

* Fontos! Egyszere 4 session-t dolgozzunk fel (4 db 1-1 éras mérést)

SESSTION PROCESSING OPTIONS
Start processing Year

Number of sessions to be processed

Run sessions in parallel

Continue with next session in case of error

Session

207B

A sikeres feldolgozas utan a Bernese altal szolgaltatott eredmények a kdvetkez6k (°?” a session

azonositot jeldli):
* C:\GPSDATA\ADJUST\OUT konyvtarban:
— A270?.0UT: GPSEST allomanyok
— S01027?.COV: kovariancia matrixok
* C:\GPSDATA\ADJUST\STA konyvtarban:
— S01027?.CRD: pontkoordinatak

A hibaellipszisek kirajzoltatasahoz a kovetkezok szukségesek:
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e A270?.0UT allomanyokbdl a pontok hibaellipszis paramétereinek automatikus kinyerése
(szkriptek a Z:\Bernese_student mappaban; *?” a sessiont jel616 azonosito)

— errellip.py: Python (www.python.org) szkript
— futtatésa: C:\python26\python errellip.py A270B.OUT

— kimeneti allomany: A270B.OUT.ELL (pontok koordinatai, hibaellipszisek tengelyei,
irdnya)

* Rajzoltatds GLE-vel (Graph Layout Engine):
— ellrajzp.gle: GLE szkript

— futtatdsa (max. 5 input .ELL allomanyra): gle —d jpg -0 A.jpg ellrajzp.gle
A270B.OUT.ELL A270C.OUT.ELL A270D.OUT.ELL A270E.OUT.ELL

— kimenet az A.jpg fajlban
A feldolgozas elvégzése utan a GNSS haldzat pontjaiban az alabbi abszolut hibaellipsziseket kap-
juk:

0.5 em

A2708.0UT.ELL
AZ270C.OUT.ELL
———— AZ70D.0UT.ELL

A270E.OUT.ELL
ﬁ KRAW

abszglut hiboellipszisek

Végezzik el a GNSS mérések feldolgozasat a mérések hibasziirése nélkiil! Ehhez a GPSEST prog-
ram kimeneti allomanyainak a nevét igy allitsuk be:

B-vel kezd6dé nevii

GENERAT, OUTPUT FILES

Program output [T use GPSEST.Lnn

Error message | | merged to program output or

* a$S+0 az aktudlisan feldolgozott session nevét (207B - E) teszi be a névbe: B207B - E (B: a
masodik feldolgozasra utal)

ugyanitt a normalegyenleteket is nevezzik at (SN) meg a koordinatakat is:
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RESULT FILES 1

Normal equations Im NQO
Station coordinates Im CRD
Troposphere estimates Im TRP
Troposphere SINEX @m TRO

A feldolgozashoz ismét inditsuk el a BPE-t:
 BPE — Start BPE process
* Fontos! Most hagyjuk ki a MAUPRP sziirési 1€pést a feldolgozasbol:

BPE 2: Process Control Options

CPU CONTROL

CPU control file USE CPU
Check for free CPU every 10 seconds

BPE TASK SELECTION

Process control file RELPROC PCF
Start with script [
Skip scripts Joos mauprRP RELPRCO2 ||

A hibaszliréssel €s hibasziirés nélkiil elvégzett feldolgozasok eredményeibdl szamitott abszolut ko-
ordinata hibaellipszisek abrai 6nmagukért beszélnek:

0.5 ¢m 50 em
——— AZ70B.0UT.ELL B2708.0UT.ELL
—— AZ70C.OUT.ELL B270C.0UT.ELL
— AZ70D.0OUT.ELL B2700.0UT.ELL
AZTOE.QUT.ELL B270E.QUTELL

abszghil hibaellipszisak abszolit hiboellipszisak

A kovetkez6 feldolgozasi példaban az egyes sessionok feldolgozési eredményeit kombinaljuk a
Bernese ADDNEQ2 modulja segitségével. Ehhez valasszuk a Processing — Normal equation
stacking meniipontot, €s adjuk meg a kdvetkezo beallitasokat:
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50102707]

Az ADDNEQ2 bemeneti paramétereit a kovetkez6képpen allitsuk be:
* nincs paraméter eliminalas, Iépéskdz valtoztatas
o datum megadas: kézzel (manual) megkdétjuk PENC koordinatait (coordinates constrained)

A normalegyenletek kombinalasa utan a megoldasbol a kovetkezé abszolut hibaellipsziseket szami-
tottuk ki:

0.5em 0.5em

————— ADDNEQ2A.OUT.ELL

KRAW

PENC

abszolit hiboellipszisek

A normalegyenletek kombinalasat a sziirés nélkiili feldolgozasokra is elvégezziik:
* SN10270?.NQO input fajlok (?” a sessiont jeldli)
 ADDNEQ2B.OUT eredmény fajl
*  NEMSZ.NQO, .CRD normél egyenletek és koordinatak

A szamitott hibaellipszisek:
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Tovabbi lehetéségek a feldolgozas eredményeinek megjelenitésére:

50 em

———— ADDNEQ2B.OUT.ELL

GRAZ

KRAW

PENC

abszzolil hibaellipszisek

50 em

B2708.0UT.ELL
B270C.0UT.ELL
B270D.0UT.ELL
B270E.OUTELL

KRAW

PENC

abszzolil hibaellipszisek

Koordinatak valtozasainak kirajzoltatasa a .CRD allomanyokbol

Egydttes hibaellipszisek a 4 session és a kombinalt normalegyenletek eredményei felhaszna-

lasaval

3D hibaellipszoidok kirajzoltatésa:

Station coordinates and velocities:

Reference epoch:

2010-09-27 03:00:00

Station name Typ A priori value Estimated value Correction RMS error 3-D ellipsoid 2-D ellipse
GRAZ X 4194424.1270 4194424.4556 0.3286 0.0624
¥ 1162702.4610 1162702.4722 0.011z2 0.0952
z 4647245.2050 4647245.5808 0.375% 0.0610
U 538.2387 538.7317 0.4930 0.0779 0.0972 63.3
N 47T 4 1.857712 47 4 1.658425 0.0220 0.0445 0.0438 2.4 0.0442 3.8
E 15 29 36.514378 15 29 38.510732 -0.07&7 0.0926 0.0725 5.3 0.0%27
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7. hét. Eldadas: Robusztus becslés és kiegyenlités. Hatasfliggvények. Iterativ robusztus becslés
(RANSAC)

A geodeziai es fotogrammetriai mérések feldolgozasanak leginkabb elterjedt mddszere a legkisebb
négyzetek elvén alapuld kiegyenlités. Ennek az eljarasnak szdmos eldnye mellett nagy hatranya,
hogy igen érzékeny a durva hibak hatdsira. Mint az eljaras nevébdl is kitlinik, a durva hibak hatasa
négyzetesen jelentkezik abban a fliggvényben, amelynek a minimumat keressik.

A durva — és az ehhez hasonl6 nagy értékii — szabalyos hibak hatasat a kiegyenlitett értékekbdl ki-
kiiszobolhetjik, ha a kiegyenlitett értékeket megvizsgaljuk, s azok kozil a durva hibaval terhelteket
kimutatjuk. Ezek utan a kiegyenlitést a durva hibaval terhelt mérések kihagyasaval megismételjik.

A most leirt Gt mellett felmerult az igény olyan eljarasok felhasznalasa irant is, amelyek a legkisebb
négyzetek modszerenél kevésbé érzékenyek a durva hibak hatasara. llyen célra jol hasznosithatok
az un. robusztus becslési eljarasok. A magyar geodéziai szakirodalomban Detrekdi (1986) tanulma-
nya targyalta el6szor a robusztus becslések alkalmazasat mérési adatok feldolgozasahoz.

Az eléadasban a durva hiba fogalmanak ismertetése utadn sz6 lesz a robusztus becslési eljarasok
alapjair6l, a hatasfiiggvényekrol, a robusztus kiegyenlitési modszerekr6l, tovabba az iterativ robusz-
tus becslésrél (Random Sampling Consensus, RANSAC).

A durva hibak olyan nagy értékii hibak, amelyek tullépik a mérés pontossagatol megkovetelhetd
hatart. A durva hiba fogalmanak szabatosabb meghatarozasahoz legyen adott egy M modell és an-
nak p (,,valédi”) paraméterei, amely modell (a mérési hibaktdl eltekintve) tokeletesen kepes repro-
dukalni a d méréseket. Egy d mérés durva hibasnak (kivagoé értéknek) tekinthetd, ha nem illeszkedik
valamely hiba kiszobon belll M-hez, amely hiba kiisz6bot a véletlen jellegli mérési hibak hatasé-
nak tulajdonithat6 maximalis eltérés definial.

A definiciot a kovetkez6 abran szemléltethetjuk. A kivago (durva hibas) dx mérés olyan merés,
amely az M(p) modellhez (az abran a modell egy egy egyszerii egyenes) a hiba kiiszobon beltl nem
illeszkedik:

~o do M(p) modell: p;x+poy+p;=0

dk
)

A becslés torzitasanak definialasahoz legyen D, a nem kivago d mérések halmaza. Dyo(m) legyen
olyan d mérések halmaza, amelyben m darab nem kivagd mérést kicseréltiink kivagd (durva hibas)
mérésekre. Legyen M(p) a paraméteres modell. Az M(p) paraméteres modellen alapul6d paraméter-
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becslés torzitadsa az a maximalis zavaras, amely a paraméter vektor becslésében jelentkezik akkor,
ha D,-t kicseréljik Dyo(m) —re

A becslés 6sszeomlasi pontja a kivago (durva hibas) méréseknek az a minimalis aranya (szazaléka),
amelyet elérve a becslés torzitasa akar tetszolegesen nagy is lehet. Megmutathatd, hogy a legkisebb
négyzetek szerinti paraméter becslés dsszeomlasi pontja 0 %, tehat akar egyetlen kivagd mérés is
tetszOleges mértékben képes elrontani a LKN becslést!

A modelltdl valo eltérések nem hagyhatok figyelmen kiviil a gyakorlatban (5-10%-0s durva hiba
Hampel szerint inkabb szabalynak latszik, nem kivételnek). Ezért olyan becslést szeretnénk, amely
nem érzékeny az M(p) paraméteres modellt6] valo eltérésekre (azaz robusztus) — a legkisebb négy-
zetek segitségével torténd becslés, mint lattuk, nem ilyen. Ezért most a becsléknek egy olyan altala-
nos osztalyat definialjuk, amely lehet6séget ad robusztus becslok eléallitasara (Zavoti, 1999).

Az M (Maximum Likelihood)-becslék olyan x = p paraméter vektort hataroznak meg, amely maxi-
malizélja a hibaeloszlas L(y,x) egylittes valosziniiségét (az y = d a mérési adatok n elemt vektorat
jeloli):

Ly =TT (5,
aI_E)I azys, ..., yn minta feltételezheten f(y, X) valoszinliség stirtiségfiiggvényi eloszlasbol szarma-
zik.
Mivel a logaritmus fuggvény szigorian monoton névekvd, ezért L(y,x) maximalizalasa helyett an-
nak negativ logaritmusat, a p célfiiggvényt minimalizaljuk:
Py, X) =-InL(Y. 0 =-3In f(3,.)

A vizsgalt fliggvény szélséértékét derivaltjanak zérushelyeként is megkaphatjuk:

dp(y.x) _ d[_2 _
™ _dx{ ilelnf(yi,x)} 0

A minimumképzés tehat egy altalaban nemlinearis egyenletrendszer megoldasara vezethetd vissza.
Nevezzik a ¥(y) = p’(y) fuggvényt a becslés hatasfiiggvényének. Definialjuk az w(y) sulyfiggvényt
a kovetkezoképpen:

mwzf%l y#0.

Nézzik meg az M-becslést az ismertebb eloszlastipusokra.
a) normalis eloszlas:

' 2

f(y)=e ? p(y) =y7 P(y)=y w(y) =1

az M-becslés az atlaggal egyezik meg (ez a LKN becslés)
a megoldandé egyenletrendszer linearis
b) szimmetrikusan exponencialis eloszlas (Laplace)

1
fy)=e™ ()=l ¥ (y) =sign y o=

az M-becslés a mediannal egyezik meg
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c) Cauchy eloszlas

f(y)=

2 2
p(y) = In(L+ y?) Y(y)= 1:;/2 w(y) = Ty

1+y?
az M-becslés csak iteracioval hatarozhaté meg

Az M-becslOk hatasfiiggvényei

hatasfuiggvény

- . nomalis
e e e — e = tewa AL 4 |~ - exponencidlis
- - - Cauchy

fiiggetlen valtozo

« anormalis eloszlas hatasfliggvénye nem korlatos, a becslés nem lehet robusztus!

Huber hatasfliggvénye. A tapasztalatok szerint a geodéziai mérési eredmenyek hibaeloszlasa kdzé-
pen normalis, de a széleken bizonytalan. Huber ezért az alabbi hatasfliggvényt javasolta (az a para-
métert példaul a = 1,50 masfélszeres szoras értékében rogzithetjuk):

X, ha|x|<a
Y(x)=1_ . "y
asignx egyébként

A Huber hatasfuggvény alakja a kovetkez6 abran lathat6. Megallapithatjuk, hogy a legkisebb négy-
zetek szerinti kiegyenlitéssel ellentétben, amelynek a hatasfliggvénye nem korlatos és ezért a becs-
Iés nem is lehet robusztus, a Huber hatasfliggvénye korlatos, vagyis a végtelenben is csak véges (aoc
nagysagu) értéket vesz fel. igy a Huber hatéasfiiggvénye alapjan végzett becslés robusztus.

Huber hatdsfliggvénye

-aac

ao

Il F
@]

X

Hampel hatasfiiggvénye
* Adurva hibak biztos kizarasa érdekében Hampel a hatasfliggvényt a széleken csokkentette
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X, ha|x|<a
asign x haa<|X|Sb
P () =1 a(csign x—x) hab<|x<c
c-b R
0 egyébként

A Hampel hatasfuggvény alakjat az alabbi abra mutatja:

Hampel hatdsfliggvénye

ao bo co

PR NP SRR U TUN NPUN N S N SR N S SR SR SR R SR S S

x=0

Az a=2,b=4,c=8¢érték felvétele egy megfeleld valasztas lehet a Hampel hatasfiiggvény para-
métereire. Lathato, hogy x > 0 értékekre 4 egymashoz kapcsolddd részbdl all a hatasfiiggvény. Ezt a
hatasfiiggvényt példaul a dan geodéziai alaphalédzat kiegyenlitésekor alkalmaztak.

Nézzuk meg, hogyan végezhetiink robusztus kiegyenlitést az M-becslokkel. Most Hampel hatas-
fliggvényét alkalmazzuk a kdzvetett mérések robusztus kiegyenlitésére (Huber hatasfliggvénye a
Hampel hatésfiiggveny specialis esete, ha b = ¢ = «). Legyen x az r elemii paramétervektor, v pe-
dig az n elemi hibavektor. Ekkor a javitasi egyenletek a kovetkezok lesznek (A az alakmétrix jele):

v=Ax-I, Az[ai,j]j:l’r

i=1,n
Végezzik el a célfliggvény minimalizalasat. Az x parameétervektor legjobb becslésének feltételi
egyenlete:

> p(v,,X) = min.

Az aktudlis szélsdérték-feladatnal:
r -
vi=2a -l i=1..,n
[
ezért

dv,

——=a;, k=1..r

dx, ’
A széls6érték megkeresése az x paramétervektor legjobb becslése a célfliggvény x szerinti derivala-
saval torténik:

d g _ & dp(vi(x) dv; & ~ ~
Eép(vi(X))—é T -Eai,kav(vi)_o k=1..r
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¥ (v,)

Tomoritett frasmodban: AT (v) =0, ahol ¥ (V) =| ¥ (V2) | és W(v) a Hampel-f. hatasfiggvény

Ha v normélis eloszlasu, akkor
Y(v)=v,
azaz az x paramétervektor ,,robusztus” becslése megegyezik az LKN kiegyenlitéssel:
A'v=AT(Ax-1)=0,
amelybdl
x=(ATA) ATl
Most irjuk fel a Hampel-modszer javitasi egyenleteit. Az A matrixot a v; hibak nagysaga alapjan
fliggélegesen 4 almatrixra bonthatjuk:

A1 (vil<a), Az (a<|vi|<h),
Az (b <|vi|<c)es Ag(C <|vi]).

Particiondljuk ennek megfeleléen a javitasi egyenleteket is:

v Al I*
v? A® 12
v? B A’ X I®
v? A’ 14

A Hampel-modszer feltételi egyenleteit is ennek megfeleléen 4 almétrixra bonthatjuk:

Y(vh)
(V) 0

Y(v®) ’

Y(v*)

AT AL Al AT

amelybdl

ATP (V) +ATW (V) + AT (V) + AW (v') =0,
A ¥(v) hatasfliggvény behelyettesitése utan:

AVt +Alasignv? +A] ﬁ(csign vi-v®)=0,
a V'=AXx-I|, javitasokat beirva:

Al (Ax—1,)+AJasignv’ +A] ﬁ(csign Vil —AX) =0,
Az el6z6 egyenletet rendezve:
a

[AIAl —A;AS—b}x =AJl)-Alasignv® +A] ﬁ(csign vitl,)

Végeredmenyben egy Bx = d alaku egyenletrendszerhez jutunk, ahol
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B=ATPA és d=ATPI-aA"Qsignv .

Az el6z6 egyenletekben P és Q atlos stlymatrixok, melyeknek foatloelemei:

1 halv,|<a 1 haa<lv,|<b
Pij = b;ic hab<lv|<c & ;= hab<[v|<c
0 egyébként 0 egyébként

A megoldas iteracidban torténik. A v ellentmondas-vektor alapjan a kiegyenlitést mindig a vektor
elemeinek az aktudlis osztalyba sorolasat kovetden ismételjik meg.

A dan mddszer a durvahibasziirésre kifejlesztett eljaras Krarup(1967) és Kubik elgondolasa nyo-
man. Az eljaras a korrelalatlan mérések olyan, a legkisebb négyzetek mddszere technikajaval torté-
né iteracios kiegyenlitést jelent, amelynél a mérések iterativ Ujrasulyozasa torténik a kiegyenlitésbol
kapott mérési javitasok fuggvényében. A kiegyenlités egyes Iépéseiben tehat a mérések sulyat ugy
valtoztatjak, hogy a nagyobb javitdsu mérések sulya a kdvetkezo iteracids 1épésben csokkenjen.

A modszer feltételezi, hogy a nagyobb hibaval terhelt mérések javitasa is nagyobb. Az iteracios
eljarasok soran ezeknek a méréseknek a sulyat, s igy a kiegyenlitett mennyiségekre gyakorolt hata-
sat is csokkentik. Ennek alapjan tekinthetd a ddn modszer robusztus becslési eljarasnak.

A dan modszer esetében a sulyokat a vi javitasok fiiggvényében a kovetkezéképpen szamitjuk (a
gyakorlatban pl. a=3):

1 hajl<a-o
Pia =9 _Ml

e ac  egyébként

A déan modszer elve igen tetszetds, s szamitastechnikailag is jol kivitelezhetd, hiszen a legkisebb
négyzetek mddszerére kidolgozott algoritmusokat hasznosithatjuk. Az eljaras hatranya, hogy sta-
tisztikai hattere nem teljesen tisztazott. Ez a hatrany a kiegyenlitett mennyiségek elemzésekor je-
lentkezhet.

Hasonlitsuk 0ssze a legkisebb négyzetek alapjan torténd és a robusztus becslési eljarasokat egy egy-
szerli példan. Ez a példa egy regresszids egyenes szdmitasa, amelyben egy kételemii paraméter vek-
tor meghatérozasat kell elvégezni.

A legkisebb négyzetek alapjan torténd (LKN) paraméter becslés a kovetkezd funkciondlis modell
alapjan végezhet6 el. Legyen az egyenes egyenlete

y=ax+bh,
A paraméter vektor

x=[a b,
Az alakmatrix

A X o X, :
1 -« 11
a tisztatag vektor
I = [yl yn]* .

Az 6sszesen 20 mérésbdl 5 legyen durva hibas kivago érték, amely nem illeszkedik a modellre:
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Adatok

®

® konform adatok o0

L | A durva hibds adatok PY J
Py [ ]
r A A A A A
L ]
[ ]
L e J
L . 4
®
@
®

1 L 1 1 1 L 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Robusztus becslést (Huber, Dan maédszer és Hampel) alkalmazva az iteracio utani salyok, illetve a
szamitott regresszios egyenesek a kovetkez6 abra szerint alakulnak:

suly

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

lterdcid utdni sdlyok

B Huber

J.“LJ'

Ddn mddszer
B Hampel

15 16 17 18 19 20 21

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pont szdma
Regresszids egyenesek

20 . - : : : - . . :

18 —— LKN //_
~—- Huber (a=1.5, s=0.3) s

Ddn mddszer (a=0.4, s=0.3) i
161 | —— Hampel (a=1.5, b=3, c=4.5, s=0.3) | .~/ 1
14 | i 4

@
o0 -
12 } ./,’ oy
. .,/’J/ P /l’,l,’
> 10+ i ’,///’A A A A A
e //;’f/’
8F p ’//’,:’/ g
61 e 1
4+ ,/:i’.'/’;/’, e
28 7 1
yl

O 1 1 1 '} 1 1 1 1 L

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Az &brardl latszik, hogy csak Hampel modszere adott megfeleld becslést a hibatlan pontok alapjan a
regresszios egyenesre.

A fentebb ismertetett robusztus eljarasoknak is megvannak a korlataik. Ennek illusztralasara idéz-
zuk fel Fishler és Bolles (1981) példajat. Ebben a példaban 5 pont mar egy egyenesen van, a
konform adatok hibahatara pedig 0.8 egység.

Adatok
5 7 .
i
i/
® konform adatok
A durva hibds adat
[
4t ® -
/
!
/
!
i
!
/
)
i
3t ¢ -
/
/
I
> /
/
I
lrl‘
2t o o A A
l.f
/
/
I
!
/
/
i
‘I - -
’
/
!
!
i/
/
/
/
!
O‘ L 1 1
0 1 2 3 4 5 3] 7 8 9 10 11

Végezzik el a fenti adatok alapjan, egyetlen durva hibas adattal a regresszios egyenesek meghata-
rozasat. Az eredmények a kovetkezd abran lathatok:

Regresszids egyenesek

-~ LKN
Huber (a=1.5, s=0.4)
Dén mddszer (a=3, s=0.4)

-—— Hampel (a=1.5, b=3, ¢=4.5, s=0.4)
4t ® =
3 ) T

s ”’,/”’ e —
2 o o T T A
—:;Azzf;*"”'“r‘
1 ®
O' 1 '} 1 1 1 L 1 L L Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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. | | IteTrdcnﬁ ui_:rdm SU|yIOL< | | M Huber
Ddn mddszer

osl W Hampel
=06 ]
3
D o0at |

02t ]

_ (R

3 4 5 6 7 8

pont szdma

Lathato, hogy egyetlen modszer sem volt képes az egyenes megfelelé becslésére, mivel a durva
hibas 7. pontot mindegyik — raadasul egységnyi sullyal — megtartotta! Mi a probléma oka? Az, hogy
a kezdeti modell paramétereit az 6sszes adat alapjan LKN becsléssel hataroztuk meg. Viszont ez a
kezdeti becslés annyira rossz, hogy sohasem talaljuk meg a jé modellt, hidba sulyozzuk ujra robusz-
tus modon a méréseket. Raadasul mindossze egyetlen ,kelléen” durva hibas mérés (14%) jelenléte
ennek az oka!

A probléma megoldasahoz forditott megkdzelitésre van sziikség. A kezdeti modell paramétereit csak
a minimalisan sziikséges adatmennyiség alapjan hatarozzuk meg. Ezutan ezt a kezdeti becslést pro-
baljuk béviteni a modellre illeszkedd, konform adatokkal. Végul pedig azt a modellt tartjuk meg,
amelyre a legtébb konform adat illeszkedik. Ez a RANSAC eljaras (Random Sample Consensus,
magyarul iterativ robusztus becslés) Iényege.

Az iterativ robusztus becslési eljarast (RANSAC) Fischler és Bolles 1981-ben alkottak meg. Rend-
kiviil népszeri, altalanosan alkalmazhatd robusztus becslési eljaras, amelyet féleg a szamitogépes
latas terén alkalmazzak. Nem determinisztikus algoritmus. Ez azt jelenti, hogy az eljaras csak egy
adott valoszintiséggel ad helyes eredményt — de ez a valdsziniiség az iteraciok szamanak novelésé-
vel novelheto.

Miért olyan népszerii a RANSAC eljaras? Egyrészt azért, mert konnyen érthet6 és hatékony. TObb
mint 50% durva hibat is képes sikeresen toleralni, azaz igen magas a becslés 6sszeomlasi pontja.
Masrészt egy gyakran eléfordulé problémat old meg, az automata mérérendszerek durva hibas meé-
réseinek kisziresét. Ezenkivil a durva hibak nagy valosziniiséggel (99,99%) torténd kisziiréséhez
meglepden kevés iteracio kell. A szamitasi kapacitds novekedése pedig lehetévé tette nagy szamu
iteracio (tobb széz, ezer) elvégzését. Tovabba a modszer kétségtelen elénye, hogy az eljaras azonnal
megallhat, mihelyt egy jo egyezést talalunk, ellentétben mas eljarasokkal, melyek eldszor nagysza-
mua mintat allitanak el6, és csak utana keresik az egyezéseket.

A RANSAC eljaras lépései a kovetkez6k. Allitsunk elé egy elére meghatérozott M szamU modellt
(hipotézist), mindegyiket a modell egyértelmi megalkotasahoz sziikséges minimalis n darab adat
alapjan (ez a modell paraméterek meghatarozasat jelenti). Ezutan értékeljik ki mindegyik modellt
(hipotézist), vagyis szamitsuk ki az 6sszes adat illeszkedési eltéréseit a modellhez képest. Az egy
adott hibakiisz6bon belili adatok alkotjak a konform adathalmazt (Un. ,,konszenzus” halmazt). Azt a
modellt (hipotézist) valasztjuk, amelynek konform (konszenzus) halmaza a legtébb elembdl all.
Erre a modellre Ujra meghatarozzuk a modell paramétereit a konform adatok alapjan — altalaban
legkisebb négyzetek alapjan torténd becsléssel.

A RANSAC eljaras paraméterei kozott szerepel a modellek megalkotasahoz sziikséges paraméterek
minimalis n szdma, a maximalisan megengedhetd iteraciok k szama, a t kiiszobértek annak eldonte-
séhez, hogy egy adat illeszkedik-e a modellhez, valamint az a d adatszam, amely alapjan eldontjuk,
hogy egy modell jol illeszkedik-e az adatokhoz.

A RANSAC eljaras alapdsszefliggéseit a kovetkez6 egyenletek adjak:
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1-p= (1—Wn )k

k = In(l_ p)
In(L—w") "’
(k) = 1-w"

ahol
k: iteraciok szama
n: egy iteraciéban kivalasztott adatok szama

p: annak a valoszintisége, hogy a RANSAC egy iteracidban csakis konform adatokat valaszt ki (n
darabot)

w: A konform (nem durva hibdas) adat el6fordulési valdszintisége
o(k): k szorésa (kozel egyezik k-val)

Hany k iteracio lehet sziikséges a paraméterek meghatarozasahoz? Ha p = 0.99 (ez egy szokasos
érték), akkor a durva hibas adatok aranyanak és az adatok szamanak fliggvényében az alabbi tabla-
zat mutatja a sziikséges iteraciok szamat:

adatok durva hibas adatok aranya (1 - w)

szama
n |5%|10% |15% | 20% | 25% | 30%0 | 35% | 40% | 45% | 50%0
2 2 3 4 5 6 7 8 10 13 16
3 2 4 5 6 8 11 14 19 25 34
4 3 4 6 9 12 17 23 33 48 71
5 3 5 8 12 17 25 37 57 89 | 145
6 3 6 10 15 23 37 59 96 | 164 | 292
7 4 7 12 20 32 54 92 | 162 | 300 | 587
8 4 8 14 25 44 78 | 142 | 272 | 548 | 1177

A RANSAC eljaras eredményei kdzott szerepel a legjobb modell, vagyis azok a paraméterek, ame-
lyek a legjobban illeszkedé modellhez tartoznak (vagy ’semmi’, ha nincs jol illeszkedé modell).
El6all az eljaras eredményeként a legjobb konszenzus halmaz: azok az adatok, amelyekbdl a legjobb
modellt becsultik. Megkapjuk tovabba a legkedvezébb hiba értéket, ami a legjobb modell hibaja a
legjobb konszenzus halmaz adataihoz képest.

A kovetkezo lista a RANSAC algoritmus pszeudo-kddja:

Adott:
adat - a mért adatpontok

model — az adatokra illesztend6 modell
n - a modellek megalkotasahoz sziikséges paraméterek minimalis szama
k - A maximalisan megengedhet6 iteraciok szama
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t - kiiszObérték annak elddntéséhez, hogy egy adat illeszkedik-e a modellhez
d - adatszam, amely alapjan eldontjuk, hogy egy modell jol illeszkedik-e az adatokhoz

Eredmény:
legjobb - legjobban illeszkedé modellhez tartozo paraméterek (semmi, ha nincs jo modell)

iteraciok =0
legjobb = semmi
legjobb_hiba = valami nagyon nagy érték
amig iteraciok < k {
lehet_konform = n véletlenszeriien valasztott adat
lehet_modell = a lehet_konform-hoz illesztett modell paraméterek
szintén_konform = Ures halmaz
tedd minden adatpontra amely nincs a lehet_konform-ban {
ha a pont illeszkedik a lehet_modell-re t-nél kisebb hibaval
add a pontot a szintén_konform-hoz
}
ha az elemek szdma a szintén_konform-ban > d {
% ez jelzi, hogy egy jo modellt talaltunk

% most ellendrizziik, hogy mennyire jo
jobb_modell = az dsszes pontra (a lehet_konform és szintén_konform pontokra) végzett illesz-
tés paraméterei

ez_a_hiba = annak mértéke, mennyire illeszkedik a modell a pontokra
ha ez_a_hiba < legjobb_hiba {

legjobb = jobb_modell

legjobb_hiba =ez_a_hiba

¥

kovetkezo iteracio

}
eredmény: legjobb

A kovetkezd példaban grafikusan mutatjuk be a RANSAC eljaras 1épéseit egy egyenes illesztési
feladat megoldasa kapcsan.

Adott: ponthalmaz n = 2 pontot véletlenszeriien kiszamitjuk az illeszkedé mo-
kivalasztunk dell paramétereit
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A RANSAC eljaras elénye, hogy vele a modell paraméterek robusztus becslése végezhetd el, még
akkor is, ha a méréseket nagyszamu kivagé (durva hibas) érték terheli. Az eljarés egyik hatranya,
hogy nincs felsd korlatja a paraméterek szamitadsdhoz sziikséges idonek. Ha csak korlatozott szamut
iteraciot végziink el, a kapott megoldas lehet, hogy nem lesz optimalis. Igy donteniink kell az eljaras
alkalmazésa soran arrél, hogy inkabb tébb iteraciot végzink el annak érdekében, hogy a kapott mo-
dell nagyobb valdszintiséggel legyen helyes. A RANSAC eljaras egy masik hatranya, hogy problé-
mafliggd kiiszobértékek beallitasat igényli.
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8. hét. Gyakorlat: Sikbeli Helmert transzformacio6 szamitasa legkisebb négyzetek modszerével és
Huber robusztus becslési eljarasaval. 2. hazifeladat

A sikbeli hasonlosagi transzformaciok leggyakrabban hasznalt fajtaja a sikbeli hasonlésagi, vagy
mas néven Helmert transzforméacio. Hasonlosagi transzformacio esetén a két rendszer kapcsolatat a
két rendszer kozotti elforgatassal, méretarany-valtoztatassal és eltolassal irhatjuk le. Ez a gyakorlat-
ban stirtin el6fordulo feladat, példaul hasonldségi transzformaciot alkalmaznak haldzatok 6sszekap-
csolasara kdzos pontok segitségével (hagyomanyos illetve GNSS hal6zatok esetében), a fotogram-
metridban a mérdkép belsd tajékozasara.

Mint emlitettiik a hasonldsagi transzformaciot a két rendszer kozétti o, szogti, R, forgatasi matrix-
szal jellemezhet6 elforgatassal, k paraméterti méretarany-valtoztatassal és Xo, Yo értékii, X, vektor-
ral leirhato eltolassal irhatjuk le. A Helmert transzformacionak tehat 4 fuggetlen parameétere van
(peldaul o, k, Xo, Yo), de méas paraméterek is valaszthatok.

A két rendszer kapcsolatat mutatja a kovetkezé abra:

Az elforgatas, a méretarany-valtoztatas és az eltolas hatasat egyiittesen a kovetkez6 formaban adhat-
juk meg:

Xp =X, +CX, —dY,
Yo =Y, +cYp +dX,

ahol
c=kcosa
d=ksina
d
o =arctg—
C

k=+/c®>+d?

A transzformacios egyenletekben szereplé paraméterek meghatarozasa legkisebb négyzetek
segitségével torténd kiegyenlitéssel
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A transzformacios egyenletek kiegyenlitéssel torténd meghatarozasanak eldfeltétele, hogy folos
adatokkal rendelkezziink. Ha a transzformacios egyenletekben szereplé paraméterek szama p, akkor
ezt a feltételt sikbeli transzformacid esetén a p < 2t dsszefliggéssel adhatjuk meg, ahol t a mindkét
rendszerben ismert koordinataju pontok szamat jelenti. A folosmerések szama p < 2t esetén f = 2t —
p. A sikbeli Helmert transzformacio esetében p = 4.

A kiegyenlitést altalaban a legkisebb négyzetek mddszerével végzik, de Ujabban a szakirodalomban
talalkozhatunk robusztus kiegyenlitési eljarasok ilyen célu alkalmazasaval is.

A legkisebb négyzetek modszere alkalmazéasanak két modja terjedt el. Az egyik esetben mindkét
rendszerben adott koordinatékat hibaval terheltnek tételezik fel: ekkor a kiegyenlitést a paramétere-
ket és mért mennyiségeket egyarant tartalmazo feltételi egyenletek felhasznalasaval (V. kiegyenlité-
si csoport) végzik. Ez a modszer a késobbinél szamitasigényesebb, ugyanakkor lehetéséget biztosit
a felhasznalt koordinatak pontossagat jellemz6 mérdszamok figyelembevételére. A figyelembevé-
telnek kiilonosen akkor van jelentGsége, ha a felhasznalt koordinatdk pontossiga egy rendszeren
beliil is kiilonb6z6 (Példaul eldmetszéssel meghatarozott vizszintes, és szintezéssel meghatarozott
magassagi pontok esetében.)

A masik esetben az egyik rendszerben adott koordinatakat hibatlannak tekintik. Ekkor a kiegyenli-
tést a kozvetett méresek kiegyenlitésével (11. kiegyenlitési csoport) végzik. Ez a modszer az el6z6-
nél kevesebb szamitast igényel. Hatranya viszont, hogy a pontossagi mérészamok nem mindig reé-
lisak, mivel az eljaras egy a valosagban nem kielégito feltételezésen alapszik.

Ha a mindkét rendszerben adott koordinatakat hibaval terheltnek tekintjlik, akkor a koordinatak

crer

szerepl6 koordinatak pedig mérési eredményeknek tekinthetok. Tehat mért mennyiségeket és para-
métereket tartalmazé fuiggetlen feltételi egyenleteket irunk fel a transzformacié egyenletei alapjan:

Xp =X, +cX, —dY,
Yo =Y, +cY, +dX,

A feltételi egyenletek szdma pontonként kettd:

h=n+r-s=4t+p-(2t+p)=2t
ahol s a feladat egyértelmi{i megoldasahoz sziikséges mennyiségek szama

Vizsgaljuk meg az i-edik ponthoz tartozo két feltételi egyenletet. Ezeket Ggy kaphatjuk meg, hogy
beirjuk a koordinatakat és javitasaikat:

X; +Vy = X +C(X; +vg)—d(Y; +Vy)
Y +vy = Yo+C(Y; +ve) +d(X; +vg)

Ha ezekbe az egyenletekbe beirjuk az elozetes értékeket és valtozasaikat, a kovetkezo egyenleteket
kapjuk:

X, +Vy = Xo +Xo +(Co + 2, )(X, +Vig) = (dg + 24 )(Y; + V)
Y4V = Yo+ Yo +(Co+2)(Y +Vi) +(dg +2)(X; +Vy)
Matrixos alakban (h = 2t, n = 4t)
B v+ A x-1 =20

(hn)(ny (hr)(rd) (h1) (hy'

ahol
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-1 0

0 -1

Bl =| :
(2t,2t) 0 0
0 0

A_

(2t,4) h

1

<| X[ ...

-

B* =

ua)

A sztochasztikus modell felvételéhez a

B, B |,
(2t,2t)  (2t,2t)

B,

(2t,2t)

ety

c, —d, 0
d, ¢, 0
0 0 - ¢
| 0 0o - d,

X, +C, X, —d¥; - X, |
Y, +C,Y, +d, X, -V,

>Zo +CO>TI _dOY_t_Xt

Yo +CoY, +dgX, Y, |

Xio Vi Xi Y,

koordinatak pontossagi mérdszamait (sulyait) a P, sulymatrixban szerepeltetjik:

ahol
_px1 0
0 pyn
ol I
' 0 0
(0 0

Pxt
0

0

Py |

F)LLXY
(2t,2t)

0
PLLW !
(2t,2t)
pil 0
0 p?l

Pusy = :
(2t,2t)

0

Ps
0

A normalegyenlet tehat az alabbi matrixegyenlet formajat 6lti (k a korrelatak vektora):

|

(B"P,

'B) Al k
0| x

o}

A normalegyenlet megoldésa (a korrelatak és a parameéterek vektora):

oy

N A
A*

Il

|

N=(B'PB).

0

p‘?t N

Kdzvetlenil kifejezve ebbdl a korrelatak és az ismeretlen paraméterek vektorat az alabbi dsszefiig-

géseket kapjuk:

K=[N"=NTAA'N'A)'A'N]I
Xx=(A'NTA)TA'N? | '
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Tekintettel arra, hogy a feltételi egyenletek nem linearisak, ezért iteraciora lehet sziikség. A ki-
egyenlitett paraméterek sulykoefficiens matrixa pedig az alabbi 6sszefliggéssel allithato el6:

Qxx = (A*NilA)il .

A Kkiegyenlites masik esetében az egyik rendszerbeli koordinatak hibatlannak tekinthetok. Ez a
szemléletmdd kulondsen a fotogrammetriaban terjedt el, ahol az illesztépontokat altalaban — bar

nem teljesen megalapozottan — hibatlannak tekintik. Tételezzuk fel, hogy az X;, VY; értékek hibat-

lanok, ugyanakkor az X;, Y; értékek hibaval terheltek. Ez utobbi feltételezésbdl adodoan az X, Y
koordinatakhoz javitasokat rendeliink. A kiindulé 6sszefliggésunk szerint:

X, =X, +cX, —dY,
Yo = Y, +cY, +dX,

Ha ezekbe az egyenletekbe beirjuk a javitasokat, valamely i-edik pont esetén a kovetkez6 Gsszeflig-
gések adddnak:

X +Vy = Xy +X, —dY,
Y, +v, =Y,+cY, +dX,’

Az egyenletek most a paraméterekre nézve lineérisak, ezért nincs szikseg iteraciora. Ezekbdl az
egyenletekbdl rogton megkaphatjuk a javitasi egyenleteket:

Vy, = X, +X, —dY, - X,
v, =Y, +cY, +dX, Y,

Valamennyi ponthoz tartozé javitasi egyenlet alapjan meghatarozhatjuk a kiegyenlitett mennyisé-
gek A egyitthatdmatrixat és | tisztatag vektorat:

_1 0 )?1 - 1 Xl
01 Y X Y,
A=ttt | =]
(2t,4) . _ 1, (2t,1)
Xt Nt Xt
L Yt Xt_ _Yt_

A tovabbi szamitasokhoz altalaban a hibaval terhelt koordinatakat fliggetleneknek és azonos meg-
bizhatésaguaknak tekintjuk. Ennek a feltetelezésnek a

(2t,2t)  (2t,2t)

sulymatrix felel meg.

A javitasi egyenlet egylitthatdmatrixa, tisztatag vektora és a sulymatrix ismeretében a normalegyen-
let felirhato:

AxA z+ A | =0

(4,2t) (2t,4) (4D (42t)(2t,) (41 °
A normalegyenletet megoldva megkapjuk a keresett paramétereket.

A kiegyenlitett mennyiségek kovarianciait a kozvetett mérések kiegyenlitésekor szokasos modon
hatarozhatjuk meg. E szerint a kiegyenlitett paraméterek sulykoefficiens matrixa:

Q XX = (A*A)_l .
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A koordinatatengelyek éltal

bezart sz0g és a méretarany-tényezé kozéphibai

d-bdl mar hibaterjedéssel szamithatok.

c-bdl és

A c és d paraméterekbdl a két rendszer megfeleld koordinatatengelyei altal bezart szoget és a két
rendszer meretarany-tényezojét a

képletekbdl nyerhet;iik.

A hibaterjedés szamitasahoz sziiksegunk van a fliggvényderivaltak matrixara:

d
a =arctg—
c

k=+/c?+d?

B d c
. d?+c®> d?+c?
F = c d
Jet4d? yJe2 442

Ennek segitségével a hibaterjedés altalanos 6sszefliggésébe behelyettesitve a koordinatatengelyek

altal bezart szog és a méretarany-tényez6 kozéphibai az alabbi képlettel kiszamithatok:

Mintapéldaként vegyuk ismét a BME Saskuti mozgasvizsgalati halozatéat.

My = F*Mch = ﬂg F*chF

Legyenek adottak két kiilonbozé kiegyenlitésbdl szarmazd mérések: a koordinatak egyik halmaza
hagyomanyos sz6g- és hosszméréses, a masik GNSS technoldgiaval és a WGS84-es koordinatak

™, \ -

II L /! \ //./

| p, P -

| y N

| -

I':I // /‘// ™ ;

, ﬁ S ™,
J M ™,

" ™

V4

A héalozat pontjainak koordinatai mindkét rendszerben adottak:

IS
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Pont | y helyi X helyi Y EOV X EOV

1 | 127.5167 564.3009 | 633414.793 229832.909
2 | 129.6997 404.0373 | 633462.150 229679.678
3 | 173.5985 188.2279 | 633564.955 229484.732
4 | 500.0000 607.0913| 633760.073 229978.681

5 | 525.0600 383.4114| 633847.158 229771.059

6 | 500.0000 0.0000 | 633931.202 229396.356

A hasonlosagi transzforméaciohoz vegyuk fel az alabbi koordinata-k6zéphibakat:
— helyi rendszerben: +/- 5 mm
— EOV rendszerben: +/- 50 mm
A szamitasokhoz az EULER Math Toolbox programot hasznaljuk
http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/euler/EulerSetup.exe

Az adatok letolthetdk a targy honlapjarol a kovetkez6 cimrdl:
* URL: http://www.geod.bme.hu/gtoth/ksz/SKHE.dat

# BME sodskiti mozgasvizsgalati haldzat

# helyi rendszerbeli EOV

# vh xh YEOW XEOV
127.5167 564.3009 633414.793 229832.909
129.6997 404.0373 633462.150 229679.678
173.5985 1B88.2279 633564.955 229484.732
500.0000 607.0913 633760.073 220978.681
525.0600 383.4114 633847.158 229771.059
500.0000 0.0000 633931.202 229396, 356

A kapcsolodo Euler munkafiizeteket is letdlthetjik innen:
URL.: http://www.geod.bme.hu/gtoth/ksz/helmertV.en
A szamitashoz szlikséges még a vecplot eljaras (a vecplot.e allomanyban)

Ezutan nyissuk meg az Euler-ben a helmertV.en munkafiizetet, és irjuk at az els6 sorban az aktualis
kdnyvtar nevét.

A munkaflzet hasznalata a kovetkezo:
* A’>’ kezdetl input sorokat ENTER-rel hajtsuk végre a megadott sorrendben

» Hakihagyunk egy lépést, akkor el6fordulhat, nem definialt valtozé(k)ra fog panaszkodni a
program

» Tetszolegesen visszaléphetiink a munkafiizetlapon barhova, modosithatjuk a beirt sorokat és
ENTER-rel végre is hajtathatjuk ismét

* ALT+insert a kurzor sora elé beszur egy sort
e ALT+backspace torli a kurzor soréat
Az elsé munkafiizet (helmertV) tartalma:
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a koordinatak beolvasasa, EOV rendszerbeli koordinatak eltolasa
eldzetes értékeket vesziink fel a paraméterekre
A, B, |, P métrixok elkészitése

kiegyenlités végrehajtasa (x0 paraméter valtozas vektor, kO korrelatak, vO javitasok
meghatarozasa)

xk kiegyenlitett paraméter vektor meghatarozésa

alfa, k: elforduléas szogének és a méretaranynak a szdmitasa
vektorabrat rajzolunk a javitasokrol (maradék ellentmondasokrol)
hibaterjedéssel alfa, k kbzéphibait szamitjuk ki

durvahibasziirést végziink a sulyegység kdzéphibéara

data snooping, a belsé6 megbizhatésag szamitasa

Az elvégzett transzforméacid maradék ellentmondasait az alabbi abran szemléltetjik:

Helmert transzformacid V.csop. LEN illesztési eltérésdi

4

400

Az ellentmondasok 15-20 cm-esek és nagyjabdl homogén eloszlastak.

A masodik munkaftizet (helmertll) azt a feldolgozast végzi el, amikor az egyik rendszerbeli koordi-
natakat hibatlannak tekintjuk. A munkafiizet tartalma:

koordinatak beolvasasa, EOV rendszerbeli koordinatak eltolasa

A, | méatrixok elkészitése

a kiegyenlités végrehajtasa (x0 paraméter vektor, vO javitasok meghatarozasa)
alfa, k: elforduléas szogének és a méretaranynak a szdmitasa

iIsmét vektorabrat rajzolunk a javitasokrol (maradék ellentmondasokrol)
hibaterjedéssel alfa, k kbzéphibait szamitjuk ki

durvahibasziirést végziink a sulyegység kdzéphibéara

data snooping, belsé megbizhatdsag szamitasa

A transzformécié maradék ellentmondasait az alabbi abra mutatja:

95



Helmert transzformidcid II. csop. LEN illesztési eliéréseil

X

o
=]
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@

10 cw

w
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400 500 600 700 800 900 1000

o

Azt lathatjuk, hogy ellentmondasok most is 15-20 cm-esek és az el6z6hoz hasonlo, nagyjabol ho-
mogén eloszlast mutatnak

r

A harmadik munkafiizet (helmertlIR) az el6z6 kiegyenlités megismétlése Huber robusztus eljarasa-
val. A munkafuzet tartalma:

— koordinatak beolvasasa, EOV rendszerbeli koordinatak eltolasa
— egyes koordinatak durva hibaval terheltek: Vy3;=0.48 m, Vx3=-0.39 m, Vys=-0.28 m,
— A, | matrixok elkészitése

— alegkisebb négyzetek modszerével torténd kiegyenlités végrehajtasa (x0 paraméter
vektor, v0 javitasok meghatarozasa)

— alfa, k: elfordulas sz6gének és a méretaranynak a szamitasa

— akiegyenlités végrehajtasa Huber robusztus eljarasaval (huber.e)

— iteracioval csokkentjik a hibas koordinatak sulyat

— vektorabrat rajzolunk a javitasokrdl (maradék ellentmondasokral)
A huber . e —ben lev6 eljaras/fliggvény a kdvetkezéképpen néz ki:

function huber(A, |, a, niter)
## {x,v,p}=huber(A,l,a,niter)

## Cél  :azxparaméter robusztus becslése Huber mddszerével
## Input: A, | : A megoldandd v=Ax-I egyenletrendszer alakmatrixa és tisztatagja
## I egy (n,1)-es oszlopvektor, A pedig (n,m)-es matrix

# a : A Huber fliggvény paramétere (pl. 1.5-szeres kdzéphibaja I-nek)
## niter: iteraciok szdma
## Output: x : a paraméterek robusztus becslése, (m,1)-es vektor

# Vv : mérési javitasok vektora niter iteracié utan, (n,1)-es vektor
# p : mérések sulya niter iteracié utan, (n,1)-es vektor
n=rows(l);
## Kiindulo becslés
x0=inv(A"A).A'l;
v = A.X0-l;

loop 1 to niter;
p=abs(v)<a;
p=p+(abs(v)>a)*a/abs(v);
P=diag([n,n],0,p");
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Xi=inv(A".P.A).A".P.l;
vi=A.Xi-l;
V=Vi;

end;

return {xi,v,p};

endfunction

A 6. iteracio utan szamitott koordinata-javitasok és sulyok a kovetkezok lesznek:

vy VX Py pX
0.146 -0.100 1.000 1.000
0.023 0.006 1.000 1.000
-0.236 -0.217 0.635 0.691
0.134 0.090 1.000 1.000
-0.178 0.117 0.841 1.000
-0.002 0.037 1.000 1.000

A transzformacié maradék ellentmondasai a 6. iteracio utan a kovetkezd abran lathatok:

Helmert transzformdcidLEN/Huber i'_'_es;,,ési eltérései

2. hazifeladat: Sikbeli Helmert transzformacio robusztus szamitasa

A feladat

* Adottak a BME soskuti geodéziai halozat helyi és EOV rendszerbeli koordinatai. Egy pont
egyik helyi rendszerbeli koordinataja durva hibas.

— Keressiik meg a durva hibas koordinatat
— Alkalmazzuk a durva hiba megkeresésére Huber robusztus becslési eljarasat
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— Mutassuk ki a durva hiba koézelitod értékét
— Hatarozzuk meg a transzformaécids paramétereket a LKN ill. Huber eljarasaval
Adatok
» A feladatlapon:
* Helyi és EOV rendszerben adott koordinatak a haldzat 6 pontjaban
— mindenkinek mas kiindul6 adata van (Neptun kod fiiggd)
— ahelyi rendszere is mindenkinek mas
— adurva hiba helye szintén

Szamitas
* Az EOV koordinatakat tekintsik hibatlannak
» |I. csoportos LKN kiegyenlitéssel hatarozzuk meg a sikbeli Helmert transzforméacié paramé-

tereit (EOV — helyi értelemben)
— akoordinatak legyenek egysegnyi sulytak

» Huber robusztus eljarasaval ismételjiik meg a szamitast és keressiik meg a durva hibas koor-
dinatat (‘a’ értéke legyen 0.25 méter)

* A durva hiba kozelit6 értéke a kapott javitas

* A Helmert transzformacid eredményeit (c, d) szadmitsuk at elfordulasi sz6g és ppm meret-
arany eltérésre

A szamitas dokumentélasa
* Tetszbleges programozasi eszkdz hasznalhato
» A felhasznalt algoritmust dokumentalni kell (programlista)
e Segitségként megadok egy Euler Math Toolbox-ban alkalmazhaté eljarast
* Nem kételezo ezt hasznalni!
Adatbeolvasas Euler munkafiizetlapon
>cd ""C:\adataim\"*
>data=getmatrix(6,4,"" ADAT.dat™)
>X=data[:,3]"; Y=data[:,4]"; ## EOV
>x=data[:,1]'; y=data[:,2]"; ## helyi

Alakmatrix feltoltése
>A=zeros(12,4);
>ov=1:2:12; ev=2:2:12; #indexek
>Afov,1]=1; Alev,2]=1;
>Alov,3]=X";
>Alev,4]=X";
>Alov,4]=-Y";
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>Alev,3]=Y";

Tisztatag vektor, sulymatrix, LKN becslés

>|=zeros(12,1);
>|[ov]=X";

>|[ev]=y";
>P=id(12,12);
>x0=inv(A'.P.A).A".P.I;

Javitasok, paraméterek Kiiratasa, elfordulas, méretarany
>v0=A.x0-I;
>vx0=vO0[ov]; vy0=vO[ev];
>x0
>alfa=tan2(x0[3],x0[4]); degprint(alfa)
>k=sqrt(x0[3]"2+x0[4]"2)
>ppm=1e6*(k-1)

Huber robusztus eljarasaval
>load huber
>a=0.25;
>{x,v,p}=huber(A,l,a,6); # 6: iterciok szama
>vx=v[ov]; vy=v[ev];
>vx|vy
>plov]|p[ev]

Paraméterek kiiratéasa, elfordulas, méretarany
>X
>alfa=tan2(x[3],x[4]); degprint(alfa)
>k=sqrt(x[3]"2+x[4]"2)
>ppm=1e6*(k-1)

Beadandok
e Adurva hibas pont szama, melyik koordinéata hibas
e Adurva hiba (Huber eljarasaval szamolt javitas) kozelit6 értéke



» Huber eljarasaval szamitott Helmert paraméterek (eltolasok, elfordulas, ppm méretarany té-
nyez0), javitasok, sulyok a 6 ponton

* Miszaki leirés (alkalmazott eszkdz, algoritmus leirdsa, programlista)

» Hatarid6: szorgalmi idészak vege

Ellen6rzés
e Adatok letoltése, ellenOrzés:

o http://www.geod.bme.hu/gtoth/ksz/hf2.html
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9. hét. Eldadas: Durvahibasziirési eljardsok. Konfidencia intervallumok, szignifikancia vizsgalat

Ebben az el6adasban sz6 lesz a legkisebb négyzetek modszerével torténd kiegyenlitéshez kapcsold-
do durvahibasziirési eljarasokrol, a statisztikai hipotézisvizsgalatrol, a konfidencia intervallumokrol.
Targyaljuk a Baarda-féle ‘data snooping’ maodszerét, valamint a belsé és kiilsé6 megbizhatosag fo-
galmat.

A még kimutathat6 legkisebb durva hiba VL értékét a kiilfoldi szakirodalomban megbizhatésagnak
nevezik, és egyre élesebben kilonbdztetik meg az m vagy . k6zéphibaval jellemzett pontossag-
tol. Lattuk, hogy a kiegyenlitést jellemz6 pontossagi mérdszamok a kdvetkezok:

e Qx=N'a Kiegyenlitett paraméterek sulykoefficiens matrixa

*  Mxx =mp Qxx aparaméterek kovariancia matrixa (mo a sulyegység kdzéphibéja)
o my?=flv*Pv (f a folosmérések szama)

*  Quu = A Qxx A* a kiegyenlitett mérések sulykoefficiens matrixa

e Quw =0 - Quu ajavitasok sulykoefficiens matrixa

A kiegyenlitést jellemz6 megbizhatosagi mérészamok a még kimutathato legkisebb durva hiba VL
értékének meghatarozasahoz kothetok. Beszélhetiink Gn. belsd €s kiilsé megbizhatosagrol. A nor-
malis eloszlasunak tekintett mérések feldolgozasakor most a célunk az Lj mérésben elkdvetett VL;
durva hiba Vw; hatasanak meghatarozasa.

A statisztikai hipotézisvizsgalatkor altalaban valamilyen feltételezésbél, az Gn. nullhipotézisbdl in-
dulunk ki (lasd Detrekdi, 1991). Ilyen feltételezés lehet példaul két mérési eredményt jellemz6 & és
n valészinliségi valtozo varhat6 értékének egyenldsége:

Ho: a(§) = a(m).

A nullhipotézissel szembeni valamely mas lehet6séget ellenhipotézisnek vagy alternativanak nevez-
ziik. Példaul a (3.1) nullhipotézissel szembeni lehetséges alternativa a kovetkezd:

Hi: a(§) # a(n).

A hipotézisvizsgalatkor a nullhipotézissel kapcsolatosan két alternativ valasz lehetséges: a
nullhipotézist elfogadjuk vagy elutasitjuk. Azt az eljarast, amelynek alapjan egy statisztikai hipoté-
zis fel6l minta alapjan dontiink, statisztikai probanak nevezzik.

A proba alapjan hozott dontés kétféle modon lehet hibas: elsdfaju hiba all fenn, ha a nullhipotézist
elutasitjuk, holott az fennall; masodfaju hibat kdvetiink el, ha elfogadjuk a nullhipotézist, holott
nem all fenn, hanem az alternativa valamely eloszlasa érvényes. A logikailag lehetséges donteseket
az alabbi séméaban foglalhatjuk dssze.

Ha a nullhipotézist

elfogadjuk elutasitjuk
Ho fennall helyes dontés els6faju hiba
Ho nem all fenn masodfaju hiba helyes dontes

Melyik fajta hiba a rosszabb? Nézziink egy példat. Legyen a feladatunk egy volgyzardgat mozgés-
vizsgalata. A Ho nullhipotézisunk az, hogy nincs kritikus elmozdulés (a vizsgalati pontok koordina-
tainak varhato értékei azonosak). Nézziik a lehetséges dontéseket:
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Ha a nullhipotézist

elfogadjuk elutasitjuk

Valoban nincs kritikus |helyes dontés: nem kell| elséfaja hiba: foloslegesen
elmozdulés tenni semmit riasztottunk

masodfaju hiba: kriti-
kus elmozdulésok Iép-
tek fel, esetleg atszakad
a gat és mi nem riasz-
tottunk

Kritikus elmozduléasok
Iéptek fel

helyes dontés, meg kell erdsi-
teni a gatat és riasztani

Nyilvan, ha a f6losleges riasztast kivanjuk elkeriilni, akkor az els6faji hiba minimalizal&sara torek-
szlink. Viszont a gyakorlatban leginkdbb a masodfaju hibat szeretnénk elkerilni, vagyis annak a
kockéazatat szeretnenk minimalizalni, hogy kritikus elmozdulésok Iéptek fel és mi mégsem riasztot-
tunk.

A statisztikai probak konstrukcioja a kdvetkezo elven alapszik. A k elemii minta alapjan meghaté-
roznak egy olyan tartomanyt, amely, ha a hipotézis igaz, csak egy elére adott igen kis o valoszinii-
séggel tartalmazza a mintat. Ezt a tartomanyt kritikus tartomanynak nevezziik, a kiegészit6 halma-
zat pedig elfogadasi tartomanynak hivjuk.

Az elfogadasi tartomany meghatarozasa az Li, Lo, ... , Ly k elemii minta valamely D(Ly, Lo, ..., Ly)
statisztikai flggvénye (a statisztika) alapjan torténhet. Meghatarozzuk ennek a fuiggvénynek az el-
oszlasat a Ho nullhipotézis fennallasa esetén. Elére megvalasztott p = 1-a konfidenciaszinthez meg-
hatarozzuk a

Do = f (p/Ho) (3.3)

konfidenciaintervallumot, amelybe D értéke a Ho nullhipotézis fennallasa esetén p valdszintiséggel
esik. Ha a mintabdl szamitott Hiba! A mezék szerkesztésével nem hozhaték létre objektumok. érték ebbe az
intervallumba esik, akkor a nullhipotézist p szinten elfogadjuk, ellenkez esetben viszont elutasit-
juk.

Az ébra alapjan az els6faju hiba valdsziniisége o, a masodfaju hiba elkdvetésének valoszinilisége
pedig B. A helyes elutasitds p’ =1 - valosziniiségét pedig a proba erejének hivjuk a H; alternativ
hipotézissel szemben.

A p = 1-a szintet a matematikai statisztikdban altalaban 0,90; 0,95; 0,99 értékben szoktak felvenni.
Geodéziai mérések feldolgozasakor alacsonyabb (példaul 0,80) szint felvétele is indokolt lehet. Ez
azonban azzal jar, hogy az els6faju hiba valosziniisége novekszik.
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H a helyes elutasitas
a , e
p’ = 1—[3 valészinlsége
a proba ereje

a helyes dontés valbszi- Ho
nisége p= 1-a

elfogadasi tartomany Ho-ra kritikus tartomany Ho-ra
Do
az elséfaju hiba valészinlsége a a valészinlsége
A prdéba ereje a H; alternativ hipotézissel szemben

Konkrét feladatok megoldasakor a hipotézisvizsgalatot célszerii a kovetkez6 1épésekre bontva elvé-
gezni:

1. A feladat megfogalmazasa, a megfeleld statisztikai proba kivalasztasa

2. A Ho nullhipotézis felvétele

3. A statisztikai fliggveny eloszlasanak meghatarozasa
4. A statisztika szamértékének a mintaclemek alapjan torténé meghatarozasa
5. A p = 1-a konfidenciaszint felvétele

6. A statisztikai fuggvény elméleti eloszlasabdl a p = 1-o.  konfidenciaszinthez tartozé interval-
lum meghatarozasa

7. Dontés a Ho nullhipotézis elfogadasardl vagy elutasitasardl. A dontéshez minden esetben meg
kell adni azt a szintet, amelyen a dontes tortent.

Durva hibak kimutatasa a legkisebb négyzetek modszerével torténé kiegyenlités eredményei-
nek statisztikai elemzésével

A durva hibak kimutatasa torténhet valamennyi meért mennyiseg egyuttes vizsgalataval, illetve a
mérések egyenkénti vizsgalataval (‘data snooping’). Mindkét esetben a durva hibak kimutatasa cél-
szerlien valasztott statisztikai probaval torténik.
Valamennyi mért mennyiség hatdsanak egyuttes vizsgalata a stlyegység my kozéphibaja segitségé-
vel torténhet. A kiegyenlitésbol szarmazo mg sulyegyseg-kdzéphibat a P stlyok szamitasahoz hasz-
nalt ¢ ardnyossagi tényezo becslésének tekintettiik. Amennyiben az mg varhato értéke, ¢, azonosnak
tekinthet6 egy a mérési eljarasra jellemz6 ismert o apriori sulyegység kézéphibaval, akkor a méré-
seinket feltehetéen nem terheli durva hiba.
A most leirt eljarast a
a)

Hy: ¢ =put H,: ¢® > uf

vagy a
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b)

C
H,: ¢®>ub
nullhipotézisek valamely p konfidenciaszinten torténd vizsgalatanak tekinthetjik.

Az a) szerinti nullhipotézis esetében a felhasznalasra keriil6 statisztika a kovetkezo:

a)

_ m;
Zi=f—=, f=n-r,

T
a dontés a
Xi<xii=xlos (F eloszlas)
Kritérium alapjan torténhet. Ha az a) kritérium teljesil, akkor a nullhipotézist a p konfidenciaszinten

elfogadhatjuk.
A b) nullhipotézis esetében az

2
=M

I
statisztik&bol indulunk ki. A nullhipotézist a p konfidenciaszinten elfogadhatonak tekinthetjiik, ha

F< I?a,f,oo = 'El_p,f,w, f =n-r. (F-eloszlas)

A most leirt mdédszer szabalyos hibak kimutatasara is alkalmas.

Pelda: a Soskuti geodéziai haldzat kiegyenlitése
= 29 irdnymérés
= 14 tdvmérés
= 43 mérés
» 28 folosmérés (f = 28)
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2

_ m
to=1.000, me=1.022, Zf="T—5=29.24

Ho

Hogyan doénthetiink a durva hiba jelenlétérd1? A p = 0.95 konfidenciaszinthez a »* eloszlashél

Tosss =413 €s 29.24<413

kapjuk, igy a hipotézist elfogadhatjuk (nincs durva hiba).
A p = 0.90 konfidenciaszinthez a y* eloszlashl

Teswzs =379 €s 29.24<37.9

kapjuk, igy a hipotézist ismét elfogadhatjuk (nincs durva hiba).

A méresek egyenkénti vizsgalata (Baarda-fele “‘data snooping’)

Ha az el6z6 pontban ismertetett eljarasbol (valamennyi mért mennyiség hatasanak vizsgalatabol)
arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a méréseinket durva hiba terheli, akkor minden esetben el kell
végezni az egyes meérések egyenkeénti vizsgalatat. Nagyszamu mérés esetén ez a vizsgalat akkor is
indokolt, ha a sulyegység kozéphibaja alapjan nem mutattuk ki durva vagy szabalyos hiba jelenlét-
ét.

Egyetlen mért mennyiség vizsgalatakor a durva hiba szlirése altalaban a mennyiseg w; standardizalt
javitasa segitségével torténik, amely vagy a v javitas és a javitas m,; szorasanak (k6zéphibajanak) a
hanyadosa, vagy a v javitas és a javitas p,; szorasanak (kdzéphibajanak) a hanyadosa.

Az egyes javitasok kozéphibainak, my; ill. p,i —nek szdmitasa a Q.y sulykoefficiens matrix f6atloja-
ban levo quivi elemekbdl és a becsilt mg sulyegység-kozephiba vagy valamely adottnak tekintett po a
priori sulyegység-kozéphiba felhasznalasaval torténhet. A leirtaknak megfelel6en:

mvi = mO qvivi )
vagy

:uvi = ﬂom .
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A standardizalt javitasok pedig igy alakulnak:

i
W, =——
mvi
vagy
w, =
i .
;uvi

A javitasok sulykoefficiens-matrixanak meghatarozasat a paraméterek sulykoefficiens-matrixa se-
gitségével végezhetjlk el az alabbi Gsszefliggés szerint:

Qw :QLL _Quu :QLL _AQxxA* .
A statisztikai proba mindkét esetben a
HO:WiZO HZWi;tO

a

nullhipotézis vizsgélatara irdnyul. Ha a w; értékét az elsé modon szamitjuk, akkor a dontés a
wi|<t,;, f=n-r
Kritérium, a masodik madszer esetén a
|Wi| <Up

kritérium alapjan torténhet. A t, a Student t-eloszlas megfelel6 értéke (mg eseten), u, pedig stan-
dard normélis eloszlas megfelel6 értéke o esetén ( p a konfidenciaszint, f pedig a szabadsagi fok
jele). A kiilonboz6 feladatok megoldasakor a mennyiségek egyiittes vizsgalatakor a p konfidencia-
szintet altaldban alacsonyabbnak vessziik fel, mint a mennyiségek egyenkénti vizsgalatakor.

A mérések egyenkeénti vizsgalatanak most bemutatott gondolatmenete Baarda nevéhez fiizédik, és a
szakirodalomban a ,,data-snooping” nevet viseli.

Példaként vegyik az 1. gyakorlatban mar targyalt Séskati geodéziai halozat kiegyenlitéseét.

Az 1. ponton mért iranymérések standardizalt javitasai a kovetkezok:

irdnyzott pont Vi Wi
3 1.989 2.292
4 -0.631 0.725
5 -0.705 0.804
6 -0.654 0.750

Az inverz t-eloszlas sziikséges értékeit vagy tablazatbdl, vagy szamitdgéppel pl. az Excel  IN-
VERZ.T(1-0.95;28) fuggvenye segitsegével kaphatjuk meg.
to.05,28 = 2.048,

és mivel 2.292 > 2.048,
tehat ez kivago érték (a tablazatban alahltzassal jeloltiik).

A még kimutathato legkisebb durva hiba értékének meghatéarozasa
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A mérési eredmények egyenkénti vizsgalatara bemutatott modszer lehetdséget nyljt normalis elosz-
lasunak tekintett méresek esetén a meg kimutathaté legkisebb durva hiba értékenek a meghataroza-
sara.

A feladat megoldasa érdekében induljunk ki a

W, = ——
,uvi

statisztikai fliggvénybdl, s tlizziik ki célul az Lj mérésben elkdvetett VL; durva hiba Vw; hatasanak

meghatarozasat.

Fejezzlk Ki a v; javitast az eredeti mérések (I; ) fuggvényeként:
v=Ax—I=AAP, A) (AP )-1=AQ, AP, I-1=
=(AQy AP —Q Py )-1=—(Q,P,) '
Az osszefliggésben szereplé QP szorzat nyoma (’Sp’ spurja):
Sp(Q,, P, )=Ff=n-r.
A QwPLL nyomaban levé f; értékek a folosmérés-hanyad.
Az | vektor hatasat a vi mérési javitasra a

Vv, = Zn:(QwPLL)ij Ij .
j=1

Osszefliggéssel hatarozhatjuk meg, melyet az alabbi abran szemléltetiink.

QVVPLL |

Valamennyi mérési eredmény hatasa a v; javitasra

Az i-edik mérésben elkdvetett VL; durva hiba hatasa:
Vv, =(Q,P.); VL = fVL,

Az f; értékek a folosmérés-hanyad, tehat az elkdvetett hiba hatasa ezzel aranyos. Ezt az esetet a ko-
vetkezd abran tlintetjiik fel:
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VVi AN VL,

Az i-edik mérésben elkdvetett VL; durva hiba hatasa a v; javitasra:

Vizsgaljuk meg ezek utdn a nevezoben levé i értéket. Ennek négyzetét igy irhatjuk fel:

:uvzi = :ugqvivi = ﬂg Qu)i = QP Q)i ﬂg .
Ha méréseinket fliggetlennek tekintjik, akkor a Q.. diagonalmatrix, tehat

:uvzi =(QuwP )i (Qu )i /,15 = fi/uEi .

A javitas négyzetdsszege fliggetlen mérések esetén az f; folésmérés-hanyad és a mérés py; apriori
kdzéphibaja fuggvéenye. Kiszamithatjuk a w; statisztika Vw; valtozasat az i-edik mérési eredmeény-
ben elkdvetett VL; durva hiba hatéséara:

VW, — VVi . fiVLi B VLi \/]T,

Ty B \/]Ti'/v‘u B Hy

A tovabbiakban sziikséglnk lesz a zérus varhato értékre végzett statisztikai proba konstrukcidjara,
igy ezt most roviden attekintjuk. A feladatunk az, hogy az N(a, o) normalis eloszlasu valoszintiségi
valtozora vett Ly, L,,..., Ly, minta alapjan becsuljik az a varhatd értéket az a mintakdzéppel. A
nullhipoteézis:

Az alternativa:

A § érték kifejezhetd a és S segitségével: 6 =6 (a, ). Tablazatosan (Detrekdi, 1991, 70. oldal):
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@ 0.001 0.01 0.05
B

0.30 3.82 3.10 2.48
0.20 4.13 3.42 2.80
0.10 4.57 3.86 3.24
0.05 4.94 4.22 3.61
0.01 5.62 4.90 4.29
0.001 6.38 5.67 5.05

A tablazatbol az alternativ hipotézisben szereplé o érték kifejezhet6é a felvett konfidenciaszinten
megadott a és a proba 1 - S erejében szerepld S érték segitségevel.

A még kimutathato legkisebb durva hiba o értékét megkapjuk, ha a o(« , £ értéket (a felvett konfi-
denciaszinten) egyenldvé tessziik a durva hiba Vw; hatasaval:

5:VWi:v_Li f, lJLi:lJow/i
My P

A még kimutathato legkisebb durva hiba:

VL =, i

T

Ez a belso megbizhatosag.

A bels6é megbizhatosag tehat a (fliggetlennek tekintett) mérések legkisebb négyzetek segitsegevel
torténd feldolgozésa soran a fenti modon meghatarozott, még kimutathaté legkisebb durva hiba VL;
értéke. Ez alapjan megallapithatd, hogy a még kimutathaté legkisebb durva hiba VL; érteke egyene-
sen aranyos a mérések pontossagat jellemz6 i a priori kozéphibaval és forditottan aranyos az f;
folosmerés-hanyad négyzetgyokevel.

A VL; belsé megbizhat6sag élesen kildnvalasztandd a mérési pontossagtol, amelyet p ; vagy my;
jellemez!

Szakirodalmi adatok alapjan valamely L; mérést jellemz6 f; folosméres-hanyad alapvetéen megha-
trozza a mérés ellendrizhetdséget. Ha

0<f<0,01 a mérés nem ellenérizhetd

0,01 <fi<0,1 a mérés rosszul ellenérizhetd
0,1<fi<0,3 a méres kielégitéen ellenérizhetd
0,3 < f; a mérés jol ellendrizhetd

Az i-edik mérésben elkovetett VL; durva hiba hatasa a paraméterekre igy irhat6 fel:

VX = (AP A)"a, p,VL,

ahol
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a; a javitasi egyenlet i-edik sora,
pi a fliggetlennek tekintett i-edik mérés sulya

Ebbdl levezethetd az i-edik mérésben elkdvetett VL; durva hiba hatasara bekovetkez6 még kimutat-

hato legkisebb VX; durva hiba:

Si
VXJ-ZIUX'(S" f_

s, =a; (A'PLA)"a;p;.

ahol

A képletben px a paraméter kdzephibaja, fi a folosméres-hanyad, d(a , ) jelentése pedig ugyanaz

mint korabban. Ez a kiilsé megbizhatésag.

Nézzlk ismét a mar targyalt Soskuti geodéziai haldzat példajat.

A & értékekre korabban kozolt tablazatbol: 6(0.01 , 0.20) = 3.42. Ebbdl kiszamithatok az iranymé-
rések bels6 megbizhatosagai. Az tablazatban példaként lathatok az 1. ponton mért iranyméresek
folosmerés hanyadai és a fentiek szerint szamitott bels6 megbizhatosagai.

iranyzott pont fi VL,
3 0.729 4.01
4 0.732 4.00
5 0.743 3.97
6 0.737 3.98

A mérések belsé megbizhatdsaga tehat 4 szogmasodperc koriili érték, ami a halozatban kimutathato

legkisebb durva irdnymérési hiba.
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10. hét. Gyakorlat: Vizsgazdrthelyi eldkészitd, hazifeladat konzultacio

A vizsgazarthelyi témakorei

A.) Geodéziai halozatok kiegyenlitése. A kiegyenlités célja es lépéseli, eljarasai (11, 111, V. csoport).
Az elézetes kiegyenlités. Haromdimenzios halozatok kiegyenlitése — geodéziai mérések alapjan;
mikor indokolt? GNSS haldzatok kiegyenlitése. Kozvetité egyenletek és linearizalasuk. A mé-
rések kovariancia matrixa. Mi a GNSS mérések kdzvetett kiegyenlitése? A GNSS halozati da-
tum. A fotogrammetriai sugarnyalab-kiegyenlités: koordinata-rendszerek és kapcsolatuk, belsé
tajékozési elemek, kozvetitd egyenletek, paraméterek, javitdsi €s normalegyenletek, speciélis
esetek. Direkt linearis transzformacio és megoldasa, hibaellipszoid, ponthiba, kézepes ponthiba.
Abszollt és relativ hibaellipszisek szamitasa. A Baarda-féle S-transzformacio.

B.) Csoportokban torténd kiegyenlités. Alapelve és alkalmazasanak okai, a csoportkepzés tipusai.
Folyamatos csoportképzés kdzvetité egyenletekkel, durva hibds mérések ujrafeldolgozésa ese-
tén, mikor célszerii alkalmazni? Normalegyenletek 6sszeadésa (stacking), mikor célszerii al-
kalmazni (pl. GNSS mérések esetén)? Osszekapcsolasos csoportképzés kizvetité egyenletekkel
— mik a bels6 és kiils6 ismeretlenek?

C.) Geodéziai mérések robusztus kiegyenlitése. A durva hiba fogalma. A becslés torzitasa, dssze-
omlasi pontja. A robusztus becslés fogalma. Maximum likelihood M-becslok. Célfliggveny, ha-
tasfliggvény és sulyfliggvény fogalma. M-becslés normalis, Laplace és Cauchy eloszlasra és ha-
tasfliggvényeik. Huber, Hampel hatasfliggvénye. Robusztus kiegyenlités M-becslékkel. A dan
modszer alapelve. Iterativ robusztus becslés (RANSAC). A mddszer alapgondolata, Iépései €és
paraméterei, eredmenyei. Sikbeli Helmert transzforméacié paramétereinek szamitasa: amikor
mindkét rendszerbeli koordinatak hibaval terheltek, illetve amikor az egyik rendszerbeli koordi-
natak hibatlanok (11. csoport). A robusztus megoldas alapelve (Huber eljaréasa).

D.) Durvahibasziirési eljarasok. Statisztikai hipotézisek vizsgalata. A statisztika eloszlasa, a proba
ereje, els6- €s masodfaju hiba valdszintisége. Konfidenciaszint és megvéalasztasa, konfidencia
intervallum. Pontossag és megbizhatdsag fogalma. A kiegyenlitést jellemzé pontossagi és meg-
bizhatosagi mérészdmok. Durva hibak kimutatasara szolgald statisztikai médszerek: sulyegy-
ség-kozéphiba alapjan, standardizalt javitasokkal (data snooping). A még kimutathato legkisebb
durva hiba meghatarozasa. A folosmérés-hanyad, belso és kiilsé megbizhatosag, a mérés ellen-
Orizhetdsége.

Az A-D témakorokbol 2-2 kérdés lesz a ZH-ban, 6sszesen 8 kérdés 40 pontért. Bonusz (+) pontokat
lehet szerezni két gondolkodtatd feladat/kérdeés valamelyikének helyes megvalaszolasaval. Sikerte-
len a ZH, ha a hallgaté nem érte el a megszerezhet6 pontok 50 %-at (vagyis 20 pontot). Szlkség
esetén a potZH a 14. héten lesz, javitas esetén az utolso jegy szamit.
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11. hét. Eldadds: Folyamatosan valtozo mennyiségek feldolgozésa 1.

1. Példak a folyamatosan valtoz6 mennyiségekre

GNSS mérések feldolgozasa (hely, id6),

Nehézségi gyorsulas-mérés (hely, esetleg id6)

Mérnoki szerkezetek mozgasvizsgalata (id6, esetleg teher),
Digitalis képfeldolgozas (hely),

Térinformatikai rendszerek attributumai (hely, 1d0).

2. A folyamatosan valtozé mennyiségek feldolgozasanak sztochasztikus modellje

2. 1. A sztochasztikus folyamatok

A sztochasztikus folyamatok definicioja:
E&(0,1), o€Q, t€T.
A & (o, t) sztochasztikus folyamatok és a & valdsziniiségi valtozok sszehasonlitasa.

A sztochasztikus folyamatok realizacidja.

Diszkrét és folytonos sztochasztikus folyamatok.

A sztochasztikus folyamatok jellemzdi:
e FElsd, masod, harmad...rendi eloszlasfiiggvények
e Térétlag,
e Auto- és keresztkorrelacios fliggvények,

2. 2. A sztochasztikus folyamatok néhany fontos fajtaja

Stacionarius folyamatok (a tératlag allando)

Ergodikus folyamatok.

Gyakran alkalmazott sztochasztikus folyamat tipusok:
e Gauss-folyamat (az eloszlasok minden rogzitett t értékre normélisak),
e Markov folyamat,
e Poisson folyamat.
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2. 3. Mintavételezés sztochasztikus folyamatokbdl

Mintavételezés folytonos sztochasztikus folyamatokbol.
e A Dirac-féle ,,deltafliggvény”.
e Nyquist-feltétel.

A sztochasztikus folyamatok empirikus jellemzdi:
e Térétlag,
e [ddatlag,
o Kaorrelacios flggvenyek.

3. A folyamatosan valtozé mennyiségek feldolgozasanak esetei

A sztochasztikus folyamatok felbontasa:
e Trend,
o Jel,

o Zaj,

Trend + jel + zaj: legkisebb négyzetek madszerén alapuld kollokacio, geostatisztika,
Jel + zaj: szurések,
Jel: interpolaciok

4. A legkisebb négyzetek modszereén alapulé kollokacio

A trend fuggvény megvélasztasa.
A jeleket jellemz6 kovariancia matrixok felvétele.

A zajokat jellemz6 kovariancia matrix felvétel.

A trendfliggvény paramétereinek meghatarozasa a legkisebb négyzetek modszerének felhasznalasa-
val.

A jelek ertékenek meghatarozasa a mért pontokban.
(A jelek értékenek meghatarozasa a nem mért pontokban — interpolacio)
A levezetett mennyisegek kovariancia matrixainak meghatarozasa.

5. A geostatisztika alapjai
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A helyfiiggd valtozok fogalma (regionalized variable).
A helyfliggd valtozok stacionarius jellege és jellemzoik:
o tlag,
e kovariancia flggveény,
e Vvariancia,

e szemivariancia fliggveny.

A szemivariogram definicioja és becslése
Néhany szemivariogram fliggveny (gémbi modell, Gauss-féle modell)

5.1. A Kriegelés

A Kriegeles alapelve.

A trend figgvény megvalasztasa:
e szokasos Kriegelés (ordinary Krieging)
o altalanositott Kriegelés.

A paraméterek becslése.

A pontossagi jellemzdk becslése.
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12. hét. Gyakorlat: Vizsgazarthelyi

Minta ZH kérdések (mindegyik helyes valasz 5 pontot ér)

Al. Sorolja fel, hogy a GNSS mérések feldolgozasa esetén mik a méréseink, illetve mik lehetnek a
meghatarozando paraméterek és csoportjaik.

A2. Irja le, milyen transzforméci6 sziikséges a pont hibaellipszoidja fotengelyeinek meghatarozasa-
hoz, illetve ezekbdl hogyan képezhetd a ponthiba, illetve a kozepes ponthiba értéke

B1. Sorolja fel a kiegyenlitési csoportképzés két alapvetd tipusat ¢és vazolja a
normalegyenletrendszer egyitthatd matrixanak felosztasat mindkeét emlitett esetben.

B2. Mikor lehetséges illetve célszerii eljaras a normalegyenletek dsszeadasa? Hogyan allithat6 el6 a
megoldando normalegyenlet-rendszer a kdzgs paraméter vektorra?

C1. Mi egy becslés torzitasa illetve 6sszeomlasi pontja? Mi a legkisebb négyzetek szerinti becslés
0sszeomlasi pontja?

C2. Milyen lépéseket foglal magaban az iterativ robusztus becslés (RANSAC), illetve mik az elja-
ras soran sziikséges bemend paraméterek?

DI. Sorolja fel a kiegyenlitést jellemzd pontossagi és megbizhatdsagi mérészamokat.

D2. Mi a data snooping eljaras lényege és milyen statisztikai préba alapjan dontlink a durva hibas
mérés jelenlétérdl?

Bdnusz kérdések (+4 pontért, csak az egyikre adhat6 pont, helyes valasz esetén):

1. Mozgasvizsgalati méréseink eredményeit megvizsgalva kimutattuk, hogy p = 0.90-es konfi-
dencia szinten kizarhato a pontok elmozdulasa. Ha szeretnénk csokkenteni a méasodfaju hiba
valoszintiségét, milyen konfidencia szinten kellene még megvizsgalni a méréseket? Indokol-
juk valaszunkat!

2. Leézer szkenner segitségével letapogattuk egy épulet homlokzatanak pontjait, amelyek kozott
vannak durva hibas pontok is. Ezutan szeretnénk az iterativ robusztus becslési eljarast
(RANSAC) alkalmazni a pontjainkhoz legjobban illeszkedd sik meghatarozasdhoz. Mekko-
ra lesz a modell megalkotasahoz minimalisan szlikséges paraméterek szama? Soroljon fel
egy lehetséges paraméter keszletet.
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13. hét. Eldadds: Folyamatosan valtozo mennyiségek feldolgozésa I1.

6. A sziirések
6. 1. A sziirések célja

A sziirések célja a hibaval terheltnek feltételezett jelek ,,sziirt” értékeinek meghatarozasa a mert
pontokban, s esetenként a jelek ertékének becslése nem mért pontokban. Altalanosabb értelemben
sziirésnek nevezik mindazon eljarasokat, amelyekkel a folyamatot terheld zajfiiggvény hatasat az
alapfolyamatrol levalasztjak. A sziirések targyalasakor feltételezzlik, hogy a trend zérus. A kdvetke-
z0 tipusu sziirket targyaljuk:

e konvolucids szlrok,

e median sziirok,

e legkisebb négyzetek mddszerén alapul6 szlirdk,

e Kalman-sziirék.
6. 2. A sziirések spektralis jellemzoi

Linearis sziirést feltételezve: n (t) = O (t) § (1)

O (t) a sziirés modjat eldird operator.

Fourier transzformacioval attérve a frekvencia tartomanyba a szlirés hatasat a C atviteli fliggvény
irja le. Az atviteli fliggvény tipusatél fligg az amplitido és a fazis viselkedése a sziirés soran.

oy

6. 3. KonvolUciods sziirok

Az egy ¢és kétvaltozos konvolucids sziirés alaposszefiiggései:
e altalanos esetben,
e szimmetrikusan elhelyezkedd jelek esetében.
A konvolucids szlrdk fajtai:
e alulatereszto szirok,
o feliilateresztd sziirok
e savateresztd szlirdk-
Néhany gyakran alkalmazott egyvaltozos konvolicios sziirés:
e futo atlagolas,
e simitas (linedrisan csokkend sulyokkal, binomidlis stilyokkal)
Néhany gyakran alkalmazott kétvaltozos konvolucios sziirés:

e atlagold szlirdk,
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e cgyéb alulateresztd szlirdk,
o feliilateresztd sziirdk (Laplace-féle sziird).

Példak a konvolucios szurdk alkalmazasara.

6. 4. Median sziirék

Az egy és kétvaltozos median szlirOk alaposszetiiggései.
Példak a median sziirék alkalmazasara.

6. 5. A legkisebb négyzetek moédszerén alapulé sziirék

A legkisebb négyzetek mddszerén alapulé sziirés alaposszefiiggései a legkisebb négyzetek elvén
alapulé kollokacio specialis eseteként (trend= 0).

Predikcio.
6. 6. Kalman szirok

A Kalman sziirdk elve és alkalmazasi lehetOségei.
Attekintés a szamitasi modokrol. ( Jelek predikcidja, kovarianciak predikcioja).
Peldak az alkalmazasokra.

7. Interpolaciok
7. 1. Az interpoléaciok célja

Az interpolacio célja a jelek meghatarozasa olyan pontokban, ahol jel nem all rendelkezéslinkre. Az
interpolacios eljarasoknal feltételezzik, hogy a trend zérus, s altalaban azt is, hogy a felhasznalt
jeleket nem terheli zaj. A kovetkezd interpolacios eljarasokat targyaljuk:

e legkdzelebbi szomszéd modszere,

e linearis és bilinearis interpolacio,

e spline-interpolaciok,

e interpol&cié sulyozott szamtani kdzépkent,

o legkisebb négyzetek modszerén alapulé interpolacio.

7. 2. A legktzelebbi szomszéd modszere
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A legkozelebbi szomszéd modszerének alkalmazasakor az ismeretlen ponthoz tartozé jel értékét a
hozza legkozelebbi ismert jelii pont jel értékével tekintjiik azonosnak. 1D, 2D, 3D esetben egyarant
alkalmazhato.

Példak a felhasznalasra.

7. 3. Linearis és bilineéaris interpolacio

A lineéris es bilinearis interpolacio szamitasi 6sszefliggeései.
Példa az alkalmazéasra.

7. 4. Spline interpoléaciok

A spline interpoléaciok elve. Az egyvaltozos spline interpoléacio szamitasi 6sszefliggései harmadfoku
parabola felhasznalasakor.

Példak az alkalmazasokra.

7. 5. Interpolacio sulyozott szamtani kozépkeént.

Az ismeretlen ponthoz tartozé jelet az ismert pontokhoz tartozo jelek (altalaban a tavolsagoktol
fliggd) sulyozott szamtani kbzepeként szamitjuk. 1D, 2D, 3D esetben egyarant alkalmazhatd. Pel-
dak az alkalmazésra.

7. 6. A legkisebb négyzetek modszerén alapul6 interpolacié

A legkisebb négyzetek mddszerén alapulé interpolacids alapdsszefuiggései a legkisebb négyzetek
elvén alapulo kollokacio specialis eseteként (trend= 0, zaj=0)..
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14. hét. Gyakorlat: Konzultacid, feladatbeadas, P6tZH; illetve bonusz eléadas egy érdekes téma-
ban: A Benford-térvény, avagy hamisitottak-e az adatainkat?

Hogyan tudnank (az adatok ismerete nélkiil) eldonteni, hogy a Fold kiilonb6z6 allamainak teriileteit
tartalmazd két adathalmazbol melyik a hamis?

Allam/terulet  valddi vagy hamis terilet (km2)

Afganisztan 645807 796467
Albania 28748 9943
Algeria 2381741 3168262
Amerikai Szamoa 197 301
Andorra 464 577
Anguilla 96 82
Antigua 442 949
Argentina 2777409 4021545
Aruba 193 367
Ausztralia 7682557 6563132
Ausztria 83858 64154
Azerbajdzsan 86530 71661
Bahamak 13962 9125
Bahrein 694 755
Banglades 142615 347722
Barbados 431 818
Belgium 30518 47123
Belize 22065 20648
Benin 112620 97768

Ezt a kérdest, mint majd latni fogjuk, a Benford-térvény segitségével meg tudjuk valaszolni. A
Benford-torvény nem csak bizonyos szamjegyek eloszlasaval kapcsolatos ,furcsasag”, hanem a
gyakorlatban is jol alkalmazhatd szabdlyszeriség, amelyet érdemes megismerniink, mert szamos
esetben segit eldontenink egy ismeretlen adathalmazrél, hogy vajon val6di vagy manipulalt adato-
kat tartalmaz. Igy ez a témakor szorosan kapcsolodik az adatok feldolgozasahoz és vizsgalatahoz.

A Benford-tdrvény torténete 1881-ig nyulik vissza. Simon Newcomb (1835 — 1909) koranak leghi-
resebb amerikai csillagasza volt, a matematika és csillagaszat professzora a Johns Hopkins Egyete-
men. Newcomb volt az, aki Michaelson-nal egyiitt megmeérte a fény sebességét. Newcomb 1881-
ben észrevette, hogy a logaritmus tablazatok eleje elhasznalddottabb a végiknél. Ebbdl arra kovet-
keztetett, hogy az 1, 2, 3-mal kezd6d6 szamokat gyakrabban keresik ki, mint a 7, 8, 9-cel kezd6d6-
ket. Feltette, hogy az els6 szamjegyek eléforduldsanak valdsziniisége

P(d) = logio (1 + 1/d),
ahol
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d=1,2,3,4,56,7,8,9,
és
YP(d)=1.

Newcomb ezt az észrevételét és a hozza kapcsolodo tapasztalati torvenyt publikalta is az Amer. J.
Math. 4, 1881 (pp 39-40) szaméaban. A Benford-térvényt még sem réla, hanem Frank Benford (1883
—1948) fizikusrol nevezték el, aki a General Electric-nél dolgozott, és 6 is észrevette, hogy a loga-
ritmus tablazatok eleje koszosabb a véguknél. Arra kovetkeztetett, hogy az 1, 2, 3-mal kezd6d6
szamokat gyakrabban keresik ki, mint a 7, 8, 9-cel kezdéddket. O is, Newcomb-tdl fliggetlenil fel-
tette, hogy az els6 szamjegyek el6fordulasanak valOsziniisége P(d) = logio (1 + 1/d), ahol d =1, 2,
3,4,56,7,8,9,és YP(d) = 1. Benford tovabb ment ennél, és megvizsgalt kiilonb6z6 adathalma-
zokat, hogy kovetik-e az els6 szamjegyeik ezt a tapasztalati torvényt. Az adatai kozott volt 335 fo-
lyé teriilete, 3259 telepiilés lakossagszama, a természetes szamok hatvanyai, kémiai elemek mol-
tomegei, fizikai allanddk, stb... Frank Benford ezzel kapcsolatos cikke 1938-ban latott napvilagot a
Proc. Amer. Phil. Soc. 78, 551-572-ban a ,,The law of anomalous numbers” cimmel.

A Benford-torvény tehat kimondja, hogy ’nagyon sok’ szamhalmazban a szamok els6 értékes szam-
jegyek eloszlasa ezt a torvényt koveti:

P(d):loglo(1+%), ahol d=1,2,...,9

Téablazatba foglalva ezek a valdszintiség értékek szézalékosan a kdvetkezok:

d 1 2 3 | 4| 5 6 7 8 9
P@) 301|176 |125| 97 | 79 | 6.7 | 58 | 51 | 46

illetve grafikusan &brazolva a valGszintiségek:

A kovetkez6 tablazat tartalmazza a Benford altal vizsgalt adatok elsé szamjegyeinek szazalékos
eloszlasat:

oszlop név 1 2 3 4 5 6 7 8 9 minta
A folyok, teriilet 310 164 107 113 72 86 55 42 51 335
B népesség 339 204 142 81 72 62 41 37 22 3259
C allandok 413 144 48 86 106 58 1.0 29 106 104
D Gjsagok 300 180 120 100 80 60 60 50 50 100
E fajhé 240 184 162 146 106 41 32 48 41 1389
F nyomasveszteség 296 183 128 98 83 64 57 44 A7 703
G geéges'tme”y"esne' 300 184 119 108 81 70 51 51 36 690
H molaris témeg 26.7 252 154 108 6.7 51 41 28 32 1800
| csatornahalézat 271 239 138 126 82 50 50 25 19 159
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oszlop név 1 2 3 4 5 6 7 8 9 minta

J atomtomeg 472 187 55 44 66 44 33 44 55 91
K n-1, Vn 257 203 97 68 66 68 72 80 89 5000
L tervezés 268 148 143 75 83 84 70 73 56 560
M Reader's Digest 334 185 124 75 71 65 55 49 42 308
N kéltségadatok 324 188 101 101 98 55 47 55 31 741
o) OEREV e i 279 175 144 90 81 74 51 58 48 707
szultségek
p Amerikai Liga 327 176 126 98 74 64 49 56 30 1458
Q feketetest 310 173 141 87 66 70 52 47 54 1165
R cimek 289 192 126 88 85 64 56 50 50 342
S ni, n2, ..n! 253 160 120 100 85 88 68 7.1 55 900
T halalozasi arany 270 186 157 94 67 65 72 48 41 418
atlag 306 185 124 94 80 64 51 49 47 1011

val6szinti hiba +0.8 *04 +04 03 02 0.2 *0.2 =03

Vajon mitdl fiigg az, hogy egy adott adathalmaz koveti-e vagy sem a Benford eloszlast? Ennek a
kérdésnek a helyes megvélaszolasa nélkil ugyanis nem igazan hasznalhaté a Benford-térvény az
adatok elemzésére. Lassunk egy olyan adathalmazt, amely koveti a torvényt:

30 484633 63561 1115503
668880 505118 216165
155019 657236 845984

28797010 5568493 908067

1330155 1158438 196667
133142 84857 1221
244570 3956086 162808
554704 365305 1224771000

1857 1632241 543923100
39881 1958540 186509

6031 2023571 892941
15
10 4
: I I I I I
0- I
1 2 3 4 5 6 7 8 9

(USA adéjovedelmek elsé szdmjegyeinek szazalékos eloszlasa),

25

20

¢s lassunk egy olyan adathalmazt is, amelynek elsé szamjegyei nem kdvetik a torvényt:

30 4827186 4.127200 7.329969
8503368 8.394767 5.010455
7844026 6.599026 5.505317
4483191 3268541 2.550152
25 1660365 3.224844 3.861024

2533020 3.894939 2446967
B8.489095 5.623795 4.922481
2459498 0.986852 8.820038
20 — 1.230805 6.102519 0.902577
5756764 4944671 6476008
-5272127 10.65516 6.701705

15—

10—

A1

] I
12 3 4 5 6 7 8 9

(véletlen szamok elsd szdmjegyeinek szazalékos aranya).

A fenti kérdés vizsgalata soran rajottek arra, hogy ha egy eloszlas koveti a Benford-térvényt, akkor
barmilyen szammal szorozva/osztva is Benford marad (azaz skala invarians). Tovabb, ha egy el-
oszlas a Benford-tdrvény szerinti, akkor egy masik szamrendszerben is az marad (vagyis szamrend-
szer invarians). Létezik tovabba az elsé két szamjegyre vonatkozd Benford-torvény is:
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P(d)=|oglo[1+ﬁ} ahol d,d, =10,11,..,99

1~2

illetve grafikusan abrdzolva a szazalékos eloszlasi gyakorisdgokat az alabbi abrat kapjuk:

két kezd6 szamjegy

i
l‘““l‘l“llhl|l i
ULl |‘| |||||‘| e

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95

szamjegyek

Kiszamithatoak tovabbd a Benford-torvénybdl vart szamjegy gyakorisagok a kiilonbozo
helyiértékeken is. Ezek a gyakorisagok a kovetkezd tablazat szerint alakulnak az elsé négy
helyiéertéken:

szamjegy 1. hely 2. hely 3. hely 4. hely
0 0.11968 0.10178 0.10018
1 0.30103 0.11389 0.10138 0.10014
2 0.17609 0.19882 0.10097 0.10010
3 0.12494 0.10433 0.10057 0.10006
4 0.09691 0.10031 0.10018 0.10002
5 0.07918 0.09668 0.09979 0.09998
6 0.06695 0.09337 0.09940 0.09994
7 0.05799 0.09350 0.09902 0.09990
8 0.05115 0.08757 0.09864 0.09986
9 0.04576 0.08500 0.09827 0.09982

Lathatjuk azt, hogy minél messzebb tdvolodunk a szdm elsé szamjegyétdl, annal kevésbé tér el a
szamjegyek eloszlasanak gyakorisaga az egyenletes eloszlastol.

Sokan sokféleképpen prébaltak mar megmagyarazni a Benford-térvény okat. Ez oda vezetett, hogy
a kovetdinek mar-mar egyfajta kultusza van és ezek a térvényt a természet valamilyen misztikus
vagy paranormalis jellemz&jének tulajdonitjak. Példaul maga Benford ezt mondta: ,,az ember egye-
sével szamol: 1,2,3,4,..., a Természet igy szamol: €°, e, %, €3...”. Mésok az mellett érveltek, hogy
a Természetben van egy univerzalis szameloszlas, flggetlendl attél, hogyan vizsgaljuk. Se szeri se
szama a kiilonb6z6 magyarazatoknak. Viszont van benniik valami kozos: az, hogy ezek a ,,magya-
rdzatok mind rossz iranyba mennek! Ugyanis a Benford-torvénynek egyszerii és logikus magyara-
zata van, ami mentes minden misztikatdl. A kovetkez6kben ezt a magyarazatot targyaljuk elsésor-
ban Fewster (2009) cikke és Smith (2007) irasa alapjan.
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A kiinduldé megfigyelésiink, amely szinte tetszéleges valoszinliség slirliség fiiggvényre igaz, a ko-
vetkez6. Ha egy ,,kalapot” (= valosziniiség stirtiség fliggvény) egyenletesen becsikozunk, nagyjabol
a gorbe alatti teriiletnek, ami a teljes valoszintiséget adja, a fele lesz fekete, ahogy az dbra mutatja:

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

Ha az intervallumnak a p-ed részét csikozzuk be, a terllet is korulbelul a p-ed részére valtozik:

0 O+p 1 1+p 2 2+p 3 3+p 4 4+4p 5 5+p 6 6+p 7 7+p 8

Ha pedig eltoljuk a csikokat, atlagosan ezek tovabbra is a terulet korulbelil a p-ed részét fedik le. a
csikok eltolasa szabatosabban is megfogalmazhaté konvolucidkent és megoldhaté a frekvencia tar-
tomanyban (Smith, 2007) az alabbi abra szerint:

LOGARITMIKUS SZAMEGYENES FREKVENCIA TARTOMANY
valdszinliség slirliség fuggvény
@ -Gy G, @ 1 o
@T
pdf(g) 1 ‘ PDF(f)
0+ ! I T 1 0 | ! T
-2 -1 1 2 0 1 2 3
g f
csikok S
@ 1 @ 0.5 W SF(2)
FT SF(0
S ﬂ H H H H & s 1 } | s
0 : 0 ;
I_1.600 ' 0699 ! 0301 ! 1 301 ' 2 301 ‘ ' ' '
- 0 1 2 3
g f
konvoludcidjuk szorzatuk
S [£] 0.5
SN N\osT/ <:> OST
FT (0)
IOST(O) £ OST(f)i {IDST( )
I T T T 0] 1 1 T
-1 0 g 1 2 0 1 f 2 3

Barmely pozitiv X egész szamnak az els6 szamjegye pontosan akkor 1, ha logio(X) értéke n és n +
0.301 kozeé esik valamilyen n egész szdmra (10g102=0.301). Ha X egy valosziniiségi valtozo, akkor
a ,,kalap” a log;o(X) valosziniiség strtiség fiiggvénye, és az 1-el kezd6dé X szamok azok a csikok,
amelyek n és n + 0.301 koze esnek valamilyen n egész szdmra. Ez a megfigyelés a kovetkez6 kap-
csolatban van a Benford-torvennyel. A csikok a ,,kalap” kb. 0.301-ed részet toltik ki, vagyis az X
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teljes valosziniiségének kb. 0.301-ed részét kapjuk meg (a gorbe alatti tertilet 1). Az 1-el kezd6dé X
szamok valosziniisége tehat 0.301 lesz, ahogy a Benford-térvény kimondja.

Mikor kapunk tehat Benford-eloszlast? Ha tobb a csik, a teriiletek jobban kiegyenlitédnek, igy a
csikok Osszteriilete jobban kozelit 0.301-hez: az eloszlas jobban ,,Benford” lesz. Mivel a csikok
tavolsaga adott, szélesebb ,,kalap” esetén lesz tdbb csik. Ez akkor teljesil, ha log;o(X) eloszlasanak
terjedelme nagyobb: X tobb nagysagrendet fog at. Példaul, ha X 1-10° kdzétti, logao(X) 6 csikot tar-
talmaz, és ez elég meggy6z6en ,,Benford” eloszlast fog adni.

Més megfogalmazasban akkor kapunk Benford-eloszlast, ha akkor, ha a PDF(f), azaz a valdszini-
ség slirliség fliggvény Fourier-transzformaltjanak értéke zérus az egész értékii nemzérus f frekvenci-
akon (f=1, 2, 3, ...). Erre kétféele lehetéségiink van:

LOGARITMIKUS SZAMEGYENES FREKVENCIA TARTOMANY
valoszinlség sirliség fuggvény
a]
pdf(g& G
07 1 \
-2 -1 0 1 2
ogs
L i ezek a frekvencia 6sszetevék zéru-
valoszinlség sirliség fuggvény sok: TELJESUL A BENFORD-
-0y Gy [d] 1NG TORVENY!
pdf(g) i 1.0 <:FT PDF(f)
0 T T T T 07 T \ T
2 -1 0 1 2 0 1 2 3
g f

A bevezetdben emlitett példak esetében (jovedelemado és véletlenszamok) ez a megallapitds meg-
allja a helyét:

LOGARITMIKUS SZAMEGYENES FREKVENCIA TARTOMANY
jovedelemado
al A B,
pdf(g) 1 /\ <I:T:> PDF(f) K ' Benford-torvény
TN v
Or—T—"" 1T T T 1T T T T T 0 T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 f2 3
(¢]
[c] véletlenszamok d] nem
Co o 1 Benford-torvény
pdf(g) I o <:FT PDF(f) 4
0 +——T—T—TTTT—"TTT 07 T ] T
5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 0 1 2 3
g f

Mi a helyzet a skala és szamrendszer invarianciaval? Ha szorozzuk/osztjuk az adatokat, a logio(X)
eloszlasa csak jobbra/balra eltolodik, alakja, terjedelme nem valtozik meg. Igy tehat ha attériink mas
szamrendszerre, megvaltozik a csikok tavolsaga. Ha a szamrendszer alapszama 10-nél kisebb, a
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csikok siiriibbek, jobban ,,Benford” lesz az eloszlas. Viszont ha az alapszam 10-nél nagyobb, a csi-
kok ritkabbak, kevesbe ,,.Benford” lesz az eloszlés.

Mi van a tobbi szamjeggyel? A fenti gondolatmenet pontosan ugyanaz a 2-vel, 3-mal, ... kezd6d6
szamokra, csak a csikok nem n és n + logip2 kozé, hanem n + logiod  és  n + logio(d +1) kozé
fognak esni (logipl = 0).

Az intervallum hossza pedig

logio(d +1) — logiod = logio(1 + 1/d)
lesz.

Most vizsgaljunk meg néhany tapasztalati eloszlasfliggvényt és azt, hogy ezek kdvetik-e a Benford-
torvényt, illetve ezeken a példakon ellendrizhetjiik a fenti megallapitasaink helyességét.

A vilag allamainak a népessége:

(=]
_ @ — -
o o —
o 0s] =
w o
Ly o
i g s]| |-
o
2 ] 57 DD
- .
e~ | ] | I | | ] 1 °© 8 - . DEDBD
0.0e+00 6.0e+08 1.2e+09 < 12 34567 89
népesség log10 (népesséq) elsé szamjegyek
Kalifornia valasztdkeriileteinek lakossaga:
=7 - o] ]
o
i o | |
o
0 i < _|
o
w — E - J
A 7 g 7 . -
o — - —
0 o +|;|'.' Q & -9
°T T T | 7 T T T T | S o
600000 700000 50 52 54 56 58 6.0 12345673889
népesség log10 (népesséq) elsé szamjegyek
Kalifornia varosainak népessége:
=]
o —
B a5
(=] o (=]
&8 S S |e
(=1 o N H-’-
(=] Te] — —
- AU e
° 7 T T T ] °"—TT T 7 38JL - I_l ﬁm
0e+00 2e+06 4e+06 12 3 4 5 6 7 ° 42345672809
népesseg log10 (népesséq) elsd szamjegyek

Tovabbi példaként nézzilk a magyarorszagi Faye nehézségi rendellenességeket (58800 racsra inter-
polalt adat, forras: ELGI). Mivel az adatok terjedelme kozelitéleg 2,5 nagysagrend, ezért az els6
szdmjegyek eloszladsa mar nagyjabdl kdveti a Benford-torvényt:
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Mikor kapunk Benford-eloszlast? Nyilvan minél tébb nagysagrendet fog at az adataink terjedelme,
annal inkabb Benford-eloszlast kapunk (ezen az atskalazas nem valtoztat!). Természetesen a
log10(X) valoszinliség siiriség fiiggvénynek ésszeriien ,,simanak” kell lennie ahhoz, hogy a fenti,
,»Csikokkal” kapcsolatos gondolatmenet érvényes legyen. Kivételes esetben, ha a logio(X) valdszini-
ség surliség fliggvénye konstans, akkor nem lényeges kdvetelmény az adatok terjedelme. A fenti
feltételek (terjededelem, simasag) sok eloszlas fuiggvényre igazak, ezért gyakran kapunk Benford-
eloszlast.

Most tehat mér tudjuk, melyik adathalmaz hamis? Nyilvan a masodik oszlop, hiszen ebben az elsé
szamjegyek eloszlasa egyaltalan nem koveti a Benford-torvényt, ami az adatok terjedelme alapjan
(kb. 7 nagysagrend) mindenképpen elvarhat6 lenne.

Végezetil emlitsiik meg a Benford-torveny néhany, a szakirodalomban talalhato alkalmazasat:

» szamjegyellenOrzés: ado-illetve kdnyvelési csalasok lebuktatasara, hamisitott interjuk, kér-
déivek felderitésére statisztikai adatfelvétel esetén (Rose, 2003)

» valasztasi csalasok kideritésére (Iran, 2009)
» adatmanipul&cio felderitésére
» foldrengés beérkezésének detektalasa (Sambridge et al. 2010)

» aprocesszorok lebegdpontos szamitasokhoz haszndlt inputjainak eloszlasa a Benford tor-
vényt koveti — ezt figyelembe véve megndhet a szamitasi sebesség
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