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Vetllettan

1.,2.,3.,4,5.,6.,7.,8.,9., 10., 11., 12., 13., 14. el6adds

1. el6adas
Bevezetés
A vetités fogalma

Geodéziai méréseinket altalaban a Fold felszinén (egyes esetekben, pl.
foldalatti |étesitményekben a Fold felszinéhez viszonylag kozel) végezzik.
Vizszintes értelm( geodéziai méréseink eredményeit legtdbbszor
sikkoordinata-rendszerben szamitjuk és sikon (térképen) abrazoljuk. Eppen
ezert a mérések altal szolgaltatott eredményeket (pl. a vizszintes geodéziai
halézat pontjait) sikra kell vetiteni.

Mivel a Fold szabalytalan idom, elészdr olyan idommal kell helyettesiteniink,
amely alakjat és méreteit tekintve jol megkozeliti a FoOld felszinét, és
matematikai meghatarozasa viszonylag egyszerd. A vetités megkezdése el6tt
méresi eredményeinket erre a Foldet helyettesit6 fellletre az un. alapfellletre
kell vonatkoztatni. Ennek a redukalasnak a végrehajtasaval a felségeodézia
foglalkozik. Ez a mivelet elkerulhetetlentl elhanyagolasokkal jar. Az
elhanyagolasok mértéke annal kisebb, minél jobban megkdzeliti az alapfeltilet
a Fold fizikai felszinét.

Vetllettani értelemben a vetités az alapfeliiletrdl torténik a képfeluletre. Itt mar
nem lehetnek elhanyagolasok, mert mindkettd matematikai felllet. Ez a
vetités geometriai vagy matematikai torvények szerint torténik. Vetitésrdl a
sz0 szoros eértelmében akkor beszélink, amikor egy kijelolt Q vetitési
kézpontbdl (ami a végtelenben is lehet) kiinduld és az alapfelulet vetitendd
pontjain (A, B, C ...) atmend vetitésugarakkal a pontok (A’, B’, C’ ...) képét a
képfeluleten kidofjuk (1.1. abra). Ezt a vetitést, amikor a kép geometriai Uton
eléallithato; perspektiv vetitésnek nevezzik. Mivel minden geometriai
kapcsolat matematikailag is kifejezheté kimondhatjuk, hogy a perspektiv
vetités soran a kép mind geometriailag, mind matematikailag eléallithato.

A gyakorlatban tobbnyire nem jeldlink ki vetitési kozpontot, igy az alapfelileti
adatokbol a keépfeluletre vonatkozokat csak matematikai uton tudjuk
meghatarozni, geometriailag nem. A vetités matematikailag mindig
elvégezhetd, tehat vannak olyan abrazolasi médok (vetiletek) is, amelyek
geometriai Uton jonnek létre, anélkil, hogy vetitési kdzpontot jeldinénk ki. A
perspektivitas elvét ezért a gyakorlatban csak arra hasznaljuk fel, hogy a
vetités matematikai térvényeit a szemlélet segitségével egyszeribben
allithassuk fel, mert figyelembe véve, hogy az alapfelllet a Fold helyettesitdje,
a vetités a gyakorlatban valojaban nem hajthaté végre.
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1.1. dbra. Perspektiv vetités

A foldalakot helyettesito6 feliiletek

Matematikai 0sszefiiggések felhasznalasaval csak akkor tudjuk a vetitést
elvégezni, ha az alap- és a képfelllet is zart matematikai képletekkel, vagy
matematikai sorokkal leirhato. A Fold fizikai felszinét megkdzelité alapfelllet
meghatarozasa a felségeodézia feladata. A kozelités megkivant pontossaga a
kulonféle feladatok esetén valtozik, hiszen a képfellleten valé abrazolas
pontossaga is fiugg a megkozelités fokatdl. Gyakorlati okokbdl viszont arra
torekszunk, hogy az alapfellilet egyenletei minél egyszeribbek legyenek.

A Fold feluletérdl a képfellletre (altalaban sikra) valo attérés elsé Iépése tehat
megkozelitéssel jar, minélfogva elhanyagolasokat kell tudomasul vennink. Ha
viszont a Fodldet helyettesité idomban megallapodtunk, a tovabbi lépés, a
tulajdonképpeni vetités mar szigord matematikai torvények szerint torténik, és
csupan a megkivant pontossagtol figg, hogy a matematikai 6sszefliggések
(egyenletek, sorok) szamszer( feloldasat milyen élességgel kell elvégezni.

A geodéziaban — mint ismeretes — a foldalak elsé megkdzelitdje a geoid.
Geoidnak nevezzik a nehézségi erbtér potencialjanak azt a szintfellletét,
amelynek potencialértéke megegyezik az atlagos kozéptengerszintek
potencialértékével. A geoid, mint valamennyi mas szintfelilet szintén
szabalytalan, ezért matematikai 0sszefliggései gyakorlati célokra tdl
bonyolultak. (A nehézségi er6 potencialfellletei olyan fellletek, amelyek
minden pontjukban merélegesek a nehézségi er6 iranyara. A nehézségi er6 a
Fold szabalytalan tomegeloszlasa kovetkeztében szabalytalanul valtozik,
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ezért szabalytalanok a szintfellletek is.) A geoid szabalytalan felllet, ezért
vetileti alapfeltletnek nem alkalmas.

A foldalak masik — jobban illeszkeddé — megkdzelitéje a normalszferoid, amely
egy szabalyosan valtozonak képzelt nehézségi eré potencialfelllete, és mint
ilyen, matematikailag mar meghatérozottnak tekintheté. Egyenletei azonban
igen bonyolultak, és igy alapfeliletnek még ez sem alkalmas.

A megkozelités harmadik foka a forgasi ellipszoid. (Forgasi ellipszoidot akkor
kapunk, ha egy ellipszist a kistengelye korul 180°-kal elforgatunk. Az ellipszis
altal kialakitott idom a forgasi ellipszoid.) Ha ennek alakjat €és méreteit
helyesen valasztjuk meg, csak kevésseé tér el a normalszferoidtol. Egyenletei
egyszerlbbek, és igy a forgasi ellipszoid alkalmas arra, hogy foldi vetuleteink
alapfelilete legyen.

Kisebb terlletek geodéziai felméréséhez a Féldet gombbel helyettesithetjik.
A gombot ugy vesszuk fel, hogy a forgasi ellipszoidot az abrazolando terilet
kozepe tajan egy pontban masodrendlien érintse. Ebben az esetben ez az un.
k6zepessugara gémb a vetités alapfelllete. Ezt a gémbodt a matematikaban
simulogdmbnek vagy Gauss-gémbnek is nevezik. (A simulogdémb olyan gémb,
amely az ellipszoidot valamely pontjaban masodfokuan érinti. Masodrendi
erintéskor a két fellulet k6zds pontjaban nemcsak a z = f (x, y) alaku
fuggvények elsé differencialhanyadosai értékének, hanem a masodik
differencialhanyadosok értékének is egyenléknek kell lennilik a két fellletre
nézve.) Foldrajzi (geogréafiai) célu abrazolashoz — ahol az abrazolas
méretaranya €s ennek megfeleléen a megkivant pontossag is kicsi — nagyobb
terlletek, s6t az egész foldfelulet abrdzolasdhoz is valasztanak gombot
alapfeliletnek.

A gomb azonban nem csak alapfelilet, hanem képfelilet is lehet, mert
elé6fordul, hogy az ellipszoidrél a gombre vetitiink. Ennek jellegzetes példaja a
koézismert foldgoémbon valo abrazolas, de a gbmbre vald vetitést geodéziai
vonatkozasban is alkalmazzuk.

Egészen kicsi kiterjedésu, helyi jellegl felmérésekhez végul a Fold felszinét
sikkal helyettesithetjuk, ilyenkor természetesen vetitésre nincs sziikség.

A kovetkezbkben az itt felsorolt vetuleti alap- és képfelileteket az
egyszer(ibbtél a bonyolultabb felé haladva targyaljuk (sik, géomb, forgasi
ellipszoid).

Meg kell jegyeznink még, hogy az alapfeliletnek valasztott idom felszinét
midig a tengerszint magassagaban levonek képzeljuk el.

Vetlleti alap- és képfellletek
A sik és a sikba fejtheto feliiletek

Az alapfellletrdl a vetitést legtobbszdr nem kdzvetlendl a sikra, hanem sikba
fejthetd fellletre végezzik, amit azutdn egy alkotéja mentén felvagva a sikba
kiteritiink. Ilyen felllet lehet a kip és a henger palastja. Vetlleti képfeliletnek
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kor keresztmetszetli egyenes kupot, illetve kor vagy ellipszis keresztmetszeti
egyenes hengert hasznalunk (1.2. abra).
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1.2. bra. Kup, henger és kdzvetlen sikvetilet

A sikon a pontok meghatarozédsa rendszerint deréksz6gili (ortogonalis),
ritkabban polaris (sarki) koordinatakkal torténik, a szamitasokat pedig a
sikharomszdgtan (sik-trigpnometria) szabalyai szerint végezzik.

A geodéziaban hasznalatos derékszogil koordinata-rendszer x (abszcissza-)
tengelyének pozitiv 4ga vagy északra, vagy délre mutat. Az y (ordinata-)
tengely pozitiv aganak iranyat midig ugy jel6ljuk ki, hogy az x tengely pozitiv
aga abba az 6ramutato jarasanak megfeleld értelemben 90°-os elfordulassal
legyen beforgathato.

Magyarorszagon a geodéziai gyakorlatban északi és déli tajékozasu
koordinata-rendszert is alkalmazunk. Kulfoldi feladatoknal mindig meg kell
gy6zddni a kérdéses helyen hasznalatos tajékozasrél és a koordinatak
betljelzéseirdl.

A gbmb
A gombharomszdg

Valamely ponttdl azonos tavolsagra levé pontok meértani helyét gombnek
nevezzik. A gbmbét ez az egyetlen adat, az R sugar meghatarozza. A
gombon a szamitasokat a gOmbharomszdgtan (gombi trigonometria)
segitsegével végezzik.

A gbmbharomszdg csucsai a gomb kozéppontjabdl kiindulé6 harom
félegyenesnek a gombfelllettel alkotott metszéspontjaiként addédnak. A
gbmbharomszog a, b, ¢ oldalan a harom félegyenes altal paronként bezart
harom, 180°-nal kisebb széget eértjuk. A gbmb felluletén a gémbharomszog
mindegyik oldalanak egy-egy f6kériv felel meg (1.3. 4bra). (Gombi f6kérnek
azt a gobmbi kort nevezzik, amelynek sikja atmegy a gémb kdzéppontjan,
tehat sugara azonos a gomb R sugaraval. A gdmbnek minden egyéb
sikmetszete gombi kiskor.) A gobmbharomszég a, b, ¢ oldalaival rendre a
szemkozti a, B, y szogei a megfelel6 fékorivek kozotti 180°-nal kisebb szégek,
vagy — masképpen kifejezve — a harom félegyenes altal meghatarozott harom
sik altal bezart szégek. Mind az oldalakat, mind a szogeket szogértékben
fejezzuk ki.
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1.3. dbra. GBmbharomszog (sotétitve)

A gdbmbharomszdg szdgeinek 6sszege mindig nagyobb 180°-nal:
180°( o + B +y (540°

Az  e=(a+p+y)-180° kilbnbséget a  gbmbharomszég  gombi
szogfeleslegének nevezzik. Az ¢ szamithaté a gémbharomszog teruletébdl is:

F
8=Fp, (11)

ahol F a gdmbharomszog tertilete, R a gdmb sugara, p pedig az analitikus
szogegysegnek megfelel6 fok- vagy masodperc-erték.

p° = 1807, p"= 180 3600 = 206 264,806 2471".
T T

A teljes gbmb gombi szdgfeleslege:

2
e=t SMRT_4r— 7200,
R° R

2
Ha ismerjik a gdmbharomszdg két oldalat és a kdzbezart szoget:

a b .
. tan_tan_siny
tan< = 22

1+tan a tan b COSy
2 2

A gdbmbharomszdg oldalainak ismeretében:
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ta1n£=\/tan§tan3_a tans_b tan>_C . ahol s :a+—b+c.
4 2 2 2

Fokhal6zat és a gombi foldrajzi koordinatak

Ha a Foldet helyettesité gomb tetszbleges atmérdjének egyik végpontjat
északi, a masik végpontjat déli polusnak (sarknak) tekintjuk, akkor a gémb
k6zéppontjara illeszkedd és az elbbbi atmérdére merdleges sik a gdomb
feliletébdl az egyenlitbnek nevezett gombi f6kért (legnagyobb gombi kor)
metszi Ki.

Az egyenlitd sikjara merbleges és az el6bbi atmérén atmend sikokat
meridian-sikoknak nevezzik. A meridian-sik a gomb felszinébdl a
meridiannak (délkor, hosszusagi kor, hosszusagi vonal) nevezett gdmbi f6kort
metszi ki. Az egyenlit6 sikjaval parhuzamos sikok a gdmbfeliletbél a
paralelkoroket (szélességi koroket, szélességi vonalakat) metszik ki. A
paralelkorok gémbi kis korok.

A meridianok és paralelkdrok vonalhalézatéat féldrajzi fokhal6zatnak nevezzik.
A gdombfelllet pontjainak meghatarozasa foldrajzi koordinatakkal, gdmbfelileti
derékszégl (ortogonalis) vagy polaris (sarki) koordinatakkal, illetve térbeli
derékszogl koordinatakkal torténhet.

1.4. abra. Gombi foldrajzi koordinatak

A foldrajzi koordinatak: a foldrajzi szélesség (sarkmagassag) és a foldrajzi
hosszlisag. Valamely fellleti A pont ¢ gombi féldrajzi szélességén azt a
szoget ertjuk, amelyet az A pont normalisa az egyenlit§ sikjaval bezar. A 1
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gobmbi foldrajzi hosszlUsag pedig az a sz6g, amit az A pont meridianjanak
sikja, valamely tetszéleges K ponton kezdémeridian sikjaval bezar (1.4. abra).
A foldrajzi szélesség potszogét pélustavolsagnak nevezzik (5):

B =90° g.

A foldrajzi szélességet az egyenlit6tél északra északi, délre déli szélességnek
nevezzik, és pozitiv, illetve negativ el6jelinek vesszik. A kezdémeridiantdl
keletre esd pontok foldrajzi hosszusagat keleti, a nyugatra esékét pedig
nyugati hosszusagnak nevezzuk, és pozitiv, illetve negativ eldjellinek
tekintjuk.

Mivel a meridianokat a kezdémeridiantol kezdve két iranyban 0°-t6l 180°-ig
szamozzak, a szamtartomany tehat 6sszesen 360°-ra terjed ki, ezért valamely
foldrajzi hosszusag a megfeleldé meridian-sik altal kimetszett teljes kornek
csak a polustol polusig terjedé fél ivét hatarozza meg. Ezért meridianon
rendszerint csak ezt a fél ivet értjuk, és a csatlakozé fél ivet atellenes
meridiannak nevezzuk.

A foldrajzi koordinatakat a Fold forgastengelyét képviseld atméréhodz
viszonyitottuk. Vetllettani szamitasokban gyakran eléfordul, hogy nem a
polusokat 0sszekotd atmérdhdz, hanem a gombnek egy masik atméréjéhez
kell adatainkat viszonyitani. llyenkor az uj atmérd végpontjait segédpolusnak,
a gomb kozéppontjdban az atmérére merblegesen fektetett siknak a
gombfelllettel alkotott metszésvonalat segédegyenlitének, a vele parhuzamos
sikok gombfelilettel valo metszeteit pedig segédmeridianoknak nevezzik. A
segédparalelkorok és segédmeridianok hal6zata a segédfokhalézat. Ebben a
rendszerben a foldrajzi koordinatak mintajara alakitott koordinatak a segéd
foldrajzi koordinatak: a segéd foldrajzi szélesség (p’) €s a segéd foldrajzi
hossziusadg (1). A segéed foldrajzi szélesség potszogéet (B) seged-
polustavolsagnak nevezzik.

~egyenlité

Sege
ISdegyeniitd_,

P

1.5. 4bra. Gémbi segéd foldrajzi koordinatak
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A A’szbget a segédpolus valodi meridianjatdl szamitjuk, mert ez az egyetlen
goémbi fékor, amely a segédpoluson atmend segéd- és egyben valddi meridian
is (1.5. abra). Az abran felvazoltuk a P podlust és az egyenlitét, a P’
segédpolust és a segedegyenlitét, valamint egy tetszéleges A pont
meridianjat és segédmeridianjat. A ¢, az egyenlit sikja és a segédegyenlitd
sikja altal bezart sz6g, amely egyenlé a P’ valodi polustavolsagaval (p). A
valodi és a segéd foldrajzi koordinatak kozotti 6sszefliggés az A P P’ polaris
gombhéaromszdgbdl megallapithatdé. Ha ismertek az A pont ¢ és 1 valodi
foldrajzi koordinatai, akkor a gombharomszdg oldal-koszinusz és szinusz
tetelének alkalmazasaval az egyenlit6 sikjaval ¢, szOget bezard
segédegyenlitére vonatkozo6 segéd foldrajzi koordinatak a

sing' =sing cos¢@, —CoS¢ Sing, CoS 4,
(1.2)
Coso SsinA
coso’

sind' =

képletekbdl szamithatok. Ha pedig a segéd fdldrajzi koordinatak adottak,
akkor a valodi féldrajzi koordinatakat a

sing =sing’'cosg, +Ccos’sing, COS ',
(1.3)
coso'sinA’
CcoS ¢

sind =

képletekbdl hatarozzuk meg.
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2. elbadas
Tovabbi gombi fogalmak

Valamely gombi f6kor ivének o azimutja az iv egy tetsz6leges pontjaban az a
szdg, amit az iv és a meridian érintéi zarnak be egymassal az adott pontban.
Az azimutot a meridian északi agatdl kiindulva az oOramutatd jarasaval
megegyezd iranyban szamitjuk 0°-t6l 360°-ig (2.1. abra bal oldali része).

P,

2.1. bra. Azimutok és egy paralelkor sugara

A meridianok sugara azonos a gdbmb R sugaraval. A ¢ foldrajzi szélessegl
paralelkdr sugara (2.1. abra jobb oldali része):

r=Rcos ¢ =Rsinp. (2.1)

Forgasfellleten a legrovidebb vonalat altalanosan geodéziai vonalnak, mas
szoval ortodromanak nevezzik. A gémb két pontja kdzotti legrovidebb vonal a
két ponton atmend gdmbi fékérnek a két pont altal hatarolt révidebb ive. igy
tehat a gdbmbon a geodéziai vonal, az ortodroma és a gombi f6kor elnevezeés
ugyanazt a fogalmat jeldli.

A geodéziai vonal — minden forgasfellleten érvényes altalanos egyenlete:
r sin a = k (konstans), (2.2)

ahol r a ponton atmend paralelkér sugara, a pedig a geodéziai vonal azimutja
a pontban. (Ez Clairaut tétele). Mivel gdmboén az egyenlité a legnagyobb
paralelkor

Mmax = R,

s

es
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Fmax (Sin a)min =k,
ebbdl

min

: k k
(sine) ==

max

Ez a hanyados hatarozza meg azt az azimutot, amely alatt az ortodréma az
egyenlitét metszi, tehat az a-nak az egyenlitén van a minimuma.

Az ortodroman a polusok felé haladva a paralelkdr sugaranak csokkenéseével
az azimut egyre jobban nd, egészen 90°-ig, amikor is:

(SN0t )y = 1= L

r.min
rmin = k

Abban a pontban, amelyben az azimut 90°-ot ér el, a gdmbi f6kor érinti a
ponton atmend paralelkort, de at mar nem metszi. A k konstans annak a
legrévidebb hatarparalelkérnek a sugarat jelenti, amelyet a gombi f6kor
elérhet, és ahonnan a hatarparalelkdr érintéséig megtett Gttal szimmetrikus
alaka vonalon, novekvé azimuttal tér vissza az egyenlitén levd kiindulasi
pontjaval atellenes pontjaba. Az egyenlitét most dél felé elhagyva a déli
felgobmbon halad tovabb az északi félgombon megtett Gtjaval szimmetrikus
vonalon egészen az egyenlitdn levé kiindulasi pontig (2.2. abra).

2.2. abra. Ortodréma és hatarparalelkorei

A merididnok és az egyenlit6 is — mint tudjuk — gombi f6korok. A meridian
azimutja minden pontjaban 0° vagy 180°hatarparalelkérének sugara zérus,
tehat hatarparalelkorei a pélusok. Az egyenlité olyan ortodroma (és egyben
paralelkér), amelynek azimutja minden pontjaban 90° vagy 270°,
hatarparalelkérének sugara:

10
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R =k,

vagyis az egyenlit6 dnmaganak a hatarparalelkére (nem lép ki dhmagabdl). A
paralelkérok sikja (az egyenlité kivételével) nem megy at a gdémb
k6zéppontjan, ezért a paralelkérok nem ortodromak.

A forgasfeliuletek masik nevezetes vonala a loxodroma. A loxodroma olyan
folytonos goérbe vonal, amely minden pontjaban azonos sztget zar be a
meridian irdnyaval, tehat azimutja allando (2.3. abra):

a = k (konstans).

A loxodréma a gémbon a meridian (e = 0° vagy 180°), valamint az egyenlit6
mentén (a =90° vagy 270°) gbmbi f6kor, a paralelkérok mentén (« =90° vagy
270°) gombi kis kor, mas iranyban pedig olyan csavarvonal, amely
aszimptotikusan kdzeledik a polushoz.

2.3. bra. Loxodréma

A loxodromanak kulondsen a tengeri hajozasban van jelentésége. Régebben
altalaban loxodroman hajoztak, mert igy csak alland6 azimutot kellett tartani.
Hosszu atvonalon a loxodroma lényegesen hosszabb lehet a legrovidebb
vonalnal, ezért Gjabban az ortodréman hajoznak. Az ortodroma azimutja
viszont pontrdl pontra valtozik, ami sok féldrajzi helymeghatarozast igényel,
hogy az azimut folytonos valtozasat kovethessék. Az ortodromat ezért
ilyenkor szakaszokra bontottdk, és a szakaszokon belil loxodromaval
helyettesitették. A repulésben is hasonlé gyakorlatot kdvettek.

Két pontot 6sszekdtd ortodromanak a két pontnal jelentkezé azimutja — a
meridianok pélus felé konvergalasa miatt — altalaban nem 180°-kal kilénb6zik
egymastol, hanem 180° + y -val, ahol y a két pont kdzétt fellépd valodi gémbi
meridiankonvergencia.

11



Varga Jozsef: Vetllettan

2.4. abra. Polaris gémbharomszég a valodi gémbi merididnkonvergencia levezetéséhez

A valodi gbmbi meridiankonvergencia, a féldrajzi hosszusagkulonbseég és
annak a polaris gdmbharomszoégnek a gémbi szdgfeleslege kdzoétt, amelynek
egyik oldala a két vizsgalt pontot dsszekotdé ortodroma, dsszefliggés van (2.4
abra). A valddi gombi meridiankonvergencia az el6bbi meghatarozas szerint,
és figyelembe véve, hogy a gdmbharomszog belsé szdgeinek dsszege:

oag + (3600 - OCBA) +41=180° + ¢,
apg - opa + 4 4 =180° + ¢,

oga =o0pag £180°+ 41 - ¢
Végezzik el a
y=441-¢
helyettesitést!
oga = oag £ 180° + Y (23)

Ezek szerint a gombi szogfelesleg, illetve a valdédi gombi
merididnkonvergencia:

eE=Ai—y y=Ai-¢ (2.4)
Két pont kozott tehat a valdédi gombi meridiankonvergencia egyenlé a
pontokat 6sszekété gémbi f6kér és a két pont meridianja altal meghatarozott
polaris gémbharomszégben a pdlusnal levé szég (a foldrajzi
hosszusagkulonbség) és a gombi szdgfelesleg kilénbségével.

Geodéziai alapfeladatok a gémbon
Elsé geodéziai alapfeladat a gémbdn

Ha ismerjik valamely A pont (¢, , 4,) gombi foldrajzi koordinatait, az A és a B
pontok kozotti s,; gombi iv hosszat, valamint ennek az ivnek az A pontbeli

12



Varga Jozsef: Vetllettan

o,z azimutjat, akkor a B pont (g5, 4z) foldrajzi koordinatai és a B pontbeli
(asa) ellenazimut a gdbmbharomszdg alapdsszefliggéseibél szamithatok. (2.5.
abra)

2.5. dbra. Alapfeladatok a gémbon

Az AB ivhez tartozé kdzépponti sz6g:

(o} S ] ¢} °
0° \e =%p ,ahol p =—187TO :
A B pont gbmbi foldrajzi koordinatai:
SiNpg =COSV,; SINP, +SINL,E COSP, COSA g, (2.5)

SiNa 5 SINVL g
cosp,

SINAA =
Az ellenazimut szinusza:

SiNAZ,; COSQ,

SIN%en =~ 5o
AB

Méasodik geodéziai alapfeladat a gombon

Két gombfellleti (A, B) pont tavolsaga, vagyis a két ponton atmené gémbi
fékor A és B kozotti rovidebb ivének sag hossza, valamint ennek az ivnek az
azimutja az A és B pontban (aas, osa) @ két pont gdmbi foldrajzi koordinataibdl
a gdmbharomszdgtan 6sszefliggéseibdl szamithato (2.5. abra):

COSVL,p =Sin@, SiNgy +COS®, COS Py COSAL,g,

ahol: Adyy =Az—1,.
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Varga Jozsef: Vetllettan

Az A és B pontbeli azimutok szinuszai:

. sin AA,, cOS
sina,, = Si:lBU % (2.6)
AB

sinag, =—SiN(360° - ag,).

A gbmbi ivhossz:

Roug
Spg =———.
o)

A kiszamitott szinusz értékekbdl csak szemlélet alapjan tudjuk elddnteni, hogy
az azimutok melyik szdognegyedben vannak. Egyértelmlivé akkor valik a
feladat, ha (2.5)-bél a cos a-t is kiszamitjuk:

oS — Singg —SiN@, COSL,g
Ae Cosg,sinv,,

2.7)

A (2.6) és (2.7) eredményei alapjan az azimut el6jele és abszolut értéke is
meghatarozhato.

Gombfeliileti derékszo6gii koordinata-rendszer

2.6. 4bra. Soldner-féle gombi koordinatak

A gombfellleti derékszogl (ortogonalis) koordinata-rendszer kezd&pontja
altaldban egy tetszdlegesen valasztott gémbi fékdr (ortodroma) K pontja. A
kérdéses A fellleti pontbdl a kivalasztott gdmbi fékdrre merélegesen gombi
fékort (ortodromét) bocsatunk. A koérok metszéspontja az A pont alapkoron
levé T talppontja.
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Varga Jozsef: Vetllettan

Ebben az esetben az A pont gdmbfellleti derékszo6gl koordinatai:
x = KT ivhossz, y = TA ivhossz.

Abszcisszatengelynek rendszerint meridiant vesznek fel. llyen a Soldner-féle
koordinata-rendszer (2.6. abra). Polaris gdmbharomszdg alapjan 6sszeflgges
irhat6 fel a Soldner-féle és a foldrajzi koordinatak kdzott.

Gombfeluleti polaris koordinata-rendszer

Valamely A pont gombfellleti polaris koordinatait a pontot egy tetszéleges K
kezddponttal 6sszekdté gombi f6koron mért R v ivdarab hossza és az ivdarab
K pontbeli a azimutja hatarozza meg (2.7. abra). ¢-vel az A pont, g.-lal a K

pont foldrajzi szélességét jeloltik. Az A pont K-ra vonatkozé foldrajzi
hosszusaga: 1.

2.7. abra. GoOmbi polaris koordinatak dsszefliggése a foldrajzi koordinatakkal
A poléris- és a foldrajzi koordinatak kozotti 6sszefliggéseket a K P A polaris
gdmbharomszdgbdl a gémbharomszég oldal-koszinusz (1.2) és szinusz
tételének (1.3) felhasznalasaval hatarozzuk meg.

Ha a polaris rendszerbeli koordinatak adottak, akkor a foldrajzi koordinatak a
kovetkezd képletekbdl szamithatok:

sing = sing, COSvL + COS ¢, SinvCoS«,

sinvsinga
cosg

sinA =
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Varga Jozsef: Vetllettan

Ha pedig a foldrajzi koordinatakat ismerjik, akkor szintén az (1.2) és az (1.3)
alapjan:
COSv = SiNg, Sing + COS @, COSPCOS 1,

sinicosg
sinv

Sina =

Térbeli derékszbgii koordinata-rendszer

A gombhoz rendelt térbeli derékszogl koordinata-rendszer kezddpontjat a
gomb kézéppontjaban jeloljuk ki, z tengelyll a polusokat 6sszekotd atmérdjét,
x tengelyll az egyenlit6 és egy tetszdlegesen valasztott kezdbémeridian
sikjanak metszésvonalét, y tengelyul pedig az egyenlité sikjaban fekvé — a
gbmb kdzéppontjan atmend — és az x tengelyre meréleges atmeérét valasztjuk
(2.8. 4bra).

2.8. &bra. Gombi térbeli derékszogl koordinata-rendszer

A gombfelileti A pont térbeli derékszogl koordinatai (a gomb Gauss-féle
paraméteres egyenletei) az abrardél leolvashatéan:

X =R cos ¢ cos /4,
y =R cos ¢ sin 4

z =R sin ¢.
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Varga Jozsef: Vetllettan

A derékszdgl koordinatakbol a féldrajzi koordinatakat az alabbi inverz
képletekbdl szamithatjuk:

) z y
sinp =—, gl ==.
¢ R g X

17



3. el6badas

Forgasi ellipszoid
Az ellipszoid mérete és alakja

Varga Jozsef: Vetllettan

Ha az ellipszist a kistengelye koril 180°-kal kdrbe forgatjuk, akkor az forgasi
ellipszoidot ir le. A tovabbiakban, ha ellipszoidrél beszéliink, mindig forgasi

ellipszoidra gondolunk (3.1. abra).

Az ellipszoid meghatarozasahoz két adat szikséges, amelyek egyikének

meéret meghatarozénak kell lennie.

3.1. 4bra. Forgasi ellipszoid

Az ellipszoid méretére és alakjara az alabbi adatok jellemzék:

fél nagytengely: a,
fél kistengely: b,
lapultsag:

f_a-h
a

elsé numerikus excentricitas:

a’-b?

a? '

PO

masodik numerikus excentricitas:

18



Varga Jozsef: Vetllettan

a’ —bh?
E = b2 ,

E harom utébbi mennyiség kdzétt fennallnak az

f=1-41-¢?, g2 =2f —f?
Osszefliggések.

Ellipszoidi szamitasokban gyakran eléfordulnak a kdvetkezd jeldlések is:

c=" n® =&'* cos® @,

V =1+n°.

Foldrajzi fokhalozat és egyéb ellipszoidi fogalmak

Az ellipszoidnak a Fold forgastengelyét képvisel6 kistengelye az ellipszoid
felszinét az északi és a déli polusban metszi. A forgastengelyre merdleges és
az ellipszoid kézéppontjan atmend sik az egyenlité sikja, amely a felszinbdl a
kor alaki és a sugaru (a = fél nagytengely) egyenlitét metszi ki. Az
egyenlitével parhuzamos sikok kor alakd metszetei a paralelkdrok (szélességi
korok, szélességi vonalak). A forgastengelyt tartalmazé és az egyenlit6
sikjara merbleges sikok az ellipszis alaki merididnokat (hosszUsagi
vonalakat) metszik ki (3.1. abra).

Az ellipszoid felszinén levé pontok meghatarozasa ugyanolyan rendszer(
koordinatakkal torténik, mint amilyeneket a gdmbnél megismertink. Mivel a
vetllettani dsszefliggésekben a gombi és ellipszoidi koordinatak vegyesen
fordulnak el6, az ellipszoidi koordinatakat megkilénboztetésil a gorég abéce
nagybetlivel jeloljuk. A foldrajzi szélesség (®), a foldrajzi hosszusag (1) és az
azimut definicidja megegyezik a gdmbre adottakkal. A feluleti pont normalisa
azonban csak az egyenlitbn és a polusokban megy at az ellipszoid
kozéppontjan (3.1. A&bra). Valamely fdldrajzi hosszusag a megfeleld
meridiansik altal kimetszett ellipszisnek csak polustdl pdlusig terjedd fél ivét
hatarozza meg, ezért a meridianok értelmezésehez figyelembe kell venni a
gombnél elmondottakat.

A foldi pontok foldrajzi meghatarozasahoz kezdémeridianul altalaban a
greenwichi meridiant alkalmazzak. Nalunk korabban a ferroi meridiantél
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Varga Jozsef: Vetllettan

meérték a foldrajzi hosszusagot. (A fiktiv ferroi meridiant nyugatra, kereken
20°-ra vették fel a parizsi meridiantél, ami mintegy 17° 40’-cel esik nyugatra a
greenwichi meridiantél. A szakirodalomban ettél az értéktél tébb masodpercre
eltérd adatokat is talalunk.)

A geodéziai vonalra (ortodroméara) a gobmbnél mondottak az ellipszoidra is
érvényesek azzal az eltéréssel, hogy az egyenlité sugara itt a-val egyenlé,
tehat

. . k
r.=a és (sina),,, = —
a

Tovabbi kilonbség, hogy az ellipszoidon az ortodroma altalaban nem zart

gorbe. Kivétel a kor alaku egyenlitd és az ellipszis alaku meridian. Ezzel a
kérdéssel a felségeodézia részletesen foglalkozik.

A loxodréma fogalma mindenben azonos a gémbnél megismerttel.

Két pontot 6sszekdtd geodéziai vonalnak a két pontnal jelentkez6 azimutjai az
ellipszoidon sem 180°-kal kilénb6znek egymastél, hanem (180° + vy)-val, ahol
v a két pont kozotti ellipszoidi meridiankonvergencia.

Az ellipszoidi haromszdget a csucspontjait 6sszekotd geodéziai vonalak
alkotjak, melynek szogdsszege:

180° + eliipszoid »
ahol ¢ az ellipszoidi szogfelesleg.

Az ellipszoid meridianjanak gorbileti sugara csak a foldrajzi szélesség
fluggvénye:
a(l—gz)

(1— g% sin? (D)g |

M = (3.1)

A meridian sikjara meréleges kelet-nyugati féiranyban a metszési gorbe
sugara, amelyet harantgorblleti sugarnak neveziink szintén csak a foldrajzi
szélességtél fugg:

N = a (3.2)

(1- &2 sin? (DT; |

A kbzepessugart gomb sugara az M és az N mértani kozepe:

R=4MN.

Feliileti deréksz6gli koordinata rendszer

Az ellipszoidi Soldner-féle koordinata-rendszer csak annyiban kilénbozik a
gbmbitdl, hogy a kérdéses A pontbdl a kezdébmeridianra merélegesen
ellipszoidi geodéziai vonalat bocsatunk. A két vonal metszéspontja az A pont
kezddmeridianon levé talppontja (T). Az A pont Soldner-féle koordinatai:
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Varga Jozsef: Vetllettan

X = a kezdémeridian K és T kozotti ivdarabjanak hossza,

y = az A és T kozotti geodéziai vonaldarab hossza.
A foldrajzi (@, 4) és a Soldner-féle (x, y) koordinatak kozott atszamitasok
végezhetdk.
Térbeli derékszbgii koordinata-rendszer
A térbeli derékszogl (ortogonalis) koordinata-rendszer kezddpontjat az
ellipszoid koézéppontjdba helyezziik, z tengelyll az ellipszoid kistengelyét, x
tengelyul pedig az egyenlitd és a kezdémeridian sikjanak metszésvonalat

valasztjuk. A kozépponton atmend y tengelyt az egyenlit§ sikjaban az
egyenlitére merdlegesen vesszik fel (3.2. abra).

+z
fp

A

3.2. abra. Ellipszoidi derékszogl koordinata-rendszer

Valamely A fellleti pont paraméteres egyenletei:

X =N cos @ cos 4, (3.3)

y =N cos & sin 4, (3.4)
b? . . ( 2) . 35

z:gNsmcD:Nl—s sSin®. (3.5)
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Az x és az y egyenlete az &brardl kodzvetlenil leolvashaté. A z (3.5)
egyenletének hosszabb levezetése van.

A sikkoordinatak ismeretében a féldrajzi hosszusag egyszerlien szamithato:

tan/\:X

X

A foldrajzi szélesség inverz képletének levezetéséhez (3.3) és (3.4)-bdél, majd
a (3.5)-bél:
x?+y?=N?cos’ @

a4

b_422 :NZSinZCD

A két egyenlet 6sszeadasa utan:
4
a
x*+y?+—2z% =N?,

Majd a (3.3) és (3.4) egyenletekbdl:

vagy ellenérzéssel cos® = y

cosP = 4 )
N cos A NsinA

A @ (3.5)-bél is meghatarozhato:

a’z

sin® = o?
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4. eléadas
A vetlletek altalanos elmélete
A vetités matematikai elve

Két — matematikailag meghatarozott — felllet paraméteres egyenletei
legyenek a kdvetkezék:

x =11 (u, v),
y="f(u,v), . felulet
z="13(u, v).

(4.1)
§=01(U,V),

n =02 (U, V), 1. feltlet

¢ =gz (U.V).
Ha a két felllet paraméteres egyenletei kozo6tt fennall az

U=F;(u,V) és V=F(u,V) (4.2)
fuggveénykapcsolat, akkor a két feliilet k6zott olyan kapcsolat all fenn, amely
szerint az egyik fellilet minden pontjanak van megfelel6je a masik fellleten.

Ha ugyanis a (4.2) egyenleteket behelyettesitjik a (4.1) alatti Il. jelzésU
egyenletrendszerbe, akkor a

5 = Gl (U, V),
n =Gz (u, V), Il. 4.3)
g = G3 (U, V)'

paraméteres egyenletekhez jutunk.

A (4.3) egyenletek szerint az u és v paraméterek dsszetartozo értékei mindkét
felileten egy-egy pontot hataroznak meg. Ha az egyik paramétert allandonak
tekintjik, a masikat pedig folyamatosan valtoztatjuk, akkor mindkét fellileten
egymasnak megfeleld gorbét kapunk. Ha pl. a gomb paraméteres
egyenleteiben a 1-t allandonak vesszik, és csak a ¢-t valtoztatjuk, akkor
meridiant, ha pedig a ¢ -t vesszik allandonak, és a A -t valtoztatjuk, akkor
paralelkort jelolink ki.
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Ha az egyik fellletet alapfellletnek, a masikat képfellletnek tekintjiuk, akkor a
paraméterek kozott felallitott matematikai 0Osszefliggések a vetllet
torvényszeriségét meghatarozo vetileti egyenletek.

A paraméterek kozott végtelen sok matematikai 6sszefiiggés allithatd fel,
ezek mindegyike azonban nem alkalmas térképi abrazolas céljabol vegzett
vetitésre. A vetlleti egyenletekkel (a paraméterek kozotti dsszefliggésekkel)
szemben az abrazolas céljatél fuggben a kovetkezd kovetelményeket
tamasztjuk:

1. az alapfeliilet és a képfelllet minden egyes pontjanak egy és csakis
egy pont feleljen meg a masik fellleten (egyértelmiség kdvetelménye);

2. a vetlleti egyenletek folytonos és differencialhaté fliggvények
legyenek, és ezen kivil a differencialhanyadosaik is folytonos
fluggvények legyenek (matematikai kezelhet6ség kdvetelménye);

3. a vetlleti torzuldsok bizonyos megadott értéket ne Iépjenek tul. A
vetités ugyanis mindig torzulasokkal jar, hiszen egy gorbe felilet nem
préselhetd egy masik gorbe fellletbe vagy sikba gylrédés vagy
szakadas nélkull.) A torzulasokra megadott hatar kiilondsen a geodéziai
célokra szolgalo vetuleteken erésen korlatozott.

Vetlleti torzulasok
A vetlletek csoportositasa torzulasok szerint

Amint az el6zbkben lattuk a vetités mindig torzulasokat eredményez. A
torzulasok érintik a szogeket (iranyokat), hosszakat és a terlleteket. Ezek
szerint a vetileteket a torzulasok szempontjabdl harom csoportba soroljuk:

1. az altalanos torzulasu vetiletek csoportjaba, ahol a sz6gek, a hosszak
és a tertiletek is torzulnak;

2. a szogtartdé (széghd, konform) vetilletek csoportjaba, ahol ha a
képfellleten az alapfellleti vonalak valodi képét allitjuk el6, a szogek
valtozatlanok maradnak. (A vonalak valodi képét Aaltaldban uGgy
kapnank meg, ha az alapfellleti vonalakat pontonként, vagyis a
pontsor minden egyes pontjat kiloén-kilon vetitenénk. A késébbiekben
latni fogjuk, hogy minden vetileten vannak olyan vonalrendszerek,
amelyek valddi képét, pontonkénti vetités nélkul is el tudjuk allitani.);

3. a ftertilettarto (teriilethdi, ekvivalens) vetiiletek csoportjdba, amelyen a
terlletek valtozatlanok maradnak, ha a képfellleten az alapfelileti
vonalak valodi képét allitjuk eld.

Megjegyzés: Hossztartdo vetulet nem létezik, mert azon a szbgek és a
terilletek is valtozatlanok maradnanak, tehat vetitésrél sem beszélhetnénk.
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Valamely elem (sz6g, hossz, terllet) valtozatlansaga a tdbbi elem erésebb
torzulasat eredményezi.
Torzulasi modulusok
A vetuleti torzulasokat modulusokkal jellemezzik:
1. a hossztorzulas jellemzéje a linearmodulus (I);
2. azirany- (szog-) torzulasé az iranymodulus (i);

3. aterulettorzulasé a teruleti modulus (7).

A linearmodulus az alapfelllet valamely pontjanal levé elemi hosszusagu
vonaldarab ds hosszanak és képfellleti megfeleléje dt hosszanak viszonya
(4.4)

(4.1. abra):
d
ds’

(A szamlaléban a képfellleti hossz all.) A hossztorzulas altalaban pontonként
és irdnyonként is valtozik, ezért a linedrmodulus altalaban a helytdl és az

irdnytol is fugg.
[ ]

L |
. |
N e
képfeliilet

alapfeliilet

4.1. dbra. Elemi vonaldarab és képe

Ha valamely irany az alapfellleten egy kezdéirannyal o, a képfellleten levé
' szOget zar be, akkor az

megfelelbje a kezd6irany megfelel6jével o
iranymodulust az
j - lane (4.5)
tanw

hanyados fejezi ki (4.2. abra). (Itt is a képfeluleti érték all a szamlaléban!) Ha
kezdbiranynak azt az iranyt valasztjuk, amelyben a vizsgalt ponton a
linearmodulus a legnagyobb (elsé vetiileti féirany), akkor az iranymodulus

egy-egy pontban allandd, de pontonként altalaban valtozé.
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alapfeliilet képfeltilet

4.2. dbra. Az irdnyhajlas szemléltetése

Az (o’ - o) értéket A-sal jeloljuk és elsé iranyredukcionak nevezzik.

Szogtartd vetitésnél, mivel a szogek nem valtoznak (0 = ®’), az
iranymodulus minden pontban az egységgel egyenld. Ez csak akkor lehet
igaz, ha az alapfeluleti elemi nagysagu idom és annak képfellleti megfeleléje
hasonlbéak, vagyis az oldalak aranyosan torzulnak. Ebbél kdvetkezik, hogy
szogtarto vetlleten a linearmodulus értéke egy-egy pontban allando, tehat
csupan a helynek figgvénye, de az iranynak nem.

A tertleti modulus az elemi nagysagu alapfellleti dF tertlet és képfelileti dT
megfelel6jének
. dT

r=—
dF

(4.6)

hanyadosa (4.3. abra). (A képfellleti mennyiség itt is a szamlaloban all')

alapfelilet képfelilet

4.3. abra. Elemi nagysagu alapfelileti idom és képe
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Terulettartd vetlleten a tertleti modulus minden pontban az egységgel
egyenld, mert dF = dT. A linearmodulus altaldban iranyonkeént valtozik, kell
tehat, hogy egyes pontoknal altalaban hossznévekedés és hosszrovidilés is
legyen, mert a hosszak és a szbtgek torzuldsa mellett a teriilet masképpen
nem maradhatna valtozatlan.

A vetlleteken altalaban egy pont vagy egy vonal, ahol nincsen semmilyen
torzulas, tehat mindegyik modulus az egységgel egyenld. Ettdl a helytdl
tavolodva a torzulasok nének. A megengedett torzulas értékek hatart szabnak
a vetlleti rendszer alkalmazasi tertletének, mert a vetlleti rendszer csak
azon a tertleten belldl hasznalhatd, amelyen a torzulasok a megengedett
értéket nem lépik tul. Nagyobb terllet abrazolasanal tobb vetlleti rendszerre
vagy sullyesztett (redukalt) képfellletre lehet sziikség aszerint, hogy szabunk-
e hatart a vetuleti torzulasokkal szemben, és ha igen, milyen mértékt.

A kiilonb6z6 célu vetiiletek és a térképi méretarany

Az A&brazolas célja, illetve a torzulasok megengedett mértéke szerint a
tovabbiakban megkilonboztetést tesziink geodéziai, topogréafiai és foldrajzi
(geografiai) vetlletek kozoétt. A geodeéziai vetlletek szabatos geodéziai
mérések alapjan készulé nagymeéretaranyu (altalaban 1:500 — 1:10 000
méretaranyig) térképezéshez szolgalnak. Ezeken a térképeken az abrazolas
mérethelyesen torténik. Topogréfiai vetlleteken értjuk az 1:10 000
meéretaranytdl az 1: 200 000 méretaranyig terjedd kisméretaranyu
térképezéshez szolgalo vetlleteket. A topografiai térképeken az abrazolas
részben mérethelyesen, részben jelkulcs segitségével térténik. Foldrajzi
vetlleteken értjuk az el6bbieknél kisebb méretaranyu térképek vetlleteit.
Ezeken mar mindent jelkulcs szerint brazolnak.

Az orszagos (geodéziai) felmérésekben csaknem kizarolag szogtartd
vetlleteket hasznalnak, azzal a megkotéssel, hogy a hossztorzulas sehol se
haladjon meg egy még elviselhetd értéket. Korabban ragaszkodtak a
kilométerenként legfeljebb 10 cm-es hossztorzulashoz. Abbdl a célbol, hogy
kevesebb (esetleg egyetlen) vetilleti rendszert lehessen alkalmazni, Gjabban
az 1:10 000 megengedett értekkel szemben 1: 5000-es hatarral is
megelégszink.

Korabban terilettartd vetuleteket is alkalmaztak geodéziai célokra. Ezeken a
vetuleteken az idomok alakilag erésen torzulnak, ami geodéziai és topografiai
szempontbdl egyarant kedvezétlen, ezért olyan feladatokhoz alkalmasak, ahol
a terlletek nagysag szerinti 6sszehasonlitasa fontosabb, mint az alakhliség;
példaul foldrajzi &brazolashoz.

Az elébbiekben szbdba kertlt a térképi méretarany fogalma. A méretaranyt, ha
annak ellenkezéjét kulon nem emlitjik, altaldban a térkép egészére adjuk
meg (példaul azt mondjuk, hogy a térkép méretaranya 1:10 000). llyen
értelemben a méretarany a térképi hosszak és a térkép vetileti rendszerében
az azoknak megfeleld tavolsagok aranyat jelenti, vagyis a
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térképi hossz

méretarany = ——— :
vetuleti hossz

ellentétben a koztudatban és a szakirodalomban is gyakran mutatkozo
tévedéssel, amely szerint a térképeken szokasosan alkalmazott méretarany-
megjelolés a térképi hosszak és az azoknak megfelel6 terepi tavolsagok,
helyesebben ellipszoidi vagy gombi tavolsagok aranyat jeldli. Az ilyen téves
ertelmezés szerint a térképi méretarany pontrol pontra valtozna. Kisebb
mértékben valtozna azokban az esetekben, amikor a hossztorzulas
maximumara szik hatart szabunk, mert akkor az alapfellleti és a vetlleti
hosszak kozotti  eltéréseket gyakorlatilag elhanyagolhatjuk (példaul a
geodéziaban hasznalatos vetuleteknél). Nagyobb meértékben valtozna a
méretarany az olyan térképeken, amelyeken a hossztorzulasnak nem
szabunk hatart, mert a vetileti hosszak tobbszorosei is lehetnek az
alapfellleti hosszaknak (példaul a foldrajzi vetlleteknél).

A vetlleti torzulasok altalanos elmélete
Tissot-féle torzuléasi ellipszis

N. A. Tissot (1824-1895) francia matematikus szerint az alapfelilet elemi
nagysagu korének képe a képfeluleten altalaban elemi nagysagu ellipszis lesz
és a kor kdzéeppontjanak a képe az ellipszis kozéppontja. Ezek szerint minden
vetllet helyettesithetd végtelen sok, elemi nagysagu fellletelem derékszogi
(ortogonalis) vetlletével Ggy, hogy mindegyik ilyen derékszogi vetlletnek
mas a méretaranya. Valamely véges idom vetiileti képe tehat fellletelemekbdl
mozaikszerlen rakhat6 6ssze.

Ha az alapfellleti elemi nagysagu kor sugarat egységnyinek tekintjuk (r = 1),
akkor a képfellleti ellipszis radiuszvektorai adjak a linearmodulusok értékét a
megfelel6 iranyokban. A felvett elemi nagysagu kor képét Tissot-féle torzulasi
ellipszisnek vagy Tissot-féle indikatrixnak nevezzuk. Ebbél lehet leolvasni a
vetuleti torzulasok térvényeit.

alapfelilet képfeltilet

4.4, dbra. A linearmodulus fiiggése az iranytol
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Az elsé vetlleti féiranynak megfeleld Inmax adja az ellipszis fél nagytengelyét, a
masik vetlleti féiranynak megfeleld Imin pedig az ellipszis fél kistengelyét:

azlmax, b=|min-

(A vetlleti féiranyokat az abran | és ll-vel, illetve I' és II-vel jeldltik.) Els6
vetileti f6iranynak azt az alapfellleti iranyt nevezzik, amelyben a
linearmodulus értéke a legnagyobb (4.4. abra). A masodik vetlleti féiranyban
a linearmodulus a legkisebb értéket éri el.

Barmely pontban van tehat két f6irany (a vetlleti féiranyok), amelyek az
alapfeliileten és megfelelGik a képfeliileten is merblegesek egymasra, és a
szogtartd vetiletek kivételével ez az iranypar az egyetlen, amely mind a két
fellleten merdleges egymasra.

Az alapfelllet kulénbdzd helyein felvett — azonos méretli — elemi nagyséagu
korok képe altaldban mas és mas alaku és méretl ellipszis lesz, és mas és
mas lesz az ellipszis tengelyeinek elhelyezkedése a merididn képéhez
viszonyitva. A torzulasi ellipszis, illetve annak hely szerinti valtozasa tehat a
vetiilet jellemzéjének tekintheto.

Torzulasi viszonyok meghatarozasa a torzulasi ellipszis alapjan

Irany-, hossz- és terulettorzulas

Hosszabb levezetés wutan, ha kezd6iranynak a torzulasi ellipszis
nagytengelyét (az elsé vetleti féiranyt) valasztjuk, akkor az iranymodulus:

i_tana)'_g
tano a

= konstans. 4.7)

Valamely szogérték két iranyérték kulonbségebdl adddik, ennek megfeleléen
a szogredukcio is ket iranyredukcid kulonbségeként szamithatd. Ha az Sz
sz0g két széra |, és |, irany, vagyis

Sz=1,-14,

akkor az elsé szbégredukcio:

Asz= Az~ Ay,
azaz a sz0g szarait alkoté iranyok elsé iranyredukcidinak kulénbsége.

Az alapfellleti elemi nagysagu koér képe a torzulasi ellipszis. A terlleti
modulust tehat az ellipszis és az alapfelileti kor tertletének hanyadosa adja:

T_d_T_abﬂ'_
dF Via

ab. (4.8)
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A tertleti modulus tehat a torzulasi ellipszis féltengelyeinek szorzataval
egyen/o.

Torzulasok meghatarozasa a torzulasi ellipszis féltengelyeib6l

A vetuleti torzulasok targyalasakor az eddigiekben feltételeztik, hogy a vetiilet
altalanos torzulasu. Szogtartd és terilettartd vetuleteken az eddigiekkel

szemben egyszerlsitések lehetségesek.

Szogtarto vetileten az iranymodulus

i=tanco :9:1 (4.9)
tanw a
tehat
a=bhb, (4.10)

vagyis a torzulasi ellipszis korré fajul. igy a vetilleti féiranyok helyzete
hatarozatlanna valik (el is veszitik jelentéséguket) és a linearmodulus minden
irAnyban azonos értéki lesz.

Szogtartd vetileten az elsé iranyredukcié, valamint az elsé szdgredukcio
mindig zérus

A=w-0=0, Ag=Ar-A1=0, @ =0,
a linearmodulus minden iranyban
l=a (4.11)
(© -val a fokhalozat vetileti torzulasat — a meridian és a paralelkér metszesi

szdgének 90°-tdl vald eltérését — jeloltik.)
A terUleti modulus pedig

r=a- (4.12)
Terllettarto vetlleten
T =ab=1, (4.13)
vagyis
a:%, b=§. (4.14)

Ha tehat valamely vetlletrél azt allapitjuk meg, hogy a két vetiileti f6iranyban
a linearmodulusok egymasnak reciprokjai, akkor a vettilet tertlettarto.
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Kimondhatjuk tehat, ha valamely vetiileten a két vetiileti f6iranyhoz tartozé
linearmodulus nem egyenlé egymassal, de egymasnak nem is reciprokai,
akkor a vettlet altalanos torzulasu.

Késdbbiekben a (4.10) egyenl6séget szogtartd, a (4.13), illetve a (4.14)

egyenldséget pedig terulettartd vetuletek vetuleti egyenleteinek levezetésére
fogjuk felhasznalni.
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5. eléadas
Véges nagysagu idomok geodéziai abrazolasa
A geodéziai és a foldrajzi abrazolas kiilonb6zésége

Eddig elemi nagysagu idomok torzulasait vizsgaltuk. A kovetkez6kben, a
geodéziai gyakorlatban szokasos nagysagu idomok vetitése soran figyelembe
veendd torzulasokkal foglalkozunk.

A geodéziai abrazolas maodja tébb tekintetben kulonbozik a féldrajzi abrazolas
modjatél. A foldrajzi (geografiai) abrazolas a fokhaldzat vetlleti képébdl,
vagyis a méretaranytol fuggé striségben felvett meridianok és paralelkdrok
képei altal alkotott vonalrendszerbdl indul ki. A terepvonalak képeit az elébbi
vonalhal6zaton belll lineéris interpolaciéval nyerik (5.1. dbra). Az abrazolas
kis méretaranyabodl és a szerkesztés modjabol kovetkezik, hogy a foldrajzi
terképek a vetileti torzulasokon kivil rajzilag is torzitottak, egyes térképi
pontok nagy kiterjedésl terlleteket fednek le, és a térképrdl lemérhetd
térképelemek pontossaga korlatozott.

bcde

alapfeliilet ' képfeldlet
5.1. abra. A foldrajzi 4brazolas

Ezzel szemben a geodéziai abrazolds nem a fokhal6zat vetlleti képébdl,
hanem a vizszintes alapponthaldzat (haromszégelés, sokszbgelés) pontjaibdl
indul ki. Minthogy az alapponthalézat pontjainak helyzetét a vetlleti
koordinata-rendszerben A&ltaldban nem grafikusan, hanem numerikusan
hatarozzak meg, a geodéziai abrazolas a vetlleti iranyokat, hosszakat és a
vellk meghatarozott tertleti adatokat nagy pontossaggal szolgaltatja. Egyes
nézetek szerint a térkép elvesziti a jelentéségét, mert a numerikus
felmérésnek a térkép csak tajékoztaté segédeszkdze, mivel a numerikus
adatok pontosabban régzitik a geodéziai elemeket, mint a rajz.
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alapfeliileten képfeliileten

5.2. dbra. A geodéziai abrazolas

Az alapfellletre vonatkozé mérési eredményekbdl a haromszogelési
alappontok képfellleti koordinatait ugy szamitjuk ki, hogy szamszerien
figyelembe vesszik a vetitésbdl adodo korrekcidkat. A haromszogelési
halézat oldalai az alapfelileten geodéziai vonalak (ortodromak) a vetlleti
sikon (képfellleten) pedig egyenesek. A térképen egyenesekkel kotjik 6ssze
a térképi idomok hatarvonalainak toréspontjait is. A gémbon, mint képfellleten
a toréspontokat legnagyobb gombi korokkel kotjuk ossze. Az alapfelllet
legrévidebb vonalanak valddi képe altalaban nem esik egybe a képfelileti
legrovidebb vonallal. Mivel a geodéziai &brazolasnal nagy pontossagra
torekszink szamitasba kell vennink a két vonal kilénbdzésége altal okozott
irany-, hossz- és tertleti eltéréseket (5.2. abra).

Méasodik iranyredukcio

ortodréma képe Ay B

alapfelileten képfeliileten

5.3. abra. Masodik iranyredukcio
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Az (5.3. 4bra) bal oldali része mutatja az alapfellleten az A és B pontok
kozotti ortodroma ivét. A jobb oldali abrarészen a szaggatott vonal az AB
ortodréma pontonként vetitett valodi képét mutatja a sikon. Ez a kép altalaban
valamilyen gorbe vonal. Az A’ és B, pontképeket a sikon a képfellleti
legrovidebb vonallal (egyenes) kétjuk 6ssze.

Azokat a szogeket, amelyeket az ortodréma valddi képéhez az A;’ és B’
pontokban hazott érinték a képfellleti legrévidebb vonallal zarnak be, masodik
irAnyredukciénak nevezzuk. Eljelét ugy értelmezziik, hogy az iranyredukciot
a valédi kép érintéjének iranyertekével elbjelhelyesen &sszevonva a
képfelileti legrovidebb vonal iranyértékét kapjuk. Vagyis a masodik
iranyredukcié akkor pozitiv, ha a valédi kép érint6jét az éramutatd jarasaval
megegyezden tudjuk a képfeluleti legrovidebb vonal iranyaba beforgatni.
Ellentétes értelm( forgatasnal az el6jel negativ. Az 5.3. abran a 4,; eldjele

pozitiv, a 4,, el6jele pedig negativ.

Az iranyredukcié el6jelhelyes szamitasara szolgalé 6sszefliggés kilonbozé
vetlleteken mas és mas alaki. A képletekbe mindig a szakasz két
végpontjanak sikkoordinatait (y, x) kell behelyettesiteni. Az iranyredukcio
el6jelét szemlélet alapjan ugy ellendrizhetjuk, hogy a pontokat koordinataik
(vagy kozelité koordinataik) alapjan a térképre felrakjuk, és a geodéziai vonal
valodi képét a vetllet fajtajatél fuggdéen abrazoljuk. Az eldjel nem fligg a
képfellleti koordinata-rendszer tajékozasatol.

A masodik iréanyredukcidt nem szabad Osszetéveszteni az elsé
irAnyredukciéval. Az elsé iranyredukcié ugyanis az alapfellleti legrovidebb
vonal és annak a képfellletre pontonként vetitett, valédi képe kozott ad
kapcsolatot. Ezzel szemben a masodik iranyredukcio a képfellletre
pontonként vetitett valodi kép és a képfellleti legrovidebb vonal kdzotti
vonatkozast mutatja, vagyis tisztan képfellleti mennyiség.

A masodik iranyredukciét élesen meg kell kilénbodztetni az irAnymodulustdl is.
Mig az iranymodulus elemi hosszlUsagu vonaldarabra vonatkozik, addig a
masodik iranyredukcio véges hosszusagu vonaldarabokhoz tartozik, €s mig
az iranymodulus az elemi kis vonaldarabnak az els6 vetileti féiranytdl mért
iranyhajlasat a valddi képnek az els§ f6éirany megfeleljétél szamitott
irAnyhajlasaval hasonlitja 6ssze (illetve tangenstk viszonyat mutatja), addig a
masodik iranyredukcié a véges hosszusagu vonaldarab valddi képe és a
képfellleti legrovidebb vonal irAnya kdzotti kilonbséget jelenti.

Altalanos torzulasu és terilettartd vetileten, tehat minden vetileten, amely
nem szogtartd, az iranyokat, illetve a szdgeket altaldban két redukcioval kell

ellatni. Az egyik az els6 iranyredukcid, vagyis a A4 = (o’ - ®) kiulonbség,
amely abbol adodik, hogy a vonalaknak pontonkénti valodi vetitésekor is all
el6 szdgtorzulds. A masodik pedig a masodik irdnyredukcié, amely abbdl
szarmazik, hogy a képfellleten az idomok sarokpontjait nem pontonkénti
vetitéssel kapott vonalakkal, hanem a képfellleti legrévidebb vonalakkal
kotjuk dssze. Az el6bbiekbdl magatdl ertetédik, hogy szogtartd vetlleteken a
szdgtartdsag csupan a pontonként vetitett valddi képekre vonatkozik.
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Mivel a szbgtarté vetlileteken az elsé iranyredukcié mindig zérus, ezeknél
csak masodik iranyredukcioval kell szamolnunk.

Egy szdgérték két iranyérték kulonbségeként adodik; ennek megfeleléen a
szogredukcid is két iranyredukcid kulénbségeként szamithatd. Ha az Sz szdg
két szara |, és |, irany, vagyis

Sz=1,-14,

Akkor az elsé szogredukcio:

A= Ap- Ay,
ugyanugy a masodik szogredukcio a
A= Az- Ay

képletbél adddik. A teljes szogtorzulas pedig

As; + Agy,

szdgtartd vetileten

A, = 0.

A tovabbiakban, tekintve azt, hogy a geodéziai célokra alkalmazott vetiletek
szogtartok, ha roviden iranyredukciot és szogredukciot emlitink, mindig a
masodik irAnyredukciora, illetve a masodik szogredukciora gondolunk.

kepfeldlet

alapfelilet

5.4. dbra. Osszefliggés a szogfelesleg és az iranyredukciok kozott
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Az iranyredukcio egyszerl kapcsolatban van az ¢ gombi, illetve ellipszoidi
szogfelesleggel. A gdmbharomszdg belsé szogeinek dsszege: 180° + & gomb,
a sikharomszogé 180°. Kell tehat, hogy a haromszog oldalainal levé 6sszesen
hat iranyredukcio a szdgfelesleggel legyen egyenl6 (5.4. abra):

Ellipszoidrdl sikra vetitve az elébbihez hasonléan:
2lAal=¢ ellipszoid- (5-2)

A tovabbiakban a szdgfelesleg és az iranyredukcié kozotti egyszeri
Osszefuggést fogjuk felhasznélni az egyes szogtartd vetlleteknél az
iranyredukciok meghatarozasara.

Vetlleti merididankonvergencia

Az alapfellleti meridian pontonként vetitett képe altalaban goérbe vonal.
Valamely pontban értelmezett vetileti meridiankonvergencian azt a
hegyesszoget értjuk, amelyet a meridian valodi képének a pontbeli érintdje a
vetlleti kezdémeridian egyenesként jelentkezd képével (altalaban az x
tengely) bezar A vetlleti meridiankonvergenciat u—vel jeloljuk, és akkor
tekintjik pozitivnak, amikor a meridiankép érintéjét az 6ramutatd jarasaval
egyezben tudjuk révidebb uton a kezdbmeridian képével parhuzamos
helyzetbe forgatni. Az 5.5. &bran a u elbjele pozitiv.

+ X
[1+x

>+y

5.5. abra. A vetileti meridiankonvergencia
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meridian

|l +X

alapfeliileten képfeliileten

5.6. abra. Az azimut és az iranysz6g 6sszefliggése

A vetlleti meridiankonvergencia ismeretére példaul akkor van sziksegunk,
amikor az alapfelllet két pontjan atmend legrévidebb vonal azimutjabdl ki
akarjuk szamitani a két pont képfeluleti megfelel6jét 6sszekdtdé egyenes
iranyszogét, vagy ha a forditott mdveletet kivanjuk elvégezni. A u
szamitasara szolgalé Osszefuggések vetlleti fajtanként kulonbozéek. A
geodéziai vetlletekre levezettek olyan 06sszefliggéseket, amelyekbe a
kérdéses pont alapfelileti (@ vagy A, illetve ¢ vagy A1) és olyanokat is,
amelyekbe a pont vetlleti (y, x) koordinatait kell behelyettesiteni. Az elébbi
képleteket akkor hasznaljuk, amikor azimutbdl (« ) akarunk iranyszéget (6 )
szamitani, pl. giroteodolitos mérésnél. Az utdbbi képletekre akkor van
szilkségunk, amikor a sikkoordinatadkat ismerjuk és az azokbdl szamitott
irAnyszogbél akarunk azimutot meghatarozni (pl. parabolaantennak
tajékozasakor).

Az 5.6. abra alapjan szogtarto vetitést feltételezve:
Oap=aap- ua+t App, (5.3)
aApp=0pptUA- App, (5.4)

ahol A ap a masodik iranyredukcio az A pontban.

Ha a sikon a koordinata-rendszer x tengelyének pozitiv aga dél felé mutat
(délnyugati rendszer) akkor az el6bbi egyenletek jobb oldaldhoz 180°-ot
hozza kell adni.

Mozditsuk el meridianjan az A pontot elemi ds tavolsagra az A; pontba. A
képfellileten az A pont az x tengellyel parhuzamos egyenessel a vetileti
meridiankonvergenciat, vagyis a u szoget bezard palyan mozgott. Az A’ és
az A;'ponthelyek sikkoordinatai kozotti kilonbség, tekintettel arra, hogy csak
a ¢ foldrajzi koordinata valtozott (5.7. abra):
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5.7. bra. A vetlleti merididnkonvergencia meghatarozasa

dX:Z—;d(o, dyzg—(id(p.
Ezek szerint:
oy
tan u =—j—i:—g—z. (5.3)
op

Utébbi képletben az elbjelet azért kellett megvaltoztatni, hogy a
meridiankonvergencia el6jele megallapodasunk szerint alakuljon.

Hossztorzulasi tényezo

Az alapfelilet két pontjanak a képfellletre vetitett képét 0Osszekotd
legrévidebb vonal t hosszanak és a két pontot az alapfellleten 6sszekdtd
legrovidebb vonal s hosszanak viszonyat hossztorzulasi tényezének
nevezzik, és m-mel jeldljuk (5.8. abra):

m=—. (5.4)

A hossztorzulasi tényezét élesen meg kell kilbnboztetni a linearmodulustol. A
linearmodulus elemi kis tavolsagra, a hossztorzulasi tényez6 viszont véges
tavolsagra vonatkozik, és mig a linearmodulus az elemi vonaldarab és annak
valodi képe kozott allapit meg aranyt, addig a hossztorzulasi tényezd két
véges tavolsagu alapfellleti pont, illetve képfeluleti megfeleldik kozott huzott
legrévidebb vonalak hosszanak aranyat fejezi ki.
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alapfeliilet

képfeliilet

5.8. dbra. Alap- és képfellleti legrévidebb vonal

A hossztorzulasi tényezdé szamitasara szolgald Osszefiggések a vetllet
fajtajatol figgden kiildnbdzdek. Altalaban a végpontok y, x sikkoordinatait kell
a képletekbe behelyettesiteni. A leggyakrabban eléforduld geodéziai
vetlletekhez ezek az 6sszeflggesek rendelkezésre allnak.

A FOld méreteihez viszonyitva egy néhany km-es tavolsagot elemi hossznak
lehet tekinteni, ezért altaldban 5 km tavolsagig:

m~l,,

ahol Iy a vonaldarab kézepéhez tartozo linearmodulus.
15 km tavolsagig:

ahol I; és |, a vonaldarab végpontjaihoz tartozé linearmodulusok. Nagyobb
tavolsagokra pedig, mintegy 100 km-ig:

1
m zg(|1+4|k +1,).

Terllettorzulasi tényezo és teruletredukcio

Valamely véges nagysagu alapfelileti idom (legrévidebb vonalak altal
hatarolt) keépfellileti terlletének és alapfellileti felliletének (terlletének)
aranyat tertlettorzulasi tényezének, a kép teriletének és az eredeti feliletnek
a kulénbségét pedig terlletredukcionak nevezzik. Ha az alapfellleti tertletet
F-fel, a képi terlletet T-vel, a terllettorzulasi tényezét f-fel, a teriletredukciot
pedig A T-vel jeloljuk, akkor

és AT =T -F. (5.5)
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alapfeltilet képfeltlet

5.9. abra. Alapfellileti idom képfellleti megfelel&je

A tertilettorzulasi tényezd6t két okbol élesen meg kell kiilbnbbztetni a tertileti
modulustol. A terlleti modulus az alapfelileti elemi nagysagu tertlet és annak
valodi képfellleti terllete kozott Iétesit kapcsolatot, a terllettorzulasi tényezé
viszont az alapfellleti véges nagysagu idom terilete és az annak megfeleld
képfeluleti legrovidebb vonalakkal hatarolt idom tertletének viszonyat fejezi ki
(5.9. abra)

A geodéziai gyakorlatban legtobbszor el6forduld kisebb idomokra nézve a
terllettorzulasi tényez6 altalaban helyettesitheté a terlleti modulussal, mert
kisebb kornyezetben:

f=rt. (5.6)

igy gyakorlatilag helyesen jarunk el, ha a nagyobb teriileti idomot a
pontossagi kovetelményektél flggbéen tobb részre osztjuk, és a
tertlettorzulast idomrészenként szamitjuk. Ha az egyes részek megfeleléen
kicsik, a terulettorzulasi tényezét mindegyikre kozel egyenlének vehetjik az
ott érvényes tertleti modulussal.

A terulettorzulasi tényez6 konkrét képlete mindegyik vetlileten mas és mas
alakt. Mindig az elhatarol6 pontok sikkoordinatéit kell a képletekbe
behelyettesiteni.

Vetlleti méretarany-tényezé

A geodéziai 4brazolassal kapcsolatban meg kell még emlitenink az un.
vetlleti méretarany-tényezét is. Vetitéseinknél feltételként szabjuk, hogy a
torzulasok bizonyos megadott értéket ne Iépjenek tul. Ez elsésorban a
hossztorzulasokra vonatkozik, és erre kulondsen a geodéziai vetuleteken
meglehetésen szilk a hatar. A hossztorzulasnak ez a megkototisége azt
eredményezi, hogy az egyes geodéziai vetileti rendszerek felhasznalasi
tertlete er6sen korlatozodik, mert valamely vetuleti rendszer a kezd6pontjatol
(vagy kezddvonalatdl) csak olyan tavolsagig hasznalhatd, ameddig a

40



Varga Jozsef: Vetllettan

linearmodulus nem nagyobb a megengedettnél. Minden vetileten van egy
pont (kezddpont), vagy egy vonal (kezdévonal), amelyen nincs hossztorzulas.

A vetlleti rendszer felhasznalhatosagi teriletét Ugy novelhetjiuk, hogy a
vetllet y és x vetlileti egyenletét megszorozzuk egy olyan mg szammal (a
vetlleti méretarany-tényezével), amely az egységnél valamivel kisebb. Ez
lényegileg azt jelenti, hogy a vetlleti egyenletekkel meghatarozott ¢sszes
képfellleti koordinatat megszorozzuk me-lal és igy az abrazolas méretaranyat
megvaltoztatjuk, mégpedig a képfellleti hosszakat mg-szorosukra roviditjuk.

A méretarany megvaltoztatasanak kovetkezménye az, hogy azon a helyen,
ahol eredetileg nem volt hossztorzulas (I = 1), a hosszak rovidilnek, és a
hossztorzulastél mentes hely masik vonalon jelentkezik. Az my szam
megvalasztasanal arra kell vigyazni, nehogy a hossztorzulds most valahol
ellenkez6 értelemben Iépje tul a megengedett értéket (5.10. abra).

.l

[ < 1,0001 (+10 cm/km)

[ =1,0001 |

I
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e [ =0,9999

5.10. abra. Vetileti méretarany-tényez6 alkalmazasa

Szogtarto vetlleteken, amelyeken az mp tényezé bevezetése nélkil a vetileti
hosszak — a torzulasmentes helytdl eltekintve — mindig nagyobbak, mint az
alapfeltleti hosszak, az my tényez6 bevezetésével hosszrovidulések is
fellépnek, és igy a hossztorzulas egyes helyeken hossznévekedésben,
mashol pedig hosszrovidulésben jelentkezik. A hossztorzulasok elbjelének ez
a valtozasa az mq tényezd bevezetése szempontjabdl hatranynak tekinthetd.
Ez volt az oka annak, hogy a korabbi geodéziai vetlleteinknél nem éltek a
hasznalhatésagi terllet ilyenfajta ndvelésének lehetéségével. A legutdbb
(1975) bevezetett egységes orszagos vetileti rendszertiinknél (EOV) annak
érdekében, hogy az orszag terlletét egyetlen vetileti rendszerrel le lehessen
fedni, mp = 0,99993 vetlleti méretarany-tényez6ét alkalmazunk.
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A képfelluleti szdgjelleg mennyiségek (iranyredukcio, iranyszdg, vetlleti
meridiankonvergencia) az mg tényezével valé szorzas utan nem valtoznak
meg, mert a meéretarany-valtozas nincs hatassal a szogekre.

Vetitési modok
Az alapfellletrél a képfellletre vetitést haromféle médon hajthatjuk végre:

1. Az alapfelileten koordinatakkal meghatarozott pontok képfellleti
megfelel6inek koordinatait kiszamitjuk a két felulet kozott felallitott
vetuleti egyenletek segitségével. Ezt az eljarast koordinata-
mobdszernek nevezzik. A vetitésnek ez a méddja jelentés szamitasi
munkaval jar, és éppen ezért korabban, amikor a vetlleti szamitasokat
logaritmussal vagy mechanikus szamologépekkel végezték csak a
fels6rendl haromszogelési pontok képfellleti koordinatéit szamitottak
igy. Napjainkban szamitégépekkel az alapfelileten koordinatakkal
adott 6sszes pont vetitését koordinata-mddszerrel végezhetjik.

2. A masik méd az un. redukcios modszer. A modszer alkalmazasanak

alapfeltétele az, hogy a képfelileten legyenek olyan pontjaink,
amelyeknek a koordinatait mar korabban koordinata- vagy redukciés
modszerrel kiszamitottak. A mddszer lényege szerint az alapfelileten a
pontokat legrovidebb vonalakkal 6sszekdtjik, és ezt a halézatot ugy
visszik at a kepfeliiletre és illesztjuk be a mar korabban atszamitott
pontok kozé, hogy a sarokpontok valodi képei a képfelliletnek
megfelel6 legrévidebb vonalakkal legyenek 6sszekotve. Az atvitelhez ki
kell szamitani az iranyredukciokat (nem szdgtarté vetlleten mind az
els6, mind a masodik iranyredukciokat) és — a gyakorlatban rendszerint
ugyan nem minden hal6zati oldalra — a hossztorzulasi tényezéket, majd
ezekkel az alapfelileti iranyokat, illetve szdgeket, valamint
tavolsagokat meg kell valtoztatni. A moédszer alkalmazasakor szem
elétt kell tartani, hogy a képfeliileten elballitott halézat nem valodi képe
az alapfelileten levé hélozatnak, mert a két felileten huazott
legrovidebb vonalak egymasnak altalaban nem vetlleti megfeleldi,
csupan a képfeliileten elSallitott halézat sarokpontjai valodi képei az
alapfellleti hal6zat sarokpontjainak.
Az az el6bbi megjegyzésunk, hogy a hossztorzulasi tényezdket a
gyakorlatban nem minden tavolsaghoz kell kiszamitani, arra
vonatkozik, hogy tobbnyire a haromszdgelési haldzatokat vetitjik ilyen
modon, és ezekben a sikon két pontbol egy harmadik pontot
legtbbbszér nem a szdgek és a tavolsagok, hanem csak a szégek
segitségével hatarozzuk meg. Ha igy haladunk pontrol pontra,
elméletileg elég egyetlen tavolsagnak a sikra vald redukélasa, vagyis
egy tavolsag hossztorzulasi tényezéjének a kiszamitasa. Ezzel
szemben az iranyredukcidkat minden iranyhoz ki kell szamitani.

3. A harmadik mod, hogy az alapfelileten egymast j6I metsz6

gorbeseregnek — példaul egyes kerek foktavolsagu meridianok és
paralelkorok rendszerének — megfelelit a vetlleti egyenletek vagy

42



Varga Jozsef: Vetllettan

részben a redukciés modszer segitségével, egyes esetekben rajzi
szerkesztéssel a képfellleten el6allitjuk, és ezek kdzott interpolaljuk az
egyes idomok képét (5.1. abra). Ezt nevezzik a go6rbeseregek
modszerének.

Az elsbé két moddszer a geodéziai abrazolas moddszere, a harmadik
féként a foldrajzi térképek szerkesztéseneél keril alkalmazasra.

A vetlletek csoportositasa fontosabb szempontok szerint

a) Megkulonbdztetiink geometriai aton is eléallithatd vetuleteket (amelyek
természetesen matematikailag is megoldhatok) és csak matematikai
aton eléallithatd vetlleteket.

b) A geometriailag is el6allithato vetlleteket megkulonboztetjuk aszerint,
hogy van-e vetitési kdzpont vagy nincs. A vetitési kdzpont lehet allando
(fix), de lehet mozg6 is, amikor a kdzpont meghatarozott vonalon,
meghatarozott szabaly szerint mozog.

5.11. abra. Normalis elhelyezési érintd sikvetiiletek (a gémb kup-, henger- és azimutalis
vetiletei

c) Az alapfelilet lehet ellipszoid vagy gomb, a képfelllet pedig gémb vagy

sik, illetve sikba fejthet6 felllet, nevezetesen kup- vagy hengerfeliilet.
A képfelilet szerint tehat beszélhetink gémbi vetiletrél vagy
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sikvetliletr6l, az utdbbiba beleértve azt is, amikor a vetités sikba
fejthet6 fellletre torténik.

A sikvetuleteket harom f6 csoportba soroljuk: a kupvetiletek, az
azimutalis (tulajdonképpeni vagy kozvetlen sik) vetlletek és
hengervetiletek csoportjaba.

5.13. abra. Ferdetengely( érintd sikvetiletek
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)

5.14. 4bra. Metsz6 elhelyezési sikvetlletek (normalis elhelyezés(i metsz6 kupvetilet,
transzverzdlis elhelyezésl metszd hengervetilet, ferde elhelyezésli metszd azimutalis
vetilet)

d) A kup, a henger és a sik elhelyezése szerint a vetllet lehet normalis
(polaris), ha a képfellletet add idom tengelye a poélusokat 6sszekodtd
egyenessel, tehat a Foldet helyettesit6 ellipszoid kistengelyével, illetve
a gobmb azon atmérgjével esik egybe, amely a Fold forgastengelyének
megfelel6je (5.11. abra); lehet egyenlitéi (transzverzalis, ekvatorialis),
ha az idom tengelye az egyenlit6 sikjaban fekszik, és atmegy az
alapfellilet kozéppontjan (5.12. abra), és lehet ferdetengelyli
(horizontdlis), ha a tengely helyzete a két el6bbi esettél eltéréen
tetsz6leges (5.13. abra). A sik tengelyén a vetileti kezdépontban a
sikra allitott normalist értjuk. A képfelilet szerint tehat beszélhetiink
goémbi vetiletrél vagy sikvetliletrél, az utdbbiba beleértve azt is, ha a
vetités sikba fejtheté fellletre tortéenik.

e) Megkulonboztetést ad az a korulmény is, hogy a képfelllet érinti vagy
metszi az alapfellletet, vagy esetleg az alapfelllettel nem is érintkezik,
hanem azon kivil helyezkedik el (5.14. abra). A metsz6 elhelyezési
vetuletekkel kapcsolatban meg kell jegyeznink azt, hogy az alap- és
képfelluletek k6z6s vonala (a metszési vonal) a sikba fejthetd felllet
kiteritése utan csak a perspektiv vetileteknél marad a helyén, a nem
perspektiv vetileteken eredeti helyzetéhez viszonyitva altalaban
onmagaval parhuzamosan eltolodik. A metsz6 elhelyezési vetulet
megnevezést ennek értelmében csak perspektiv vetlletekkel
kapcsolatosan hasznalhatnank, a szakirodalomban viszont a nem
perspektiv vetlletek sullyesztett valtozatat is metszéként emlitik.
Megkulonboztetés végett az ilyen valtozatot redukalt (sullyesztett)
vetlletnek fogjuk nevezni.

45



f)

9)

h)

Varga Jozsef: Vetllettan

A sikvetiletek lehetnek an. val6s (valédi), és lehetnek Un. képzetes
(modositott, al, konvencionalis) vetiletek. A valodi sikvetileteket az
jellemzi, hogy norméalis elhelyezésben a meridianok (mas
elhelyezésben a segédmeridianok) képei egyenesek, és ezek egy
pontba futnak ©ssze (ez a pont a veégtelenben is lehet), a
paralelkorok (segédparalelkdrok) képe pedig olyan koncentrikus
korok vagy korivek, melyeknek kdzéppontja az a pont, amelyben a
merididnok talalkoznak. Ha ez a pont a végtelenben van, akkor a
paralelkér képek, mint végtelen sugari koncentrikus Kkorok,
parhuzamos egyenesekké valnak. Minden olyan sikvetilet, amelyen
a fokhalézat (segédfokhal6zat) képe masképp alakul, a képzetes
vetuletek csoportjaba tartozik. Ezek lehetnek képzetes kup-,
képzetes hengervetiletek, vagy pedig ezekbe az osztalyokba nem
sorolhaté egyéb képzetes vetlletek.

Tovabbi megkulénboztetése a vetileteknek, hogy a meridianok és a
paralelkbérok halézatanak képe derékszogl, vagy ferdeszogi
rendszert alkot-e.

Végul megismételve a torzuldsok szerint lehetséges csoportositast,

vannak Aaltaldnos torzuldsu, szogtartd (konform) és terilettartd
(ekvivalens) vetulletek.
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6. elbadas
A gbmb valds sikvetiletei
A kupvetilet, mint a valds sikvetlletek alapja

A normalis elhelyezési valodi (valos) kupvetilet Ugy keletkezik, hogy az
egyenes korkup palastjat valamiképpen, pl. érintén ugy helyezzik el az
alapfelllethez, hogy a kup tengelye az alapfellletnek a Fold forgastengelyét
képvisel6 atmérdjével, vagyis tengelyével essen egybe, majd a vetitést
valamilyen torvény szerint ugy vegezzik el, hogy a meridianok pontonként
vetitett valédi képei a kup alkotdival essenek egybe, és a paralelkorok
pontonként vetitett, valodi képei a kuppalaston a tengelyre merdleges siku
koroket rajzoljanak ki. Ezutan, ha a kuppalastot valamelyik alkot6ja mentén
képzeletben felvagjuk, és kiteritjik a sikba, akkor a paralelkérok képei a kup
csucsa korul hazott koncentrikus korivekként (de nem teljes korokként)
alakulnak, a meridianok képei pedig a csucspont képébe dsszefutd sugarsort
alkotnak (6.1. 4bra).

kezdc’imeri&@

6.1. abra. Gombfelileti pont képe normalis elhelyezés(i kupvetiileten

Az alapfelileten az A pont merididnja a kezdémeridiannal zarjon be y

szoget, és a képfelileten az A pont merididnjanak képe a kezdémeridian
képével y szoget. Normalis elhelyezés( valddi kupvetuleten

y =n A4, (6.1)
ahol n aranyszam. A y sz6get sugarhajlasnak nevezzuk.

A (6.1. abra) jobb oldali részén az u és v egyenesek altal bezart I”
nyilasszog eszerint A= 360°-nak felel meg, vagyis
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=n-360°. (6.2)
A I' mindig kisebb 360°-nal, ezért kiipvetiileten
0<n<1, (6.3)

Ha a normalis elhelyezésil kup csucsat a végtelenbe visszuk, akkor henger
keletkezik, amelynek palastja az alapfeluletet az egyenlit6 mentén érinti. A
merididnképek most a henger alkotbéival esnek egybe, a hengert tehat
valamelyik alkot6éja mentén felvagva és kiteritve a sikba, parhuzamos
egyeneseket alkotnak. Az egyenlitd és a paralelkorok képei pedig a
meridianképekre merdleges, végtelen sugaru koncentrikus korivekkeé,
vagyis egymassal parhuzamos és a meridianok képére merdleges egyenes
darabokka valnak.

Mivel valamennyi meridiankép parhuzamos a kezdémeridian képével, a
hengervetileten

n=0, y =0. (6.4)

Ha a kap csucsat annyira lehozzuk, hogy a kup alkotéi egy sikba
tertiljenek ki, akkor a tulajdonképpeni (kbzvetlen) sikvetlletek, vagyis az
azimutalis vetuletek keletkeznek.

A paralelkérék kepei a vetiileti kezdépont (a kup képzeletbeli csucsa) korul
huzott teljes koncentrikus korokké alakulnak, a meridianok képei pedig a
vetlleti kezdbponton atmend sugarsort alkotnak oly modon, hogy a
sugarak egymas kdzott ugyanakkora szdogeket zarnak be, mint amekkorat
megfelelSik az alapfelileten. Tehat az azimutalis vetlleten

n=1, y=A. (6.5)

Az elmondottakbdél megallapithaté, hogy a valdédi henger- és azimutalis
vetuletek a valdés kuapvetuletek hataresetei. Ez a megallapitas a
képfellletek metszé (redukalt) elhelyezésében is érvényes.

Nem normalis elhelyezésben az el6bbiekben a fokhal6zati vonalakra
mondottak a segédfokhal6zat vonalaira érvényesek.

Az el6bbiek alapjan tehat a valés sikvetluletekre vonatkozéan az n
aranyszam a kdvetkezdéképpen alakul:

azimutalis vetileteken n=1,
kupvetlleteken 0<n<l1, (6.6)
hengervetileteken n=0.
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A gOmb azimutalis vetuletei
Az azimutalis vetuletek altalanos tulajdonsagai

A sikvetllet akkor azimutalis, ha az alapfellletul valasztott gomb egyik
pontjan atmené legnagyobb gombi korok pontonként vetitett valddi képei a
pont képfellleti megfeleléjén atmend sugarsort alkotnak, az altaluk bezart
szbgek ugyanakkorak, mint amekkordkat a gémbi ponton atmend
legnagyobb gombi kdrék zarnak be egymassal ezen a ponton. Tovabba, ha
a gémbi ponthoz tartozé atmérére merdleges sikok altal a gémbfellletbdl
kimetszett korok pontonként vetitett valodi képei a gémbi pont képfellleti
megfelel6je korul hazott koncentrikus korokként alakulnak. Az emlitett
gOémbi pontot tekintjik vetileti kezdépontnak.

Az el6bbi meghatarozas alapjan kimondhatjuk, hogy azimutalis vetlleten a
kezdbponton atmend sugarsort, ha a vetlleti kezd6épont a polus, a
meridianoknak, altalanos esetben a segédmeridianoknak, a koncentrikus
koroket pedig a paralelkdroknek, illetve a segédparalelkoroknek a valodi
képei alkotjak.

| meridian X| ~,

6.2. dbra. Ferdetengely( azimutalis vetilet

A 6.2 abra a gombfelileti A, B pontokat, és azok képét mutatja
ferdetengelyll azimutélis vetlleten. A paralelkorok (segédparalelkorok)
képét add koncentrikus korék p sugara a paralelkdroknek megfelel
foldrajzi szélességtél, illetve pélustavolsagtdol (a segédparalelkorre
vonatkozo6an a segéd foldrajzi szélesseégtol, illetve a
segédpolustavolsagtél) flgg. (A p sugarhosszt a pollustavolsag
fuggvényében célszerlibb megadni.) Normalis elhelyezési vetlleten a
sugarhossz:

p=RI(S), (6.7)

mas elhelyezésben pedig a p’ sugarhossz:
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p'=RI(8)
A sugarhosszt megado fliggvényt sugarfiiggvénynek is nevezik.

Valamely gombi pont képének helyzetét a képfelileti sikon a sugarhajlas és a
p, illetve p’ sugarhossz egyértelmien meghatarozza. Az azimutalis
vetuleteken

y=A1, illetve y=A1" (6.8)

A sugarfiaggvény minden azimutalis vetlletre mas é€s mas. A
kilonbbzé azimutalis vetiileteket a sugarfiiggvények kiilbnbbéztetik
meg egymastol.

Ha a vetluleti kezdépont nem a pdlus, a vetitenddé ponton atmené
segédmeridian A' segéd foldrajzi hosszusadga egyenld a
segédmeridian azimutjaval Tovabba, mivel a segédmerididnok képei
a vetlleti kezddpontban wugyanakkora szodgeket =zarnak be
egymassal, mint megfelel6ik a gombdén a 6 iranyszdg a sikon
ugyanakkora, mint az azimut a gombdn (vagy attél 180°-kal
kiléonbo6zik, ha az x tengely pozitiv &ga délnek mutat), vagyis:

S5 = a (esetleg o + 180°).
A derékszogl sikkoordinatak ezek alapjan:
X=p’'cos o, y=p’'cos 6.

Ha a vetllet normalis elhelyezésl, és a vetlleti kezdépont az északi pdlus,
akkor
5 =360°- 1.

Megismételve azokat a jellemzdket, amelyeket mar megismertiink, és ezeket
Ujabbakkal kiegészitve, a valamennyi azimutalis vetilletre érvényes
jellemzék a kovetkezok:

1. A kezdéponton atmend legnagyobb gombi kérok pontonként vetitett
valédi képei olyan sugarsort alkotnak, amelynek sugarai ugyanakkora
szogeket zarnak be egymassal, mint amekkorakat a megfelel6 legnagyobb
gObmbi kordok a gdmboén. Ez a tulajdonsag adja az azimutdlis elnevezést (az
azimutalissagot).

2. Az el6bbi megallapitasbol kovetkezik, hogy a kezddponton
atmené legnagyobb gémbi kbéréknek sem els6, sem masodik
iranyredukcioéjuk nincsen.

3. A kezdéponthoz tartozdé atmeérére merbleges sikok altal a

gombfeltletbdl kimetszett korok pontonként vetitett valdédi képei a sikon a
sugarsor metszéspontja korul huzott koncentrikus korok. Eszerint tehat a
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gbmbon a kezddponttdl egyenlé tavolsagra levé (azonos zenittavolsagu)
pontok képei is egyenlé tavolsagra fekszenek a sugarsor metszéspontjatol.
Ezt a tulajdonsagot zenitalissagnak nevezzik.

4. Mivel a kezddbponton atmendé gémbi kbérbk és a kezddponthoz
tartozo atmérére meréleges sikmetszetek a gombon és képeik a sikon
mindig merblegesek egymasra, ezek az iranyok a vetileti féiranyok.
Normalis elhelyezésben tehat a vetlleti féiranyok a meridian és a paralelkor,
mas elhelyezésben pedig a segédmeridian és a segédparalelkdr iranya.

5. A kezdbponttol egyenld tavolsagra levé pontokban a torzulasok is
egyenl6k. Normalis elhelyezésben tehat a paralelkdorok, mas elhelyezésben
pedig a segédparalelkérok az egyenld torzulasu vonalak.

A perspektiv sikvetiiletek altalanos jellemzése és vetlleti egyenleteik

Az azimutélis vetlletek csoportjaba tartoznak a perspektiv sikvetiletek is. A
perspekiv vetités ugy torténik, hogy a gombfelllet egy pontjan (a vetileti
kezd6ponton) és a gobmb kozéppontjan atmend vetitési fésugarnak egy
tetszbleges Q pontjat vetitési kdzpontnak vessziuk fel, és a f6sugarra
merélegesen, tetszéleges helyen egy sikot allitunk. Ez a sik a képfelllet,
melyen a fésugar doféspontja a vetiileti kezdbépont. Ha a vetitési fésugar a
polusokat 6sszekotd egyenessel esik egybe, normalis vetiiletrél beszélink,
ha az egyenlit§ sikjaban fekszik egyenlitéi (transzverzalis) vetiletrél van
sz0, ha pedig mas helyzetben van, akkor a vetilet ferdetengelyi. A
gombfellleten levé pontokat a Q pontbdl perspektiv vetitéssel visszik at a
képfellletre.

6.3. abra. Perspektiv vetités gémbrdl sikra (A vetitési centrum elhelyezkedése)

A képfeluleti sikot a gombhoz érintéen helyezzik el a K vetlleti
kezddpontban. A Q vetitési kozpont a gomb kdzéppontjatél D tavolsagra
van. Hosszabb levezetés utan a ferdetengelyl érint6 perspektiv vetiiletek
altalanos vetileti egyenletei:
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R (sin S, cos g —cos B, sin f cos A
D +R (cos 8, cos 8 +sin B, sin B COSA) '

x=(D+R)

R sing sinA
D +R (cos 8, cos 8 +sin B, sin B cosA)

(D+R)

y

A képletekben g, a kezdépont (K) pont pdlustavolsdga, f és A annak a
pontnak a pélustavolsaga és foldrajzi hosszusaga, amelynek a sikkoordinatait
szamitani kivanjuk. B, = 0 helyettesitéssel a normalis,o = 90°
helyettesitéssel pedig az egyenlitdéi érinté perspektiv sikvetllet vetileti
egyenletét kapjuk. Az el6bbi egyenletek mindkét esetben egyszeriisédnek.

Ha a képfellleti sikot nem érintéen, hanem metszéen helyezzik el a
gbmbhoz, akkor az érintd elhelyezéshez képest csupan méretarany-valtozas
kovetkezik be. Ilyenkor az elébbi vetileti egyenletek jobb oldalat az

m _D+R—f 1 f
° D4R D+R

aranyszammal (vetlleti-méretarany tényezd) szorozni kell, ahol f jeldli a sik
tavolsagat a gdmbon valtozatlanul megmaradé K kezddponttol.

A D érték kulonb6zé6 megvalasztasaval 0-t6l «-ig szamos perspektiv
azimutalis vetluletet ismerink. A perspektiv azimutalis vetiletek kdzott
terilettartd vetulet nincsen, és szogtarto vetilet is csak egy van, a
sztereografikus, amelyen D = R. Kilonleges perspektiv azimutalis még a
gnomonikus (D = 0), és az ortografikus (D = =) vetllet.

Valamennyi perspektiv azimutalis vetllet altalanos tulajdonsagai:

1. Az azimutalis vetlletekre a korabban felsorolt tulajdonsagok.
Ezeken kivdl

2. Minden olyan gbémbi kdrivhek a valodi képe egyenes, amelynek
sikja atmegy a Q vetitési kozponton.

3. Minden esetben kell lennie egy olyan meridiannak, amelynek valédi
képe egyenes, mert ha a podlusokat 0Osszekotd atmérén és a vetitési
kézponton keresztil sikot fektetiink, az a gdmbbd&l meridiant metsz ki.

4. Altalanossagban a gémbi korok képe kupszelet: ellipszis (esetleg
ennek specialis esetei: kor vagy egyenes), hiperbola vagy parabola.
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7. el6adas

Linearmodulus a vetiileti féiranyokban és a terileti modulus az
azimutdlis vetileteken

Mivel az azimutalis vetileteken normalis elhelyezésben a meridianok és a
paralelkorok, mas elhelyezésben pedig a segédmeridianok és a
segédparalelkorok kielégitik azt a feltételt, hogy merélegesek egymasra az
alapfellleten, és képlk meréleges egymasra a képfelileten, ezek az iranyok
a vetlleti féiranyok.

Normalis elhelyezésben tehéat a linearmodulust a meridian és a paralelkdr
iranyaban kell meghatarozni. A 7.1. abran az A pontot meridian iranyban

7.1. bra. Fokhéalozati vonalak ivdarabjai és képuk azimutalis vetuleten
AA;=Rdg,
paralelkdr iranyban
AA; =R sin g dA
elemi tavolsagra mozditottuk el. A meridian iranyl elmozdulasnak a képen
dp, a paralelkdr iranyd elmozdulasnak pedig p dA elemi elmozdulas felel

meg. Ennek megfeleléen:

_ meridiankep elemiivdarabja  dp

lm . g, ., . - H (71)
meridian elemiivdarabja Rdp
Ip = paralekor kepének elemiivdarabja  pdi p (7.2)
paralekor elemiivdarabja Rsingdl Rsing’ '

A kettd kdzul a nagyobbik a torzulasi ellipszis a fél nagytengelye, a kisebbik
a b fél kistengelye.
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Ferde elhelyezésben a vetlleti féiranyok a segédmeridianok és a
segedparalekorok, ezért aff, y és p helyett g ’-t, y'—t és p’ -t kell irni a
képletekbe.

Sztereografikus vetulet

Vetlleti egyenletek és torzulasi modulusok

A gbmbnek igen gyakran alkalmazott perspektiv azimutalis vetllete a
sztereografikus vetillet. A sik és a gbmb érintési pontja a K vetuleti kezdépont.

A Q vetitési kdzpont a kezdéponthoz tartozé atméré masik végpontja, tehat D
=R.

7.2. abra. Sztereografikus fokhal6zati kép szerkesztése

A (7.2. abra) ferdetengelyl sztereografikus vetuletet abrazol. Als6 része a
vetités modjat, felsé része pedig a segédfokhalézati vonalak képének
alakulasat mutatja. Szemlélet alapjan megallapithatd, hogy a vetllet
perspektiv és azimutalis, tehat megfelel azoknak a jellemz&knek, amelyeket a
perspektiv vetiletekre felsoroltunk.

A ferdetengelyl sztereografikus vetilet sugarfiggvénye az abrarél, a QKA’
haromszogbdl:

p'=2R tan%. (7.3)

Alkalmazzuk p’-re a vetuleti f6iranyok linearmodulusainak elébb levezetett
0sszefuggéseit (7.1), (7.2):
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e, L 11 (7.4)
RAF" 052 P 2 o2 P
2 2
, 2Rtan£ 2tan£ 1
P 2 _ 2 __- (7.5)

lSP:Rsinﬁ_ R sin g’ BB . B’
2

2sin ~—cos*~— cos
2 2

A linearmodulus — mint lathatd — az azimutalis vetlletekre megallapitott
vetileti féiranyokban egyenld, tehat a sztereografikus vetilet szogtarto és a
torzulasi ellipszis (Tissot-féle indikatrix) korré fajul (a = b).

A linearmodulus az elmondottak alapjan valamely pontban minden iranyban:

1

| = -, (7.6)
cos? p
2
és a tertleti modulus:
r=1%= 1 - (7.7)
cos‘1£
2

A torzulasi modulusok képletébél megallapithatdé, hogy a sztereografikus
vetlleten, ha a sik a gombot érinti, a kezdépontban semmilyen torzulas
sincsen (ez minden azimutalis vetlleten igy van), tovabb& a hossztorzulas
es igy a terulettorzulas is, a kezdéponttdl tavolodva né, de a kezdépont korul
rajzolt egy-egy kordn allandd. A hossztorzulds mindig hossznévekedésben
jelentkezik, mert a linearmodulus a kezdépontot kivéve, mindig nagyobb
egynél.

A derékszdgl koordinatak a sikon az

Xx=p'cosd =2R tan%cosé (7.8)
es
y=p’'sin6 =2R tan%siné (7.9)

képletekbél szamithatok (7.3. 4bra). A iranyszdg egyenlé az azimuttal (vagy
ha az x tengely pozitiv aga délre mutat, akkor § = o + 180°).
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=

X

> +y

7. 3. &bra. Polaris koordinatak a gdmbon és a sztereografikus vetileten

A sugarfuggvényt az el6zbekben a perspektivitas alapjan (szemléletbdl)
vezettik le. A sugarfiggvényt levezethetjik ugy is, hogy az azimutélis
vetlleteken a vetlleti féiranyokra levezetett linedarmodulusokat egymassal
egyenléveé tesszuk:

dpi _ pi
RdB" Rsing'

Rendezve az egyenldséget:

dp’  dp’
p’ sing'

Mindkét oldalon az integralast elvégezve:

ﬁ!

Inp’:lntan?+lnc,

ahol In ¢ az integralasi allandé. Attérve a numerusokra:

ﬁ!

"=ctant.
P 2

A c-t abbol a feltételbél hatarozhatjuk meg, hogy B’ = 0° helyen (a

kezddpontban) a linearmodulus az egységgel egyenlé. A segédmeridian
iranya linearmodulus képletébe helyettesitsik be a sugarfiggvény
differencialjat:
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ot ap
2 coszﬁ
__dp” _
R dp’ Rdp’ ’

B o = 0° helyen ennek 1-gyel kell egyenlének lenni:

l,=—-=1 és ebbdl c=2R,
2R

tehat a ferdetengelyli érinté sztereografikus vetilet sugarfiggvénye:
, B’
=2R tan—.
P 2

A sztereografikus vetllet szamara a perspektiv sikvetiletek altalanos vetuleti
egyenleteibdl is szarmaztathatdk vetlleti egyenletek, amelyek ferdetengely(
elhelyezés esetén is kozvetlen kapcsolatot adnak a valédi foldrajzi
koordinatak és a sikkoordinatak kozott. Ha az egyenletekben D = R
helyettesitést elvégezzik, akkor a ferdetengelyl érintd sztereografikus vetllet
szdmara a kovetkezb vetlleti egyenleteket kapjuk:

sin B, cos 3 —cos S, sin f cos A
1+cos f3,cos B +sin B, sin B cOSA

R sing sinA

y=2R — .
1+cospB,cospB +sinfB,sinB cosi

Normalis elhelyezésben (S o = 0°):

X:_ZRsmﬁ cosﬂy’ y=2RS|nﬂ smﬂ,.
1+cosp 1+cosp

Egyenlitsi elhelyezésben (B o = 90°):

cos f y=2R sinf sini
1+sinBcosd ' 1+sinB cosd’

x=2R

Az el6bbiekben megadott vetlleti egyenletek északkeleti tajékozasu
sikkoordinata-rendszerre vonatkoznak. Ha az x tengely pozitiv aga délnek
mutat (a magyarorszagi tajékozas szerint), akkor az (5.32) egyenletek jobb
oldalat -1-gyel kell szorozni:
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sin B, cos 3 —cos S, sin f cos A

X=-2R . . ,
1+cos S, cos B +sin S, sin B cosA

(7.10)

R sing sinA

1+cos S, cos B +sin S, sin B cos A

(7.11)

A sztereografikus sikkoordinatakbdl pl. az alabbi modon szamithatunk valodi
gombi foldrajzi koordinatakat.

El6szor x, y-bol szamitjuk a kérdéses (A) pont és a vetlleti kezdépont
tavolsagat (7.3. abra):

pi — IXZ +y2 )
[’ a sugarfiggveny képletébdl kifejezve:

' p’
=2 arctan——.
p 2R

a=06= arctanl,

X
vagy délnyugati tajékozas esetén:

a=35 + 180°

K

7. 4. abra. Poléaris gémbharomszdg
A pont valédi polustavolsaga és foldrajzi hosszusaga a 7.4. abra szerinti

polaris gdmbharomszogbél kifejezheté (a gbmbharomszég oldal-koszinusz
€s szinusz tételének felhasznéalasaval):
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cos 8 =cos S, cos B’ +sin B, sin f'cosa

sina sin g’

sin g

sinA =

ahonnan a szdgértékeket visszakeresve kapjuk ¢ = (90°- B)-t és A-t.
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8. elbadas
Az iranyredukci6 és a vetileti meridiankonvergencia

Sztereografikus vetlleten a vetuleti sikon levé barmely egyenes olyan gombi
kornek a képe, amelynek sikja atmegy a Q vetitési kdzponton. Ha az
egyenes a K vetlleti kezdéponton megy at, akkor legnagyobb gémbi kérnek,
mas esetben pedig gombi kis kdrnek a képe. Sztereografikus vetlleten
minden gombi kor pontonként vetitett, valodi képe szintén kdr; nemcsak a
legnagyobb gémbi kéroké, hanem a gémbi kis koroké is.

A legnagyobb gombi korok kor alaku valédi képe mindig homora oldalat
mutatja a K vetiileti kezdSpont felé.

8.1. 4bra. Gbmbharomszog és képe sztereografikus vetileten. (Vetileti kezdépont az egyik
cslcspont.)

Ha a 8.1. 4bra jobb oldali részén a Py’ és P,’ pontképet a K kezdéponttal
egyenes vonalakkal 6sszekotjuk, akkor ezek a vonalak a P; K, illetve P, K
legnagyobb gombi korok pontonként vetitett, valodi képét abrazoljak; ezek a
legnagyobb gombi kordk ugyanis a vetlleti kezdéponton mennek at, képuk
tehat egyenesként jelentkezik. A P; és P, pontot a gombon 0sszekotd
legnagyobb gdémbi kor képe szintén kor, melynek P, P, szakasz a hurja,
tehat az abran A i,-vel és A;i-gyel jeldlt szogek (a masodik iranyredukciok)
egyenlék.

Mivel a P; P, K gombharomszdog szdgosszege 180°-nal nagyobb, és a
pontonkénti vetitéskor szogtartd vetlleten a szdgek nem valtoznak, kell, hogy
a A szogek a K Py Py haromszogon kivul helyezkedjenek el. Ezt a
korilményt hasznéljuk fel azimutalis vetlleteken az iranyredukcio
meghatarozasara.

A K P; Py haromszdg szdgfeleslege tehat csupan a P, Pyoldal két
irAnyredukcidjara oszlik el. Mivel a P1" P2’ egyenes szakasz a pontonként
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vetitett legnagyobb gémbi kor kor alaki képének hurja, a két irAnyredukcid
nagysagra egyenld, eldjelre pedig ellenkezd:.

App=-An és IApl+1A4] = ¢ (81)

ahole annak a gbmbharomszognek a szdgfeleslege, melynek csucspontjai a
vizsgalt oldal két végpontja és a vetuleti kezdbépont

A gombi szégfelesleg az

14 F ”n
R

képletbél szamithatd (1.1). Mivel a vetllet alkalmazdsaban a gdémbharomszdg
F terllete a gbombsugar négyzetéhez képest kicsi, a gombi terllet és a
megfelel6 sikbeli terllet kilonbségét altalaban elhanyagolhatjuk, és F-nek a
sikharomszdg teriiletét vehetjuk. Ez pedig a

X Y, =X, Y,
2

T=

képlettel hatarozhatd6 meg. Ezt a gombi szogfelesleg képletébe
behelyettesitve, tovabba figyelembe véve, hogy a két iranyredukcié abszolut
értéke egymassal egyenld, és a kettd 6sszege megegyezik a szogfelesleggel,
az iranyredukciok minden gyakorlati munkanal felhasznalhato képlete:

X1 ¥, =X Y1 A :XZyl_lez "

e =m0 ! 21 4R?

(8.2)

Ha valamely oldal két végpontjaban ki akarjuk szamitani az iranyredukciokat,
tetszés szerint az egyik végpontot P;-gyel, a masikat P,-vel jeldljik. Ha a
képletekbe az indexeknek megfeleléen helyettesitjiik be a koordinatékat, a
A1 a P1, a A, a P, pontban adja elbjelhelyesen az iranyredukciét. Az
el6jelet azonban szemlélet alapjan is megallapithatjuk. Az abran vazolt
helyzetben A1, elbjele pozitiv, mert a pontonként vetitett kép (koriv)
érintéjének iranyszdge kisebb, mint a P; és P, pontot 6sszekoté képfeluleti
legrovidebb vonalé. A P, pontban ellentétes a helyzet, tehat a A4 ,; negativ
eldjeld.

A vetlleti meridiankonvergenciat szamithatjuk pl. Szadeczky-Kardoss
Gyula képletének segitségével, melyet a vetileti meridiankonvergencia
altalanos képletébdl kiindulva vezetett le:

D-2C x

sinu = ,
JB-C p?+D x?)? +(Ay)?

ahol
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A=4R, B=4R?cos gy, C=cos ¢g,
D=4Rsin ¢o, p? = x% +y2.
Sztereografikus vetlleten a meridiankonvergencia eldjele megegyezik a A

eléjelével és - délnyugati t4jékozasu koordinata-rendszer esetén -
ellentétes az y koordinata eldjelével

A hossztorzulasi tényezé meghatarozasa

A hossztorzulasi tényezd képletét a linearmodulus altaldnos képletébdl
vezethetjik le (7.6):

|=—— =1+tan® £,

1 '
cos? B 2
2

A sugarfuggvény
, B’
=2 Rtan—,
P 2

amelybdl

" ’
P 2tanzﬁ.
4R 2

A sikkoordinatakbal
p12 — X2 + y2’
amit az elébbi egyenletbe behelyettesitve:

tanzﬂzﬂ
2 4 R?

és igy a sikkoordinatakbdl szamitott linearmodulus minden iranyban

X2 + 2
=1+ RZ (8.3)
A levezetést a tovabbiakban mell6zve a hossztorzulasi tényezob:
m=L-1+U-08U2, (8.4)

S
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ahol

1
U =E(Xf+><1 X, + X2 YL +Y.1 Y, +Y2).

A teriilettorzulasi tényez6 meghatarozasa

A terllettorzulasi tényez6 képlete hosszabb levezetés utan:

2 2 2 2
ol gy PtPe  PrP; (8.5)
F 4R’ ' 16R

ahol p;” a P; és py’a P, pont sugartavolsaga. A P, pont a kérdéses idom
hatarvonalanak a vetuleti kezddponthoz legkdzelebbi, a P, pedig a
legtavolabbi pontja (8.2. abra).

\

n_\
e
| K
—’/
.—/
+X

8.2. abra. A terilettorzulasi tényezd levezetése
Sztereografikus vetileten a kezd6ponttdl kiindulo sugar (meridian,
segédmeridian) iranyaban Kkiterjedtebb idomot a kezd&pont kordl hazott
koncentrikus korokkel kell korgydrikre osztani, és a terilettorzulasi tényez6t
az egyes korgyUrikre kulon-kulon kell szamitani.

Kis kornyezetben a fteriilettorzulasi tényez6 gyakorlati célokbol
helyettesithetd a terileti modulussal:

f~r.
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A sztereografikus vetilet magyarorszagi alkalmazasa

Magyarorszag kozepes fdldrajzi szélességében (¢ ~ 47°, [~ 43°) a
normalis elhelyezési érintd sztereografikus vetileten

a=b=I= L

=1155, r=a’=1,334.

cos? =

Az | és 7 szamértékébdl lathatd, hogy a normalis elhelyezésben a vetllet
nem alkalmas Magyarorszag geodéziai célu abrazolasara, mert egy 10
kilométeres ivhossznak mintegy 11,6 kilométeres sikhossz felel meg, és egy
100 km?-es gombfeliilet darabot mintegy 133 km? teriilet( sikidom abrazol.
Eppen ezért a sztereografikus vetiiletet geodéziai célra ferde
elhelyezésben hasznaljak ugy, hogy a vetlleti kezdépontot az abrazolando
terilet kozepe tajan helyezik el.

Az érint6 sztereografikus vetillet hossztorzulasa a vetileti kezdéponttol 127
km-re éri el az 1/10 000 értéket, ami kilométerenként 10 cm-es
hosszndvekedést jelent. Ha tehat ezt az értéket jelélnénk meg a geodéziai
abrazoldshoz még megengedhetd legnagyobb hossztorzulasnak, akkor az
érintd sztereografikus vetilet csak a vetlleti kezdépont korul rajzolt 127 km
sugaru koron belll hasznalhatnank. Metsz6 elhelyezésnél az abrazolhato
kor alaku terulet sugara 180 km, ha nem lépjuk tul az 1/10 000 értéki
hossztorzulast Ilyenkor viszont hossznoévekedés és hosszrovidilés is
jelentkezik.

A magyarorszagi bevezetés idején (1860 korul) metsz6 elhelyezésre nem is
gondoltak és a geodézia abrazolassal szemben sem tdmasztottak tulzott
koveteléseket, ezért csak két rendszert vezettek be. A korabeli
Magyarorszag tertletén egyébként 7-8 sztereografikus vetlleti rendszerre
lett volna szukseég.

Magyarorszagon két ferdetengelyl érint6 sztereografikus rendszer van,
illetve volt (8.3. abra):

1. Budapesti rendszer. Kezdépontja a Gellért-hegy felsérendi
haromszdgelési pont gdombi megfeleldje;

2. Marosvasarhelyi rendszer. Kezdbpontjia a Kesztej-hegy
fels6rendli haromszdgelési pont gémbi megfeleldje.

A szakirodalomban tévedésbdél egy harmadik sztereografikus rendszert is
emlitenek, az ivanicsit (lvani¢), amelyik tulajdonképpen vetiletnélkili
rendszer maradt.

A sikkoordinata-rendszer x tengelye mindkét rendszerben a kezd&pont

meridianjanak (a kezddmeridiannak) egyenesként jelentkezd képe, az X
tengely pozitiv aga dél felé mutat. Az y tengelyek mindkét rendszerben a
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kezdbpontban a kezddédmeridianra merdleges legnagyobb gombi korok
(segédegyenliték) szintén egyenesként jelentkez6 képei, az y tengelyek
pozitiv aga nyugat felé mutat.
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8.3. abra. A magyarorszagi sztereografikus vetiileti rendszerek

A marosvasarhelyi rendszert a Kiradlyhagdén tuli teriletek, a budapesti
rendszert az elébbiek kivételével az els6 vilaghabora elbtti Magyarorszagon
hasznaltak, ahol a hossztorzulas a Budapesttdl tavolabbi részeken erdsen
meghaladta az 1/10 000 értéket, s6t elérte az 1/1000 ertéket is.

A magyarorszagi sztereografikus vetlleti sikok az

R =6 378 512,966 m

sugarl un. régi magyarorszagi Gauss-gombot (alapfelilet) érintik, mely a
Bessel-féle ellipszoid simulogébmbje. A szamunkra legfontosabb budapesti
rendszer vetlleti kezdépontjanak (Gellért-hegy nevi haromszdgelési) gombi
féldrajzi koordinatai:

@o=47°26'21,1372", Ao =0°0"0,0000",

A jobb oldali érték azt jelenti, hogy a foldrajzi hosszusagokat a gellérthegyi
meridiantdl szamitjuk. A kezdémeridiantdl keletre levé pontok féldrajzi
hosszlUsaga pozitiv, a nyugatra levé pontoké negativ, azaz ellentétes az y
koordinata el6jelével.

65



Varga Jozsef: Vetllettan

A nagyméretaranyu (kataszteri) felmérésekben a sztereografikus vy, x
sikkoordinatakat hasznaltak. Topografiai célokra 1935-ben vezették be az un.
katonai sztereografikus koordinatadkat. A budapesti katonai rendszernél az y, x
orszagos koordinatakat C = 500 000 m-bél (8.4. abra), a marosvasarhelyi
katonai rendszernél C = 600 000 m-bdl kivonva nyerték a Y, X katonai
sztereografikus koordinatakat:

Y=C-y,
X=C-x.
+ X
A on | ZEmm =
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8.4. abra. A budapesti katonai sztereografikus koordinata-rendszer

Vetuleti hosszt, iranyszdget és terlletet az eltolt vagy az eltolas nélkuli
(vetlleti) koordinatakbdl egyarant szamithatunk, de egyéb vetlleti
szamitashoz mindig at kell térni az y, x vetlleti koordinatakra.

A teljesség kedvéért emlitést kell tenni a budapesti varosi sztereografikus
rendszerr6l (BOV). Az 1930-as években Budapest varosmérése céljara
nagypontossagu haromszogelési halozatot fejlesztettek ki. A varosi halozat
tobb pontja része az orszagos haromszogelési halézatnak is. A régi
magyarorszagi Gauss-gombon kifejlesztett varosi haromszdgelési hal6zatot
sztereografikus vetitéssel vitték at a vetileti sikra.

Az alapfeliletet és vetilleti kezd6pontot tekintve a budapesti varosi
sztereografikus rendszer megegyezik a budapesti orszagos sztereografikus
rendszerrel, kulonbség csak az abrazolt haromszdgelési hal6zatok
pontossagaban és tajékozasaban van.

A haromszdgelési haldézatok kulonbozésége miatt csak azonos pontok alapjan
lehet az orszagos sztereografikus és a budapesti 6nallé varosi rendszer kozott
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atszamitasokat vegezni, a koordinata-modszer nem alkalmazhatd. Azonos
pontoknak nevezzik azokat a pontokat, amelyeknek sikkoordinatait mindkét
vetuleti rendszerben ismerjuk.
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9. eléadas
A gdmb valds hengervetuletei
A valés hengervetiletek altalanos tulajdonsagai

A hengervetlletek (cilindrikus vetlletek) jellemzdje, hogy normalis
elhelyezésben az egyenlitd és a paralelkérok képei parhuzamos egyenesek.
A valos hengervetlletnek jellemzéje még, hogy normalis elhelyezésben a
meridianképek a henger alkotdival esnek egybe, tehat a hengerpalast sikba
fejtése utan a meridianképek egymassal parhuzamos és az egyenlité képére
merbleges egyenesek. A normalistél eltér§ (transzverzalis vagy
ferdetengelyli) elhelyezésben mindezek a segédfokhaldzati vonalakra
vonatkoznak. A tovabbiakban, ha réviden hengervetiletet emlitink, mindig
valés hengervetiletre gondolunk.

Hengervetllet keletkezhet ugy, hogy az egyenes kdrhenger palastjat érintd
vagy metsz6 helyzetben helyezzik a gémbhoz (a 9.1. abra) és a pontokat a
gombrdl perspektiv modon vetitjuk a henger palastjara, azutan a palastot egy
alkotdja mentén felvagva kiteritjik a sikba.

Gyakoribb azonban, hogy a hengervetilet nem perspektiv médon, hanem
kizar6lag matematikai uton felallitott vetileti toérvények szerint keletkezik.
llyenkor e henger csak szimbdélumnak tekinthetd, mert a vetuleti egyenleteket
kozvetlenll a gomb és a sik kdzott allitjuk fel.

i
~

9.1. abra. Normalis elhelyezés érint6 és metsz6 hengervetilet

Vizsgaljuk el6szor azt a helyzetet, amikor a hengerpalast normalis
elhelyezésben érinti a gombot (9.1 abra bal oldali része). (Normalis
elhelyezésben a henger tengelye egybeesik a gombnek a Fold
forgastengelyét helyettesité atméréjével.) Minthogy az egyenlité most a gémb
és a henger ko6zds vonala, az egyenlité egyenesként jelentkezé képén nincs
hossztorzulas.

68



Varga Jozsef: Vetllettan

A képfeluleten (a sikon) az egyenlité képét vesszik fel a koordinata-rendszer
y tengelyének. Kivalasztva az egyenlitén egy kezddpontot (az egyenlitd és
egy meridian metszéspontja) ennek képe a sikkoordinata-rendszer x tengelye.
A paralelkorok képei az y tengellyel parhuzamos egyenesek. Ezeknek
egymastol mért tavolsaga flugg a vetités maodjatdl, illetve torvényszeriségétél.
Mivel az egyenlitdn torzuldas nincsen (tehat az y tengelyen sincs), a
meridianképek az y tengelyt egymastd ugyanolyan tavolsagban metszik, mint
a megfelel meridianok az egyenlitét a gémbon (9.2. abra).

Ha a hengerpalast normalis elhelyezésben metszi a gdmbot, akkor a
metszésvonal az egyenlitére szimmetrikusan fekvé két paralelkér (9.1. 4bra
jobb oldali része). Ezek fdldrajzi szélessége nagysagra egyenld, elbjelre
kilénb6z6; sugaruk egyenl6. Ha a metszési paralelkérok foldrajzi
szélességének abszolut értekét ¢ m-mel, a gémb sugarat pedig R-rel jel6ljik,
akkor sugaruk (9.3. &bra):

'm = R cOS ¢ m.

Miutan a hengernek és a géombnek kozds vonalai a metszési paralelkorok,
ezek a torzuldsmentes vonalak, és ennek megfelelben a meridianképek
tavolsaga egymastol ugyanakkora, mint amilyen tavolsagokon a megfelel$
meridianok a metszési paralelkdroket metszik. A meridianképek tehat az
érintd helyzethez képest kdzelebb kertilnek egymashoz, vagyis slrisddnek.
Az egyenlit6 mar nem torzuldasmentes, hanem rovidil, meégpedig a
linearmodulus éppen az egyenlitébn éri el a legkisebb értékét. A vetlleti
kezdbépont és a koordinata-rendszer tengelyinek felvétele az érintd
elhelyezési hengervetiletnél megismert médon torténik.

Szogtartd hengervetiletre vonatkozdéan az érinté helyzetnek metszével
(redukalttal) torténd felcserélése azonos eredményre vezet, mint a vetuleti
méretaranynak a megvaltoztatdsa. Az my vetlleti méretarany-tényez6 a
metszeési paralelkdrnek az egyenlit6tdl valo tavolsagatol fugg:

Mo = COS @ m. (9.2)
Szogtartd hengervetlileten ugyanaz az eredmény adodik akkor is, ha nem a
hengert allitjuk metsz6 helyzetbe, hanem a gombot képzeljuk megkisebbitve
agy, hogy sugara

R’=cos ¢onm

legyen, és ezt a kisebb gdmbot érintve helyezzik el a szintén kisebb atméréji
hengert.

A normalis elhelyezéstdl eltér6 minden mas helyzetben mindaz, amit a valodi
fokhaldzati vonalrol mondtunk, a segéd fokhaldzati vonalakra vonatkozik.
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Linearmodulus a vetiileti féiranyokban és a tertleti modulus

Normalis elhelyezésli hengervetlileten, minthogy a meridianok és a
paralelkérok a géombdn, valamint képeik a henger palastjan, illetve a sikon
merélegesek egymasra, a vetlleti féiranyok: a meridian és a paralelkér iranya.
A linedrmodulusok kifejezését az érinté helyzethez az 9.2. abra alapjan
vezetjuk le. A sikkoordinata-rendszer y tengelye az egyenlit6 képe, az x
tengely pedig a kezdéponton atmené meridiannak a képe. (Ez utdbbinak
pozitiv agat dél vagy észak felé valasztjuk. Az y tengely pozitiv &gat ez utan
ugy kell felvenni, hogy abba az x tengely pozitiv agat az 6ramutato jarasaval
azonos iranyban lehessen 90°-os fordulassal beforgatni. Az 9.2. &bran az x
tengely pozitiv Agat északra vettik fel.)

//_‘_\ 4 +x
|

| d 19y
| [dx
"I R cOS¢
P v -
Sl ol . | eqyenlité képe i §
| >
egyenlité P‘[ﬂb

I
9.2. 4bra. Fokhaldzati vonalak elemi ivdarabjai és képik érinté hengervetileten

s S e
|
|

Az egyenlitd hossztartésagabdl, valamint abbdl, hogy a meridianképek az
egyenlit6 képére merbleges egyenesek, kovetkezik, hogy valamennyi
paralelkor képe ugyanolyan hosszu, mint az egyenlit6, és valamely pont y
koordinataja — attdl fluggetlendl, hogy a pont melyik paralelkéron van —
linearisan aranyos a foldrajzi hosszusaggal:

y=R 4 ésdy=RdA =dt,. (9.2)

Valamely ¢ foldrajzi szélességi paralelkdr elemi ivdarabjanak hossza a
gombon:

dsp,=Rcos ¢ dA.
Az ivdarab képének hossza:

dt,=RdA.
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A paralelkor iranya linearmodulus tehat:

Ipzdtp _ R dA _ 1 . 9.3)
ds, Rcospdl cose
A meridian elemi ivdarabjanak hossza:
dsm=Rdo.
Az ivdarab képének hossza:
dty, = dx .
A meridian irdnyu linearmodulus tehéat:
| o dt, __dx (9.4)
ds,, Rde
A teruleti modulus:
ST TR S (9.5)
R cosp do

Redukélt (metszd) helyzetben (9.3. bra) a két metszési paralelkdr hossztarto,
tehat valamennyi paralelkdrnek, és éppen ugy az egyenlitbnek a képe is
ugyanolyan hosszu, mint a metszési paralelkéroké. Ennek megfeleléen — a
pont helyzetétdl fuggetlenll — y koordinataja:

y=RcosS ¢oqm A4 es dy=Rcos pndAa,

€s igy a paralelkor iranyd linearmodulus:

dt, Rcosg,dl cosep, m,

I, = — - - _ (9.6)
ds, Rcosgpda COS@p COS@
A meridian iranyud linearmodulus természetesen most is:
dt
| Oty dx 9.7)
ds, Rde
A teruleti modulus:
m
el 1 = cosp, dx  mg dx (9.10)

R COS(pdqo_ R cospdg
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9.3. 4bra. Gombi fokhél6zati vonalak elemi ivdarabjai és képik redukélt hengervetileten

A normalistdl eltér6 minden helyzetben a valddi

@ €es ¢qn foldrajzi

szélességek helyett a segéd foldrajzi szélességek (¢’, ¢’'m) kerllnek a

képletekbe.

Normalis elhelyezésii érint6 szogtarté hengervetiilet

Vetileti egyenletek

A szogtartd hengervetulet vetuleti egyenletei levezetésének legegyszeriibb
modja az, ha a Tissot-féle torzulasi ellipszis féltengelyeinek a szdgtartd
vetlletekre vonatkozé a = b egyenléségebdl indulunk ki:

dx 1
Rde cosg’

atrendezés

do
CoS@

dx =R

és a két oldal integralasa utan:
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X =R Intan [45°+%j+c.

A c integralasi allandé abbdl a feltételbdl, hogy ¢ = 0°-ndl (az egyenliténél) x =
0, tehat:
0 =R Intan 45° + c,

amibdl c is egyenld zérussal. Az y egyenletét méar korabban felirtuk. A vetuleti
egyenletek tehat:

x:RIntan(45°+%j, y=R 1. (9.11)

A linearmodulus minden irdnyban és a terileti modulus:

1 g2 1 (9.12)

| = S
cos® ¢

cosg

A vetlleten a torzulasmentes egyenlitét nem tekintve, a hossztorzulas
mindenhol hosszndvekedésben, és ennek megfeleléen a terllettorzulas
terletnovekedésben jelentkezik. A linedrmodulus ¢ = 90°-nal (¢'= 90°-nal)

végtelenné valik, ami megfelel annak, hogy a pélus képe olyan hosszu
egyenes szakasz lenne, mint az egyenlité.

Mivel a normalis elhelyezésli szdgtartd hengervetiletet geodéziai célokra
csak az egyenlitd kozelében alkalmazhatd, vetlleti redukcidit kulon nem
vezetjuk le. Ezeket a redukciokat és modulusokat sziikseg esetén megkapjuk,
ha a ferdetengelyll szogtartdé hengervetiletekre levezetett altalanos
Osszefuiggésekbe a segéd foldrajzi koordinatak helyébe a valodi foldrajzi
koordinatakat, az mg helyébe pedig 1-et helyettesitiink be.

Normalis elhelyezési valodi hengervetuleten a vetuleti meridiankonvergencia
mindenhol zérus, mert a meridianok valodi képe parhuzamos egyenes a
kezddmeridian x tengelyul felvett egyenesként jelentkez6 képével.

A normalis elhelyezésii szogtarté hengervetilet foldrajzi hasznéalata

A szogtartd hengervetiletet Mercator (1512-1594) alkalmazta el6szor
tengerészeti célokra. A normalis elhelyezésli szogtartd hengervetuletet elsé
alkalmazoja utan Mercator vetlletnek is nevezik. A vetllet nagy elénye a
tengeri hajézasban és a repulésben jelentkezik, ugyanis két térképi pontot
egyenessel 0sszekdtve a loxodroma képét kapjuk (9.4. abra). Normélis
elhelyezésben ugyanis a meridianképek egymassal parhuzamos egyenesek,
eés mivel a vetllet szbgtartd, a loxodroma képéenek mindegyik meridianképet
ugyanolyan szdg alatt kell metszenie.
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9.5. dbra. Normalis elhelyezés(i szdgtartd hengervetilet

A normalis elhelyezési szdgtarté hengervetilet fokhalozati képét a 9.5. abra
mutatja. Az abran az is lathatdé, hogy a vetllet geodézia célra csak az
egyenlité menti tertletek abrazolasara alkalmas, de a foldrajzban is legfeljebb
a 60° szélességig hasznalhatd. A paralelkorok képei a pélus felé egyre
tavolabb kertlnek egymastél. A polus mar nem abrazolhatd, mert képe a
végtelenbe tavolodik.

Ferdetengelyi szogtarté hengervetiilet
Vetlleti egyenletek

Ferdetengelyl érinté elhelyezésben a henger a gdémbdot nem az egyenlitd,
hanem egy attdl eltérd legnagyobb gombi kor (segédegyenlit§) mentén érinti.
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Ferdetengelyl redukalt elhelyezésben a henger és a gdomb kdzds vonalai a
segeédegyenlitére szimmetrikusan elhelyezkedd torzulasmentes
segédparalelkérok. Ha a segédegyenlitére vonatkozé segéd foldrajzi
koordinatakkal szamolunk, akkor a normalis elhelyezésli hengervetiletekre
adott egyenletek ¢ helyett ¢’ és A helyett 1’ értelmezéssel valtozatlanul
hasznalhaték. A valédi és a segéd foldrajzi koordinatadk kozotti kapcsolatot az
1. eléadas anyagaban adtuk meg.

Kordbban mar emlitettiik, hogy szogtartdé hengervetiiletekre nézve a henger
redukalt elhelyezése az érintd elhelyezéshez viszonyitva csupan méretarany-
valtozast eredményez, de 0 fokhaldzati kép nem keletkezik. A méretarany-
valtozas tényezdje:

Mo = COS @ ’'m,

ahol ¢’ a metszési paralelkorok segéd foldrajzi szélessége. A vetlleti
egyenletek tehat:

y=RmoA’, x=Rm, Intan [45°+%J. (9.13)

Ha a sikkoordinatak adottak, akkor az elébbi egyenletekbdl:

¢':2arctanexp(RX ]—900, A= y 0. (9.14)

o R m,

Magyarorszagon érint6 és redukalt ferdetengelyl szogtartd hengervetileteket
is alkalmazunk geodéziai célokra. A fenti és a kovetkez6 szakaszok
0sszefluiggései a magyarorszagi hengervetiletekre egységesen hasznéalhatok,
szamitas kozben csak arra kell Ugyelni, hogy a megfelel6 vetllet
alapfeliletének R sugarat helyettesitsik be a képletekbe, és érintd
elhelyezésnél mg = 1.

Linearmodulus és hossztorzulasi tényez6

Az érint6 elhelyezésre vonatkozdé linearmodulus képletét ferdetengely(
redukalt elhelyezésnek megfeleléen atalakitva (9.6):

| =—o
CoSs @'

(9.15)

minden iranyban. Az érintd elhelyezésre vonatkoz6 linearmodulust azeért
kellett mo-lal szorozni, mert a képfellleti hosszak my-szorosukra valtoznak a
redukalt vetuleten.
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Az elébbi képletbdl kdvetkezik, hogy a linedrmodulus a legkisebb értékét ¢ '=

0°-nal veszi fel. Erintd helyzetben (my = 1) ez eggyel egyenls, tehat a
segédegyenlitén kivil mindig hosszndvekedés I1ép fel, mégpedig a
segédpolusok felé haladva, mind nagyobb mértékben. Redukalt helyzetben a
metszési segédparalelkorokén egységnyi a linearmodulus, k6zottik
hosszcstkkenés jelentkezik, mégpedig leger6sebb  mértékben a
segédegyenlitdbn, mig a metszésektdl a segédpdlusokig folytonosan ndévekvd
hossznagyobbodas mutatkozik.

A linearmodulus ¢’'= 90°-nél végtelenné valik, ami megfelel annak, hogy a

segédpolus képe egy egyenes szakasz, mégpedig éppen olyan hosszu, mint
a segeédegyenlitd, illetve redukalt esetben a metszési segédparalelkér. Az a
kérilmény, hogy a pontnak a képe véges nagysagu egyenes szakasz,
megfelel a végtelen torzulasnak. A segédpolus képe egyébkent nem
abrazolhat6, mert a végtelenbe kertil.

A linearmodulus sikkoordinatakbadl is meghatarozhato:
l=mo+ex?+gx*. (9.16)

Az e és g jelentése ugyanaz, mint a késébbiekben a hossztorzulasi tényez6
képleténél. A linearmodulus csak az x koordinatatél (¢ -t8l) fiigg, és x = 0%-nal

(a segédegyenlitén) egyenlé me-lal.

A linearmodulus képletébdl egyszerllen meghatarozhaté annak a
terlletsavnak a szélessége, amelyen belll a szogtartdo hengervetilet olyankor
alkalmazhat6, amikor nem engedink meg 1/10 000-nél nagyobb
hossztorzulast.

A szogtartd érintd hengervetllet linearmodulusa az y tengelytél 90 km
tavolsagra éri el az 1,0001-et, igy az érintési kor altal egyenlé szélességi két
fél savra osztott 180 km széles savon belll alkalmazhat6 a vetilet. Redukalt
szogtartd hengervetlilet a segédegyenlité altal egyenlé szélességl két fél
savra osztott 256 km széles savon belil alkalmazhat6 az el6bbi feltétellel (Ha
nem engednénk meg kilométerenként 10 cm-nél nagyobb hossztorzulast.).

A hossztorzulasi tényezd képletét a linearmodulusébdl vezethetjik le.
A hossztorzulasi tényezd:

m:£:m0+exf+fo2+g Xy, (9.17)
S

X, = : AX =X, =Xy,

X1 €S X, a véges hosszusagu vonaldarab végpontjainak koordinatai es
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Terileti modulus és terilettorzulasi tényezo

A ferdetengelyl szogtartdé hengervetilet terileti modulusa a segéd foldrajzi
szélességbél szamitva:

2
2 mO

’Z’:I =
Ccos

(9.18)

N

Q'

A képletbdl lathatd, hogy érint6 elhelyezés esetén (mp = 1) a segédegyenlitén
(¢'= 0% kivil mindenhol teriiletnévekedés lép fel, redukalt elhelyezésnél
pedig a metszési segédparalelkérok kozoétt tertletcsokkenésben a
segédparalekoroktél a segédpdlusok felé terlletndvekedésben jelentkezik a
tertlettorzulas.

A tertleti modulust altalaban a kdvetkezd 6sszefuggésbdl szamitjak:
r=mi +d x*+hx*, (9.19)

ahol

1 1
R® 3R*mZ

A terulettorzulasi tényezd levezetését mell6zzik. Ha a terllet y tengelyhez
legkdzelebb es6é hatarpontjanak x koordinatajat x;-gyel, a legtavolabb esé
pontjanak x koordinatdjat x,-vel jeldljik, akkor a terllettorzulasi tényezd
képlete:

di{x? + x, x, + x2
f=£=m§+ (1 ;2 2). (9.20)

Ha x, - x; kicsi, és a megkivant szamitasi élesség megengedi, akkor x;
egyenlének vehetd x,-vel, és

2 2
frmi+d x5 =7,

vagyis a terulettorzulasi tényezd a terlleti modulussal helyettesithet6. xs a
terllet sulypontjanak x koordinataja.

Ha az idom az x tengellyel parhuzamos iranyban kiterjedtebb, akkor az idomot

az y tengellyel parhuzamosan tertletsavokra (lamellakra) kell osztani, és a
tertlettorzulasi tényez6t teruletsavonkeént kell szamitani.
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Iranyredukcio

Szdgtartd hengervetlleten is a gombi szogfoloslegbél hatarozzuk meg az
iranyredukciokat. Miutan a ferde elhelyezésli hengervetiileteken a
segédmeridianok valddi képei az y tengelyre merbleges egyenesek, az y
tengelyre meréleges iranyban iranyredukcid nincsen. Ha tehat egy
tetsz6leges iranyu P; P, vonaldarab két pontjabdl merélegest bocsatunk az y
tengelyre (9.6. abra), akkor az igy keletkezett idom gombi szogfeleslege
csupan a P; P, vonaldarab két iranyredukcidjara oszlik el:

gplpz P, P, - |A12| + |A21| ’

P,

P

y —o . y

9.6. abra. Iranyredukciok szégtartd hengervetileten
Ha a P, P, irany parhuzamos volna az y tengellyel, akkor a ket iranyredukcié
abszolut értéke egyenl6, elbjeluk pedig kulonbozd lenne. Altalanos helyzeti

iranyban a két iranyredukcid nagysaga hosszu iranyokra is megfeleld
pontossaggal:

‘A12‘ :%g| +%g” ’

‘AZI‘ = %SI +§8u ;

ahol ¢, a P,P, P, P, téglalap gombi megfelel6jének szogfeleslege. (A P;-
P,egyenest a P; pontbdl az y tengellyel parhuzamosan haztuk.) Az ¢ pedig
a P, P, P, haromsz6g gémbi megfeleléjének szogfeleslege.

Az iranyredukciok képlete, amely 100 km-es tavolsagig biztositja a 0,001"-es
pontossagot:
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A,=ax, Ay —b Ax Ay —c x; Ay,

(9.21)
Ay,=—ax, Ay —b Ax Ay +c¢ x{ Ay,
ahol
P b= P c-_ P
2R’mZ’ 12 R*mZ " 6 R*'mg "’
X, = X, + X,
2

Ha a koordinata-kulonbségeket ugy képezzik, hogy a 2-es indexi
koordinatakbdl vonjuk ki az 1-es index(t, vagyis

AX =X, =X, €s Ay =Y,-Y:,

akkor a A, képlete a P;, a A, képlete a P, pontban el6jelhelyesen,
masodperc egységben adja az iranyredukciot.

9.6. abra. Ortodréma ivek vetitett képekének alakulasa szdgtartd hengervetileten

Az iranyredukcié elbjele szemléletbdl is megallapithatd, mivel hengervetlleten
a legnagyobb gombi kordk valodi képe mindig homora oldalat mutatja az y
tengely felé. Igy az y tengelyt nem metszd vonaldarabokhoz a két
iranyredukcid mindig ellenkezé el6jelli. Altalanos esetben a vonal két
végpontjan az irdnyredukcié abszolit értéke abban a pontban nagyobb,
amelyik tavolabb van az y tengelytél. Az x tengellyel parhuzamos vonalaknak
irdnyredukcidjuk nincsen, az y tengellyel parhuzamos vonalak végpontjain az
iranyredukcidk abszolut értéke egyenld, elbjellk ellentétes.
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A segédegyenlitét metszd legnagyobb metszé legnagyobb gdmbi koérivek
valodi képének az y tengelynél inflexiojuk van, és igy rajuk nézve eléfordulhat,
hogy a két iranyredukci6 egyez6 eléjelli (9.6. abra).

A kozolt egyenletek mindig el6jelhelyesen adjak az eredményt.

Vetlleti meridiankonvergencia

A normalis elhelyezésli hengervetllettel ellentétben a ferdetengely(
hengervetileten mar jelentkezik a vetileti meridiankonvergencia. Itt ugyanis a
segédmeridianok képei az x tengellyel parhuzamos egyenesek, mig a valédi
meridianok képe valamilyen gorbe vonal.

A meridiankonvergenciat altaldban a sikkoordinatdkbdl szamitjuk. Az alabbi
0sszefuggések kozil valaszthatunk:

cosh R X sin R y
tan u = mox Mo (9.22)
cot g, —sinh cos Y
R mg R mg
vagy pedig
p'=iy+jx y—ky3+nx2y—p(xy3—x3y)—
(9.23)

—r| x%?®- Xy _y° .
2 10

Az egyitthatok:

Jol

i P 2
i = tan ¢, =—C _tan¢,,
p" _
k:6R3mg tangoo(1+2tan2(po), n =3k,
pll
p= 3R tanz(po(2+3tan2 goo),
r——P __tan @ (1+ 20tan’ ¢, + 24 tan* goo).
12R°mg
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10. elb6adas
A ferdetengelyii szogtartdé hengervetiilet magyarorszagi alkalmazasa
A ferdetengelyii érintd szogtarté hengervetilet alkalmazasa

A részletes felmérésekkel szemben tAmasztott szigorubb kdvetelményeket az
orszag egész teruletére a sztereografikus vettleti rendszer nem elégitette ki,
mert a kezdéponttdl szamitott 127 km sugaru kdrdon a hossztorzulas mar eléri
a kritikus 1/10 000 mértéket. Az elsé vilaghaboru elétti Magyarorszagon a
budapesti rendszert a kezd6ponttdl 420 km-ig alkalmazni kellett (1/1000)!

Az el6bbiek miatt az alapfelilet és a haromszogelési halézat megtartasa
mellett harom ferdetengely( érinté hengervetlleti rendszert vezettek be azzal
a megkotéssel, hogy a Gellért-hegy ponttol szamitott 127 km sugard koron
belll a sztereografikus vetilet tovabbra is érvényben marad. A hengervetilet
bevezetésekor nem engedtek meg 1/10 000-nél nagyobb hossztorzulast,
ezért kellett tdbb vetileti rendszert alkalmazni. A hengervetiilet bevezetése
Fasching Antal (1879-1931) nevéhez flizédik.

10.1. 4bra. A ferdetengely( érinté hengervetiileti rendszerek
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Magyarorszagot harom ferdetengelyl érinté szdgtartd hengervetilet fedi. Az
északi rendszer (HER) a 47° 55 foldrajzi szélességtél északra es®
terliletekhez, a k6zépsé rendszer (HKR) a 46° 22’ és a 47° 55 foldrajzi
szélességekkel hatarolt savhoz, a déli rendszer (HDR) pedig a 46° 22’
foldrajzi szélességtél délre esé terlletekhez tartozik.

Mindharom képzeletbeli henger a Gellért-hegy felsérendli haromszdgelési
pont meridianjara meréleges legnagyobb gombi kér (segédegyenlitd) mentén
érintt az R = 6 378 512,966 m sugaru régi magyarorszagi Gauss-gombot
(10.1. abra). A gellérthegyi meridian egyenesként jelentkez6 képe adja a
hengervetuleti rendszerek k6z6s x tengelyét, a vetlleti kezdbépontokon
atmend, a kezdémeridianra meréleges segédegyenlitbk képei pedig az y
tengelyeket (10.2. abra). A koordinata-rendszerek délnyugati tdjékozasuak.
Az &abra sematikus, mert a sikkoordinata rendszerek val6jdban méas-mas
sikban vannak. A rendszerek csatlakozasa mentén, illetve egy bizonyos
szélességli savban a haromszoégelési pontok koordinatéit a két csatlakozo
savon is kiszamitottak.

HER
+ y -
Gellért-hegy
HKR
+y =
@
o
QD
4
c
=
B
@
E
=]
o
N
g
HDR
+y -

l

+x

10.2. 4bra. Az érintd hengervetileti rendszerek koordinata-rendszerei
A kezddpont gombi foldrajzi szélessége:

az északi rendszerben (HER) ¢ = 48° 46’ 02,0000",
a k6zépsé rendszerben (HKR) ¢ o=47° 06" 0,0000"
a déli rendszerben (HDR) ¢ o= 45° 31’ 59,0000".

Kalén ki kell emelni, hogy a Gellért-hegy pont egyik hengervetileti
rendszernek sem kezddpontja (a Gellért-hegy pont gombi foldrajzi szélessége
47° 26’ 21,1372"), és kapcsolata a hengervetileti rendszerekkel csak annyi,
hogy meridianja a hengervetulleti rendszerek kezdémeridianja.
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Az érint6 hengervetlletek bevezetésekor (1908) a Gellért-hegy pont
alapfellleti koordinatait Gjra meghataroztak, és a haromszogelési halézat
tajéekozasat is megvaltoztattak ugy, hogy a Gellért-hegy pontbdl kiindulé egyik
haromszogoldal azimutjat 6,44"-cel csokkentették. A hengervetileti
rendszerekre az igy elforgatott hal6zatot vetitették, viszont a reégi
sztereografikus koordinatakat valtozatlanul hagytadk, mert a nagyméretaranyu
felmérések addigra nagyrészt sztereografikus vetlletben elkészlltek. Ebbdl
kovetkezik, hogy amikor egy pont budapesti sztereografikus és a
hengervetileti koordinataibol kiszamitjuk az alapfellleti koordinatakat,
egymastol kilénb6zé értékeket kapunk.

A 10.3. abran Py -val és Pg; -szel jeloltik egy P pont sztereografikus és
hengervetileti képét. Szaggatott vonallal a Gellért-hegy pontot a P ponttal
0sszekotdé szakasz hengervetlleti képét jeloltik, a folytonos vonalak
sztereografikus vetlleti képek. Ez utObbiak — a hengervetileti rendszerek
kozbs x tengelyét is beleértve — egyenesek, mert azimutalis vetilet
kezddpontjan atmend gombi geodéziai vonalak képei. A kozottuk levé szogek
ugyanakkorak, mint a gémbi megfeleldik.A sztereografikus és a hengervetuleti
koordinatakbdl szamithatdé azimutok kilonbsége (tdjékozasi kiulbénbség) csak
a Gellért-hegy pontban 6,44”, mashol ezzel kdzel egyenld, egy-egy pontban
allando értek:

y=a, —a, =644" (10.1)

6,44"

.

Gellért-hegy

10.3. abra. A sztereografikus és a hengervetiileti rendszerek tajékozasi kilénbsége

A vetlleti szamitasokhoz a ferdetengelyl szdgtarté hengervetilet altalanos
Osszefuiggéseit hasznalhatjuk, ha R helyébe a régi magyarorszagi Gauss-
gomb sugardt, ¢, helyébe a megfelel6 hengervetlleti rendszer
kezdbpontjanak gombi foldrajzi szélességét, és az my helyébe 1-et
helyettesitlnk.

Ferdetengelyl érint6é hengervetiletben csak nagyméretaranyu (kataszteri
térképek) készultek.
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Ferdetengelyi redukalt szogtarté hengervetiilet (EOV)

Az 1975-ben bevezetett () vetileti rendszeriink alapfeliilete az IUGG1967
ellipszoid simulégdmbje (4j magyarorszagi Gauss-gémb), melynek sugara:

R = 6 379 743,001 m. A gémbrdl egyetlen ferdetengelyl redukalt szbgtartd
hengervetllettel vetitiink a sikra. Ezt a vetlletet Egységes orszagos vetlleti
rendszernek nevezzik (EOV). Azért vezettek be redukalt vetiletet, hogy az
orszag egész teriletét egyetlen vetileti sikon lehessen abrazolni (10.4. abra).

segedegyenlité

10.4. abra. Ferdetengely( redukalt hengervetilet

A hagyomanyoknak megfelel6en itt is gellérthegyi a kezdémeridian. A vetuleti
kezd6pont a kezdémeridian

@ o= 47° 06’ 0,0000”

gombi foldrajzi szélességgel jellemzett helyén van. (Ez a kezd6pont a terepen
nem azonos a HKR kezd&pontjaval, mert a szamszerlien megegyez6 foldrajzi
szelesség itt masik ellipszoidhoz simuldé masik Gauss-gdmbre vonatkozik. A
két kezdépont tavolsaga mintegy 346 m.)

A redukalds miatt a segédegyenlitbre szimmetrikusan elhelyezkedd két

segédparalelkér torzulasmentes, ezek segédfoldrajzi szélességének
koszinusza egyenld a vetuleti méretarany-tényezével:

84



Varga Jozsef: Vetllettan

Mo = cos ¢;, = 0,99993.

A torzulasmentes segéd paralelkorok kozott hosszrévidilés jelentkezik,
amelynek maximuma a segédegyenlitén: -7 cm/km (mivel |nin = My =
0,99993), ami a segédegyenlitén 7 cm/km-es hosszcsokkenést jelent. A
hossztartdo segéd paralelkérok és az orszag eszaki, illetve déli hatara kozott
hosszntvekedés Iép fel, amelynek maximuma az orszaghatar legészakibb
pontjan +26 cm/km (I = 1,00026), a legdélibb pontjan pedig +23 cm/km (I =
1,00023) (Lathaté, hogy a tobb vetlleti rendszer elkerllése érdekében
engedményt tettek a hossztorzulds korabban megengedett szélsé értéke
tekintetében.)

+ X

A (=T00026  (+26cmlkm)
= 1,00000 (0 cm/km)
______________________________ A |
7 hC |
R 5 ‘m75km
(0] ;
P B (-0.99993=my | | (7 emlkm)
G T i
[
N\
‘m?Skm
[ = 1,00000 l (0 cm/km)
2emikm) . | t=1,00023

10.5. &bra. Az EQV hossztorzulasi viszonyai

A sikkoordinata-rendszer x tengelye a kezdémeridian egyenesként jelentkezé
képe, az y tengely pedig a segédegyenlitd egyenesként jelentkezé képe. A
negativ eldjell koordinatak elkertlése végett, a vetités végrehajtasa utan — a
koordinata-tengelyek parhuzamos eltolasaval — egy segéd koordinata
rendszert vesznek fel (10.5. abra). A vetlleti (y, X) koordinatdk és a segéd
rendszerben értelmezett (Y, X) sikkoordinatak k6zotti kapcsolat:

Y = y + Yo,
(10.2)
X =X+ Xg,
ahol Yo = 650 000 m, Xo =200 000 m.
A 10.6. abra szerint az orszag egész tertletén
X<400000m<Y. (10.3)
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+X X
r & 1 X =400 km _
51AG
0 R
aR
"{ T * +y
G
g o
75
S 1%,
I
> Yo
~ 1 » +Y

10.6. &bra. A sikkoordinata-rendszer kezddpontjanak eltolasa EOV-n

Tehat az eltolt koordinata abszolut értékébdl kdnnyen elddnthetd, hogy Y
vagy X koordinatarol van szé. Természetesen mindenféle vetlleti szamitas a
vetlleti (y, x) koordinatakkal végezhetd. (Kivétel az iranyszdg-, tavolsag- és
terlletszamitds, amely vetileti és eltolt koordinatakkal egyarant
végrehajthatd.) A vetlleti szamitdsokhoz a ferdetengelyl szogtartd
hengervetilet altalanos 0sszefliggéseit hasznéljuk, az EOV megfeleld
allandodinak behelyettesitésével.

EOV vetlleti térképek az Egységes orszagos térképrendszer (EOTR)
szelvényrendszerében késziilnek.
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11. el6adas
Az ellipszoid vetlletei
Vetités ellipszoidrdl a gémbre
A vetités altalanos szempontjai

Ha forgasi ellipszoiddal helyettesitjuk a Foldet, de a felszinét gombén
(féldgbmbon) kivanjuk abrazolni, akkor az ellipszoidon elképzelt alakzatokat
az ellipszoidrél gombre kell vetiteni. Ugyancsak gombre kell vetiteni akkor is,
amikor a Foldet ellipszoiddal helyettesitjik, de a sikon olyan abrazolasi modot
alkalmazunk, amelynek vetlleti egyenletei a sik és a gomb kozott
kozvetitenek. llyenkor el6szoér az ellipszoid felszinérél a gémb felszinére,
majd arrol a sikra vetittink.

Az ellipszoidrol a gdmbre torténd vetitésnek csak akkor van gyakorlati
értelme, ha feltételnek kikotjuk, hogy az ellipszoid paralelkéreinek a gémbdn
is paralelkorok, illetve meridianok feleljenek meg, tovabba, hogy az ellipszoid
paralelkdéreinek gémbi képén az ellipszoid meridianjainak képe altal hatarolt
ivdarabok aranyosak legyenek a megfelelé ellipszoidi ivdarabokkal, vagyis a
gombon a meridianképek a megfelel6 meridianok  foldrajzi
hosszusagkulonbségével aranyos hosszusagi ivdarabokra osszak a
paralelkorok képét.

Tekintettel arra, hogy az ellipszoidrél a gombre torténd vetités soran, mind az
alapfeltleten, mind pedig a képfeluleten foldrajzi koordinatakkal szamolunk,
az ellipszoidra és a gdmbre vonatkozé foldrajzi  koordinatak
megkulonboztetése vegett az ellipszoid fbldrajzi koordinatait gorog
nagybetikkel jeloljuk:

o =f(@). (11.1)
Azt a kdvetelmeényt pedig, hogy a gombi paralelkéroket a gombi meridianok
ugyanolyan aranyban osszak, mint a paralelkdroket a megfelelé meridianok
az ellipszoidon, a

A=nAA (11.2)
feltétellel fejezhetjik ki, amelyben az n egy aranyszam és

AA=A- Ay, (11.3)

ahol A, a kezdémeridian ellipszoidi foldrajzi hosszuséaga.

A f6ldgémbon vald abrazolashoz, és altalaban a gdmbre térténé foldrajzi célu
vetitéskor megkoveteljuk, hogy az ellipszoid egyenlitdjének a képfellleti
gdémbdn is egyenlitd felelien meg, vagyis
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@ =0°-hoz ¢ =0° (11.4)

tartozzon. Megkoveteljiuk tovabba azt is, hogy az ellipszoid teljes fellletét
abrazolhassuk a gdémbdn, és ennek megfeleléen a gdombi paralelkdrok teljes
képei legyenek az ellipszoid paralelkéreinek. Ebben az esetben a A =nA A-

ben kifejezett feltétel csak akkor teljesulhet, ha
n=1. (11.5)

A geodéziai dbrazolas ettél eltéréen csak kisebb teruletre terjed ki, és ilyenkor
azt sem koveteljuk meg, hogy az ellipszoid egyenlit6jének képe a gomb
egyenlitéje legyen, sem pedig azt, hogy a gémbi paralelkérok az ellipszoid
paralelkdreinek egészét abrazoljak. A geodéziai abrazolasban tehat sem a
egyik feltéetelt sem kotjuk ki.

A tovabbiakban csak a szamunkra fontosabb geodéziai célu vetitésekkel
foglalkozunk részletesen.

Linearmodulusok a vetuleti féiranyokban

Mivel a fokhalozati vonalak ugy az ellipszoidon, mint a gdmbdn derékszogi

vonalrendszert alkotnak, a vetlleti féiranyok: a meridian és a paralelkor
iranya. A (11.1. abra) alapjan a meridian iranyu linearmodulus:

11.1. 4bra. Fokhaldzati vonalak elemi ivdarabjai ellipszoidon és képiik gdmbén

_dt, Rde
" ds. Mdo'

m

(11.5)

ahol R a gdmb sugara, M pedig az ellipszoid meridian iranya gérbuleti sugara
a vizsgalt pontban. A paralelkor iranya linearmodulus pedig:

_dt, Rcosgpda

I - - ]
P d s, Ncosa®dA
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ahol N az ellipszoid harantgorbuileti sugara a vizsgalt pontban. Mivel
dA=ndA
a paralelkér iranya linearmodulus képletének végleges alakja:

| —n RcospdA

— 11.6
P N cos®dA ( )

A paralelkdrdk az azonos torzuladsu vonalak.

A Gauss-féle igen kis hossztorzulasu szogtartdo gombi vetilet
A vetlleti egyenletek

Ha a vetllet szogtartd, akkor a meridian (11.5) és a paralelkor iranyu
linedrmodulusoknak (11.6) egymassal egyenlének kell lennitk:

Rdg - Rcos¢o
Md® Ncos® '

Az egyenletet rendezve:

do M do

cosep N cos®

, majd behelyettesitve M (3.1) és N (3.2) alatti kifejezéseit

M__1-&
N 1-&sin*@’
Tehéat

do - 1-¢? do
cosp 1-g’sin® cos®’

A bal oldalt ¢, a jobb oldalt @ szerint integralva:
_ &
Intan| 45°+ 2 | = nin| tan| 45°+ £ l_gﬂ 2 fink,
2 2 \1+¢esin®
ahol k integrélasi allandd, ¢ pedig az ellipszoid els6 numerikus excentricitasa.

A numerusokra attérve az ellipszoid szogtartd gémbi vetiletének a foldrajzi
szélességre vonatkozo egyenletét kapjuk:
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ne
tan| 450+ 2 | =k tan"[ 450 4+ L [ 1=€SINP ) 2. (11.7)
2 2 \1+e&sin®

A foldrajzi hosszusagra vonatkozo vetuleti egyenlet pedig
A=nAA. (11.8)

A k-t és n-et az ellipszoid és a gomb kolcsénds helyzetébdl lehet
meghatarozni.

A vetllet kovetelményei és allanddinak meghatarozasa

A Gauss-féle igen kis hossztorzulasu gombi vetllettel szemben tamasztott
kovetelmények a kovetkezdk:

1. Mar ismert feltétel: a vetllet szogtartd legyen.

2. Mar szintén ismert feltétel: az ellipszoid paralelkdreinek és
meridianjainak képe a gdmbon is paralelkor, illetve meridian legyen, és
a gdmbi paralelkéroknek a meridianokkal hatarolt ivdarabjai aranyosak
legyenek az ellipszoid megfelel6 paralelkoreinek a megfeleld
meridianokkal hatarolt ivdarabjaival.

3. Valamely egyszer és mindenkorra megvalasztott paralelkdr, a
normalparalelkor torzulasmentes legyen.

4. A linearmodulus barmely pontban az egységtdl legfeliebb csak
harmadrend( kis mennyiséggel kiulénb6zzén. (Ez azt jelenti, hogy a
linearmodulus fliggvényeét a normalparalelkérnél sorbafejtve, a sornak
azok tagjai, amelyek az elsé, illetve a masodik differencialhanyadost
tartalmazzak, zérusok legyenek. Ez pedig csak ugy lehetséges, ha
maguk ezek a differencialhanyadosok is egyenl6 zérussal.)

Az 1. és 2. kovetelményt a (11.7) és (11.8) vetlleti egyenletekkel mar
kielégitettiik. A 3. és 4. kovetelményt ad médot arra, hogy az n és a k
allandét, valamint a gdmb sugarat meghatarozzuk.

A 4. feltételbdl kiindulva a kovetkez6 harom egyenléséghez jutunk (a
normalparalelkérre vonatkozé adatokat n indexszel jeldlve):

nsing, =sin®,, (11.9)
R=\yM,N,. (11.112)
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Az egyenletekben R a gdmb sugara, M, €s N,, az ellipszoid meridian iranyu és
harantgorbuileti sugara a normalparalelkérnél, V, pedig az ismert ellipszoidi
segédmennyiség a normalparalelkérre vonatkoztatva:

V,, =1+ &' cos Dy,

ahol ¢’ az ellipszoid masodik numerikus excentricitasa.

Az ellipszoidi és a gbmbi normalparalelkdr 6sszetartozo értékei a (11.10)-bél
hatarozhatok meg. Ha a normalparalelkor foldrajzi szélességét az ellipszoidon
valasztjuk meg, akkor a megfeleld gombi szélesség kdzvetlenul szamithato.
Ha azonban a megvalasztas a gbmbon torténik, akkor az ellipszoidra
vonatkozo foldrajzi szélességet csak fokozatos kozelitéssel szamithatjuk.

A normalparalelkér 6sszetartozd @, és ¢, foldrajzi szélessége ismeretében

(11.9)-bél meghatarozhaté az n allando értéke, a (11.11)-bdl pedig az
ellipszoid normalparalekéréhez tartozé kdzepes sugard gémb sugara. Végul a
k allandét a foldrajzi szélességre vonatkozd (11.7) vetlleti egyenletbél

szamitjuk ugy, hogy a @, és a ¢, 0sszetartozo értékpart, valamint a mar
meghatarozott n allandét helyettesitjiik. igy az egyenletbdl a k, mint egyetlen
ismeretlen egyértelmien meghatarozhato.

Mivel a vetllet dsszefiiggéseit K. F. Gauss vezette le, a (11.11) képlettel
meghatarozott sugart gdmbot a szakirodalom Gauss-goémbnek is nevezi.
Linearmodulus és hossztorzulasi tényez6

Linearmodulus az ellipszoid szogtarté gombi vetiletén:

_nRcospJ1-¢’sin’ @

acos@

=1

ahol az n index a normalparalelkérre utal, tovabbda R a gdbmb sugara és a az
ellipszoid fél-nagytengelyének hossza.

A hossztorzulasi tényezét a linearmodulusbdél szamithatjuk:

m = (Ip+41 +15).

oO|R

S
S

S a geodéziai vonaldarab hossza az ellipszoidon, s a gdombre vetitett
legnagyobb gombi koriv hossza, |; és |, a linearmodulus a vonaldarab két
végpontjan, I, pedig a vonaldarab kdzepén.
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Azimutredukcio6

Ha az ellipszoid két fellleti pontjanak gémbi képe kozott meghluzzuk a
legnagyobb gdombi kérivet, az altalaban nem azonos az ellipszoid geodéziai
vonaldarabjanak pontonként vetitett valédi képével (11.2. abra). Mivel a

vetités szogtartd6 modon torténik, az a1 €s a, szogek megegyeznek az
ellipszoidi azimutokkal, mig az o7 és a) szogek a gombi azimutok. A
megfelel6 szdgek kildnbségei az un. azimutredukciok:

A1p =aj—ag,

Ax1=ay—ay,

melyeknek fogalma lényegében hasonl6 a goémb vagy az ellipszoid
sikvetiletei masodik iranyredukciojanak fogalmahoz. Az azimutredukcio
elbjelét ugy értelmezzuk, hogy a redukciot elbjelhelyesen hozzaadva az
ellipszoidi azimuthoz, a gdmbi azimutot kapjuk.

11.2. dbra. Az azimutredukci6 értelemezése

Az azimutredukcio a meridian iranyaban zérus, €s amikor az irany mindkét
végpontja ugyanazon a paralelkéron van, akkor maximalis. A 19. szazadi
kettOs vetitésnél az azimutredukcid szélsé esetben 50 km-es hossznal is csak
0,007” volt, az uj kettds vetitésnél pedig még ennél is kisebb, igy hazankban
még az elsérendl haromszogelési halézatban sem vették soha figyelembe.
Gyakorlatilag az ellipszoidi azimutokat gdmbi azimutoknak tekintjik.

A kettés vetités elve és alkalmazasa a magyar geodéziaban

A geodéziai abrazolasban altalaban ellipszoid az alapfelilet. A vetités az
ellipszoidrél sikra, illetve sikba fejthet6 fellletre torténhet kdzvetlendl, vagy
kozvetve is ugy, hogy az ellipszoidrdl elészor gdombre vetitink szogtartd
modon, majd a gombrél térink at a sikra, illetve a sikba fejthetd fellletre,
tehat kettds vetitést vegzunk.
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Kisebb terlletli orszagban, az ellipszoid és az orszag kozepe tajan az
ellipszoidhoz szamitott simulégémb felszine csak olyan kis mértékben tér el
egymastol, hogy a fels6égeodéziai mérések nagy része is megengedi az
ellipszoid fellletének gombbel valé helyettesitését. Ez a korilmény kilonésen
akkor jelentett nagy munkamegtakaritast, amikor a szamitasokat
logaritmussal, kés6bb mechanikus szamoldgéppel végezték. A gdomb és a sik
kozotti matematikai 6sszefliggések ugyanis jéval egyszerlbbek, mint az
ellipszoid és a sik kozotti egyszer( vetitéskor. Ma mar nem jelent nehézséget
az ellipszoidrdl a sikra torténd kdzvetlen atszamitas sem.

A kettds vetités elvét a Gauss-féle igen kis hossztorzulasu szdogtarto gombi
vetllet felhasznalasaval vilagviszonylatban Magyarorszagon alkalmaztak
elészor (1857). A haromszdogelésben a mért iranyértékeket ellipszoidinak
tekintették, de a gbmbre valé attéréskor azimutredukciét nem alkalmaztak.
Még a torténelmi Magyarorszag eszak-déli kiterjedésében sem volt sziikséges
azimutredukciot szamitani, mert értéke 50 kilométeres hosszon is szélsd
esetben csak 0,008” volt, ami csupan +2 mm linearis ingadozasnak felel
meg. A linearmodulus eltérése az egységtdl pedig mintegy 1/4 millié volt.
Magyarorszag mai tertiletén ezek az értékek lényegesen kisebbek.

A korabbi magyarorszagi gémbi vetilet alapfeliilete a Bessel ellipszoid. A
képfellletet az aun. régi magyarorszagi Gauss-gémb szolgaltatja. Ez utobbi
normalparalelkérének foldrajzi szélességét valasztottak meg kerek értéklinek:

¢ n =46° 30" 0,000 00".

Ehhez a Bessel ellipszoidon a

@, = 46° 32' 43,410 41"

foldrajzi szélesség tartozik.
A régi magyarorszagi gombi vetilet allandoi:

R =6 378 512,966 m,

k=1,003016 135133, n=1,000 751 489 594.

A régi Gauss-gombrél a sikra 1908-ig sztereografikus vetulettel tértek at,
azota pedig emellett még harom ferdetengelyl érint6 szdgtartd
hengervetiletet is hasznalnak.

Az Uj magyarorszagi gbmbi vetllet alapfelilete az IUGG1967 ellipszoid. A
képfellletet az Gn. Uj magyarorszagi Gauss-gdbmb adja. Az ellipszoid
normalparalelkérének foldrajzi szélességét valasztottak meg kerek értékiinek:

@, =47° 10’ 0,000 00",

Ehhez az 4j gémboén a
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¢n=47°07" 20,057 80”

foldrajzi szélesség tartozik.

Az Uj magyarorszagi gémbi vetilet allandoi:

R =6 379 743,001 m,

k =1,003 110 0083, n = 1,000 719 7049.

Az () Gauss-gombrél a sikra egyetlen ferdetengelyl redukalt szogtartd
hengervetulettel térink at.

A foldrajzi hosszUsagot — a régi és az 0j gdbmbon egyarant — a gellérthegyi
meridian gdombi megfeleljétdl szamitjuk.

Kettos vetités

Régi Uj
f
alapfeliilet B.esse’.- IUGG1967-
ellipszoid ellipszoid

7]
‘O
- Gauss-féle szégtarto
O vetiilet i ; ..g
e gombi vetiilet
ol

h képfeliilet

r alapfeliilet
')]
‘Q

Sztereografikus (STG)) =
Q vetiilet majd ferdetengelyii |(Ferdetengelyd redu-
‘O érint6 hengervetiiletek)| kalt hengervetiilet
S (HER,HKR, HDR) (EOV)
™
képfeliilet képsik képsik

11.3. 4bra. A magyarorszagi kettés vetitések
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Foldrajzi koordinatak atszamitasa az ellipszoid és a gémb kdzott

A Gauss-féle igen kis hossztorzulasu szogtartdé gombi vetllet vetileti
egyenletei a kovetkezdk:

ne

tan| 450+ 2 | = k tan"| 450+ L [ 12ESNP 2 (11.12)
2 2 \1+esin®

A=NAA. (11.13)

A vetllet allanddinak és az ellipszoidi foldrajzi szélességnek az ismeretében a
gombi foldrajzi szélesség (11.12)-bél egyszerlien szamithaté. A forditott
mivelet csak fokozatos kozelitéssel végezhet6 el, mert @ és a sin®@ is
szerepel a képletben.

Korabban, amikor a szamitasokat logaritmussal, vagy
szogfluggvénytablazattal és mechanikus szamoldgéppel végezték, a (11.12)
vetuleti egyenlet megoldasa meglehetésen nehézkes volt. Az atszamitasok
megkonnyitésére a Bessel ellipszoidrdl a régi magyarorszagi Gauss-gémbre
torténd atszamitashoz Marek Janos (1834-1900) és Hoffmann Ferenc (1828-
1900) készitettek tablazatot. A tablazat a ¢ gdémbi foldrajzi szélesség minden
kerek 10”-ére megadja a @ - ¢ kulonbséget. Az adatok kozott interpolalni

kellett.

Mivel a (11.12) megoldasa szamitogéppel nem jelent nehézséget, az
IUGG1967 és az () magyarorszagi Gauss-goémb kozotti foldrajzi szélesség
atszamitas ceéljara tablazatot nem készitettek.

A gombi szélességbdl ellipszoidi szélesség szamitasahoz (11.12)-bél:
1

tan(45°+¢j
2
K l-gsin® \z2
i 1+ esin® |

El6szor helyettesitsik az adott ¢ gombi szélességet a nevezd ellipszoidi @

szélességének helyébe. Ezutan mindig az egyre jobban kozelit6 @ -t
helyettesitjuk az egyenlet jobb oldalaba. A fokozatos kdzelitést akkor hagyjuk
abba, amikor a kapott @ érték az el6z6t6l a megkivant szamitasi élességet
figyelembe véve mar nem kulénbozik.

@ = 2arctan -90°.
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Az ellipszoid és a gomb kozotti vetitést megkivand feladatok

Az ellipszoidrél a gdmbre vagy a gombrdl az ellipszoidra valé — geodéziai
célbdl végzett — atszamitasra altalaban a kdvetkezd feladatok soran lehet
sziikséq:

1. Ha az orszagos elsérendi haromszdgelési haldézat kiegyenlitése az
ellipszoidon torténik, és kiszamitjuk azon a pontok ellipszoidi
koordinatait (@, A), akkor az elsérend(i haromszdgelési haldzat

pontjait a tovabbi geodéziai munkalatok céljaira — abban az esetben,
ha ezekben a munkalatokban gomb alapfelilethez tartozo sikvetiletet
alkalmazunk -, a gémbre, majd a sikra kell vetiteni.

2. Ha az orszagos elsérendl haromszogelési haldézat kiegyenlitése a
gbmbon vagy az egyik olyan sikvetlleten torténik, amelynek
alapfelllete gomb, akkor vissza kell térnink az ellipszoidra, hogy a
fuggbvonal elhajldasok megallapitasa céljabol az  ellipszoidi
koordinatdkat 0Osszehasonlithassuk a fdldrajzi helymeghatarozas
adataival.

3. Ha egymastdél nagyon tavol levé pontok Osszekotd iranyat kell a
terepen kijelélnink olyan haromszdogelési haldézat alapjan, amelynek
sikvetileti rendszere gomb alapfelllethez tartozik, és a pontok
koordinatdi csak az ellipszoidon adottak.

Az ellipszoid valos sikvetuletei

A hengervetlletekr6l a gbmb hengervetlleteinek targyalasa soran
altalanossagban mondottak az ellipszoid hengervetileteire is vonatkoznak, de
itt gyakorlati értelme csak a normalis és az egyenlitéi hengervetuletnek van.
Az utbébb emlitett elhelyezés mellett is Aaltalaban csak a szogtartd
hengervetilet két valtozatat hasznaljak geodéziai célra: az érint6 Gauss—
Kriger-vetiletet és a redukalt UTM-vetlletet (11.5. abra).

Az ellipszoid val6s hengervetiletei is lehetnek szogtartdk, terllettartok és
olyanok, amelyeken a meridianok hossztartok. A henger elhelyezhetd érint6é
és redukalt helyzetben, és teljesitheték mindazok a feltételek, amelyeket a
gomb val6s hengervetiileteivel kapcsolatban targyaltunk. igy példaul
kikothet6, hogy az abrazolandd terulet hatarparalelkorein egyenld legyen a
hossztorzulas. A  kivanalmak Iényegében ugyanugy teljesithet6k
matematikailag, mint a goémb hengervetileteire, de természetesen az
ellipszoid bonyolultabb matematikai viszonyainak megfeleléen bonyolultabb
matematikai levezetésekkel és képletekkel.

Hengerre a vetités az ellipszoidrdl is torténhet perspektiv mddon, de ezeket a
vetlleteket a gyakorlatban csak ritkan hasznaljak.
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! |
11.3. &bra. Az ellipszoid normalis elhelyezési érintd kup-, henger- és azimutalis vetilete

A kupvetuletr6l a gomb valés kupvetuleteinek targyaldasa soran
altalanossagban mondottak az ellipszoid kupvetileteire is érvényesek, de itt
gyakorlati értelme csupan a normalis elhelyezésl kupvetuletnek van. Ennek
redukalt szogtartdé valtozatat alkalmazzadk geodéziai célokra (11.4. abra).
Egyébként mindaz, amit az el6bbiekben az ellipszoid hengervetuleteire
megjegyeztunk, értelemszeriien az ellipszoid kupvetileteire is vonatkozik.

A

11.4. abra. Az ellipszoid normalis elhelyezés( redukalt (metsz8) klp-, henger- és azimutalis
vetllete

Megemlitjuk még, hogy az ellipszoidnak kdzvetlen sikvetiletei is vannak, igy
pl. azimutalis vetilete is van. Az UTM-vetllet helyett a polusok korili tertletek
abrazolasara normalis elhelyezésl redukalt szogtartd azimutalis vetuletet
alkalmaznak (UPS-vetiilet) (11.4. abra)
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11.5. abra. Az ellipszoid egyenlit6i elhelyezési érint6 és redukalt hengervetiilete
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12. elbadas
Gauss—Kruger-vetulet
A vetllet elvei és vetlleti sorai

A Gauss—Kruger-féle abrazolasi mod (vetilet) a Gauss-féle szogtarto
sikvetilet elveit alkalmazza az ellipszoidra, mint alapfeliletre. A Gauss—
Kriger-vetuleten az x koordinata megegyezik az ellipszoid Soldner-féle
koordinata-rendszerének x koordinatajaval, az y pedig a Soldner-féle
koordindtdhoz képest Ugy valtozik, hogy a vetilet szdgtartd legyen.
Végeredményben tehat a Gauss—Kriiger-vetilet nem mas, mint az ellipszoid
egyenlitdi elhelyezésl érinté szogtartd hengervetllete.

12.1. dbra. Gauss—Kriiger-vetilet keletkezése

A Gauss—Kriger-vetiilet ugy keletkezik, hogy az ellipszoidhoz olyan hengert
rendeliink, amelynek az egyenlitd sikjaban fekvé tengelye atmegy az
ellipszoid kozéppontjan (transzverzalis elhelyezés) és a képzeletbeli
hengernek a tengelyére mer6leges sikmetszete olyan ellipszis, amely
tellesen, tehat alakra és méretre is megegyezik az ellipszoid meridian-
ellipszisével (12.1. abra). Ebben az esetben a henger és az ellipszoid k6z6s
vonala az érintési meridian a torzulasmentes vonal, tehat az mg vetlleti
méretarany-tényezé az egységgel egyenldb.

Miutdn a hossz- és terllettorzulas az el6bbi meridiantél tavolodva né, a
torzulasokra az A&brazolas kivanalmai szerint megszabott hatarnak
megfeleléen egy vetlleti rendszer az érintési meridiantdl csak egy bizonyos
foldrajzi hosszusagkulonbségig hasznalhaté. Az 12.1. abran feltiintetett két
uan. szegélymeridian a vetileti rendszer — illetve, ahogy ennél a vetlletnél
nevezik — vetlleti sav hatarait jel6li ki. Az egyes vetlleti savokhoz tartozé
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képzeletbeli hengerek palastia természetesen mindig az illetd sav
kézépmeridianja mentén érinti az ellipszoidot (12.2. abra).

Az érintési vonal képe az x tengely, pozitiv aga észak felé mutat, és ennek
megfeleléen az y tengely (az egyenlité képe) pozitiv aga kelet felé iranyul. A
sikkoordinata-rendszer kezd6pontjat altalaban alkalmasan megvalasztott Xo
€s Yo értékkel ugy toljak el, hogy egy adott tertileten minden koordinata
pozitiv el6jell legyen, és ne kelljen tul nagy abszolut értékld sikkoordinatakkal

szamolni.
szegélymeridianok képei
+Xx +x +Xx

Y ol +y
egyenlité képe

a kézépmeridianok képei
12.2. dbra. Gauss—Kriger-vetileti savok

A vetlleti sorok a szogtartésag alapegyenletébdl vezetheték le. Az
aldbbiakban a vetllet altalanos — redukalt elhelyezés esetén is érvényes —
O0sszefuggéseit mellékeljuk.

Az eltolt Gauss—Kriiger sikkoordinatak az

X = Xo+Mg X = Xg +Bg + Ay AL + Ay AA* + ..,
(12.1)
Y =Yg+ Mgy =Yo + A| AA+ Ag AL + Ag AN + ..,

sorokbdl szamithatok. A sorok egyitthatoi kdzil pl. az As jelentése:

= Niok_)cos5 @ (5 —18tan? @ + tan? cD).
120 p

B a meridianiv hosszat jelenti az egyenlit6t6l szamitva a ponton atmendé @

foldrajzi szélességl paralelkorig, A A-val a pont kb6zépmeridianra vonatkozo6
foldrajzi hosszusagat, p -val az analitikus szogegységet jeloltik.
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AA=A- A, (12.2)

ahol Ak a sav kozépmeridianjanak foldrajzi hosszusaga. Az n ellipszoidi
segedmennyiség.

Sikkoordinatakbol a foldrajzi koordinatak szamitasa:

X:X_Xo,
y:Y_Yo,

D =g +Bzy2+B4y4+...,

AAZBly+B3y3+BSy5+...,
A=Ag +AA.

Pl. a Bs jelentése:

Bg = 3 p5 (5+28tan2cDr +24tan4cDr).
120 Ny mg cos @y

@r a kérdéses pontbdl a kozépmeridianra merdleges geodéziai vonal
kézépmeridianon levd talppontjanak foldrajzi szélessége.

A B és az A; ... Ag, valamint By ... Bs értékek az ellipszoid méreteitél és a
pont féldrajzi szélességétdl fliggd allandok. Az allanddkat a féldrajzi szélesség
kerek értéekeire, pl. annak minden percére, a @ értéket pedig az x koordinata
kerek értékeire, pl. kilométerenként tablazatba foglalhatjuk, és a kdzbeesd
egyttthatokat a tablazati értékek kozoétt interpolaljuk. (A By ... Bg értékeket
@7 -hez, a tbbbieket @ -hez kell interpolalni.).

A magyarorszagi szamitasokhoz hasznalhat6 tablazatok a Hazay-Tarczy-
Hornoch: A Gauss—Kriger koordinatdk szamitdsa cimi miben megtalalhatok.
A tablazatokat Hayford- és Kraszovszkij-ellipszoid alapfelilet esetére is
elkészitettek. Az mg vetlleti méretarany-tényezd azért szerepel az
Osszefuggésben, hogy azok redukalt egyenlitéi elhelyezésl hengervetiiletre is
ervényesek legyenek. A Gauss—Kriger-vetileten az mg természetesen az
egységgel egyenld.

Szamitogépi programok készitésére alkalmasabb 0sszefliggések talalhaték A
vetiletnélkiili rendszerektél az UTM-ig cim(U vetluleti 6sszefoglaloban:
http://www.agt.bme.hu/varga/Osszes/Dok3uj.htm.
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A vetlleti meridiankonvergencia és a linearmodulus sorai

A vetileti meridiankonvergencia éppugy, mint a linearmodulus, mind a
foldrajzi-, mind a vetlleti sikkoordinatakbdl (nem az eltolt X, Y-bol)
szamithaté. A vetuleti meridiankonvergencia sora:

=CLAA+Ca A +Cc A =Ky +Ka Y2 +Ke y2,
H 1 3 5 1 3 5

Ahol C4, C3, Cs egyltthatok a foldrajzi szélességtél, Ki, Ks, Ks pedig a @; -tél
fuggnek.

A képletbdl u -t el6jelhelyesen kapjuk, ha figyelembe vesszik, hogy a foldrajzi
szélesség is elbjeles mennyiség (az egyenlitétél északra pozitiv, délre
negativ). A kapott eléjel szemlélet alapjan is konnyen ellenérizhetd, mert a
vetuleti meridiankonvergencia elbjele az északi féltekén a kézépmeridiantol
keletre (a keleti fél savban) mindig pozitiv, a nyugati fél savban pedig mindig
negativ, azaz megegyezik a vetuleti (eltolas nélkili) y koordinata elbjelével. A
déli féltekén ezzel ellentétes az el6jelek alakulasa.

A linearmodulus sorai pedig:

| =mg +Hy AA2 + Hy AN =my +To y2 + T, y4, (12.3)
Ahol H; és H, a foldrajzi szélességtdl fuggnek és

S S

Rk a kérdéses pont foldrajzi szélességéhez tartozé kdzepes sugard gémb
sugarat jelenti. A C, H, K és T egyutthatok is tablazatba foglalhatok. A C és H

egyutthatokat a @, K és T egydutthatokat pedig a @ 1 értékhez kell interpolalni.
Természetesen készithet6k a végeredményeket kdzvetlenul add szamitdgépi
programok is.

Hossztorzulasi tényezd és iranyredukcio

A hossztorzulasi tényezd képlete:
m=m, +ey|f +fAy? +gy|f',
ahol
1 1 1

e=—"b—0, f= > 9=—"",—3-
2R, mg 24Rj m, 24Rk m0
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+
Yk :%, Ay =Yo VY1, (12.4)

Rk a vonaldarab kdzepéhez tartozé simulégdmb sugara, y; és y, pedig a
vonaldarab két végpontjanak koordinatai.
Az irdnyredukciok képlete:

A12 =-ayi AX +b Ax Ay +cyEAx—d yEAy,

A"21:ayk Ax+beAy—cy|§Ax+d yEAy,

ahol a (12.4) alatt megadott értékeken kivul

AX = Xo — X1

és

d= ?')D tan@knk
R
kM

A Gauss—Kruger-vetilet savbeosztasa

A linearmodulus (12.3) képletébdl lathatd, hogy a hossztorzulas lényegében a
k6zépmeridian képével azonos x tengelytél szamitott tavolsag négyzetével
aranyosan né. A sor harmadik tagjanak elhagyasa és my = 1 behelyettesitése
utan a Gauss—Kriger-vetilet alkalmazasi hatarat az

Imax = 1+T2 ymax =l+— SR2 Ymax

Osszefiiggés hatarozza meg, melyben |nhax a megengedett legnagyobb
linearmodulus. Ebbdl:

Ymax = Ry/2{Imax —1)-

Ha km-enként 1/10 000 mértéki hosszndvekedést engediunk meg, akkor (Inax
-1) = 0,0001 és

Ymax = Rv/0,002 =0,0141R.
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R helyébe Magyarorszag kozepes foldrajzi szélességéhez tartozé
simulégdmb sugarat helyettesitve:

Ymax = 90km,

ami az elébbi foldrajzi szélességen
Almax %12°

k6zépmeridianra vonatkoz6 hosszusagnak felel meg. Magyarorszagon tehéat a
kdzépmeridianhoz szimmetrikusan elhelyezkedd 2 x 1,2° = 2,4° szélesséq(i
sav szegélymeridianjain éri el a hossztorzulas az 1/10 000 értéket.

Nagyméretaranyl térképezés céljara 2°o0s vagy 3°0s savbeosztast
alkalmaznak. Magyarorszagon a 2°-0s sav szélein a linearmodulus:

| =1,00008,

a 3°-0s sav szélein pedig:
| =1,00018.

Topografiai térképek szerkesztéséhez a nemzetkdzi beosztas 6°-0s
savszélességet allapit meg. A 6°-0s savok szélein

| =1,00068.

Magyarorszagon a Gauss—Kruger-vetiiletet csak 6°-0s savszélességgel
alkalmazzak.

Az el6bbiekbdl kitlinik, hogy a Gauss—Kriuger-vetileten csak kelet-nyugati
iranyban korlatozott kiterjedést terllet abrazolhaté egybefuggben. A
savbeosztds — legyen az S savszélesség akar 2° vagy 3°, akar 6° — az
ellipszoidot egyméassal S nagysagu szoget bezard meridianokkal hatarolt
kétszogekre, vetlleti savokra osztia. Ezeket a  meridianokat
szegélymeridianoknak nevezzik. Minden egyes vetileti sdvhoz a sikon egy-
egy koordinata-rendszer tartozik. A kétszdg kozépmeridianjanak egyenesként
jelentkez6 képe a vetlleti sav koordinata-rendszerének x tengelye. Ennek
pozitiv aga észak felé mutat. Az egyenlit6 képe a kdzépmeridian képére
merbleges egyenes: ez az y tengely, amely észak-keleti tjékozéasu
koordinata-rendszerben kelet felé iranyul.

A koordinata-rendszereket az kapcsolja egybe, hogy az y tengelyek egy
egyenesbe esnek. A koordinata rendszer kezd6pontja a kdzépmeridian és az
egyenlitd metszéspontjanak képe. A szomszédos savok szegeélymeridianjai az
egyenliténél érintik egymast (12.2. abra).

A nemzetkdzi 6°-0s savrendszer kialakitdsahoz atvették az 1 : 1 000 000

méretaranyu vilagtérkép meridian iranyu beosztaséat. Az ellipszoid fellletét az
atellenes meridiantdl kezdve 60 darab 6°-0os savra osztottak, és ezeket a
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savokat kelet felé haladva arab szamokkal (zénaszam) jeldlték. igy a
greenwichi meridian a 30. savot zarja. Magyarorszag, amelynek terllete
nyugat-keleti irAnyban 16° foldrajzi hosszlsagtél a 23° foldrajzi hosszusagig
terjed a 33. és 34. savba esik. Ezeknek a savoknak a kézépmeridianja a 15°
és 21° foldrajzi hosszUsagu meridian, a szegélymeridianok foldrajzi
hosszlisaga pedig 12° és 18°, illetve 18° és 24°.

A nagyméretaranyl térképezésre szolgalé 2°-os, illetve 3°-os savrendszert
célszerli ugy kialakitani, hogy a 6° savok kozépmeridianjai egyuttal
keskenyebb savok kdézépmeridianjai is legyenek. igy Magyarorszag szamara,
noha nyugat-keleti kiterjedése csak 7°, négy 3°-os savra (15°, 18° 21°, 24°
foldrajzi hosszlsagu kozépmeridianokkal), illetve ugyancsak négy 2°-os savra
(17°, 19°, 21° és 23° foldrajzi hosszUsagu kozépmeridianokkal) lett volna
szikség.

A Gauss—Kriger abrazolasi modot a Fold orszagainak tdbbsége bevezette és
alkalmazza geodéziai és topografiai munkalataihoz. Gauss—Kruger-vetiletet
vezetett be katonai célokra a volt Varséi Szerz6dés tagallamaival egyutt
Magyarorszag is. Az 0sszekapcsolt és kézdsen kiegyenlitett haromszdgelési
halozatot a Kraszovszkij ellipszoidon, mint alapfelileten helyezték el.

X AT X

A

<
+
<
v
<

V_X

12.3. dbra. Segéd koordinata-rendszer Gauss—Kruger-vetiileten

A negativ el6jell sikkoordinatak kikliszobolésére az y vetileti koordinatakhoz
mindegyik savban (12.3. abra)

Yo = 500 000 m-t adtak hozza:
Y =y+ Yo
Az x koordinata mindig pozitiv, ezért nem kell eltolast alkalmazni:

X =X+ Xg.
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Az Xo z€rus is lehet.

A vetlleti egyenletekbdl nem tiinik ki, hogy egy kérdéses pont melyik 6°-0s
savban van, hiszen Y, = 500 000 m mindegyik savban, ezért a zénaszam
masodik szamjegyét (a 33. savban 3-at, a 34. savban 4-et) a Y koordinata elé
irjak.

Universal Transverse Mercator (UTM) vetilet

A vetllet egyenlitéi elhelyezésl (transzverzalis) univerzalis hengervetllet
angol nyelvi elnevezésének (Universal Transverse Mercator projection)
kezdbbetliibél kapta a nevét. Ezt a vetlletfajtat — kilonb6zé alapfellletekhez -
a vilag szamos orszagaban alkalmazzak topografiai célokra.

A képfelilet egyenlitéi elhelyezésli hengerpalast sorozat. Mindegyik
hengerpalast az adott sav kdzépmeridianjara szimmetrikusan elhelyezkedd
két normalellipszis mentén metszi az ellipszoidot (12.4. abra). E két ellipszis
torzulasmentes; a kozottik levé terlleten a hosszak rdvidilnek, a
normalellipszisek és a szegélymeridianok kozotti terileten pedig ndvekednek
(12.5. abra).

kézépmeridian , henger

metszési ellipszisek

12.4. dbra. Az ellipszoid egyenlitéi elhelyezési redukdlt hengervetilete (UTM vetilet)

Az UTM vetllet tehat az el6bb felsorolt ellipszoidokhoz alkalmazott redukalt
Gauss—Kruger-vetilet. Ennek  értelmében  vetileti  6sszefliggései
megegyeznek a Gauss—Kruger-vetllet altalanos (redukalt elhelyezésre is
érvényes) egyenleteivel, csak mas betiljelzéseket hasznalnak. A sav
k6zépmerididjanak képe pl. a AN, az egyenlitd képe pedig a A E tengely.
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egyeﬂmé:
12.5. dbra. UTM vetiileti sav torzulasi viszonyai
A vetlleti méretarany-tényezé:

Mo = coS AA, =0,9996,

ahol AA, a normalellipszis és az egyenlité metszéspontjanak a

kozépmeridiantdl mért foldrajzi hossziusaga. UTM szamitasok esetén ezt az
mo szamot kell a Gauss—Kruger—vetilet megismert 6sszefiiggéseibe
behelyettesiteni. A vetlleti sorok egyutthatoi az alapfellletet ado ellipszoidhoz
készitett tablazatokbdl interpolalhatok. A vetileti szamitasok megkdnnyitésére
szamitoégépi programokat is készitettek. Programok készitésére alkalmas
Osszefuggések talalhatok a A vetiletnélkiili rendszerektél az UTM-ig cim(
vetuleti 6sszefoglaloban:
http://www.agt.bme.hu/varga/Osszes/Dok3uj.htm.Vegyuk figyelembe, hogy a
foldrajzi koordinatak is eldjeles mennyiségek (a @ az egyenlitétdl északra, a
A Greenwichtél keletre pozitiv).

A negativ elGjell sikkoordinatak kikiszoboleésére az UTM vetlletnél is segéd
koordinata-rendszert alkalmaznak (12.6. 4bra). Eszak-dél iranyban FN (False
Northing), kelet-nyugati iranyban FE (False Easting) az eltolas jeldlése:

N= AN + FN,
E = AE + FE,
ahol

FN = 0,000 m az északi féltekén,

FN = 10 000 000 m a déli féltekén,
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FE = 500 000 m mindegyik savban.

N +AN
— +84°
- N E
FE
<
| 80°
| AN

12.6. abra. Segéd koordinata-rendszer UTM vetlleten

Az eddigiek alapjan egy adott pont (N, E) barmelyik vetlleti shvban lehetne,
ezért a pontot tartalmazo 6° x 8° kiterjedésl ellipszoidi azonositéjat az E

koordinata elé irjak (Magyarorszag tertletén 33T, 33U, 34T, 34U) (12.7.
abra).

M-33 1s° M-34

33U 34U e P
e o S i
BT | @D v
,,,,,, L-33 | L-3¢ 0f
N A
MAC
1 8O

12.7. abra. A 6° x 8° kiterjedési ellipszoidi négyszdgek azonositasa (Az UTM azonositok
pirossal szerepelnek.)

Az UTM vetlletet a foldrajzi szélesség -80° <®d< +84° tartomanyaban
alkalmazzak, a polusok kordli tertiletek abrazolasara az ellipszoid két normalis
elhelyezésli redukalt sztereografikus vetilete (UPS, Universal Polar
Stereographic) szolgal (12.8. abra).
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D =+80°

D =+84°

12.8. abra. Az UTM és az UPS felhasznalasi terliletei

Az UTM vetilet a 6°-0s savszélesség miatt csak topografiai célokra alkalmas,
hiszen a sav kozépmeridianjan végig 40 cm-rel rovidilnek a hosszak
kilométerenként (I = mg = 0,9996). Nagyméretaranyu felmérésre 6°-0s
savszélességet alkalmaznak, pl. mg = 0,9999 vetlleti méretarany-tényezével.
A 3°-0s savokat itt is Ggy alakitjak ki, hogy kdzulik minél tobb essen egybe a
6°-0s savok kozépmeridianjaival. llyenkor a savok kozott nem kell vetileti
atszamitast végezni, mert kozos a sikkoordinata-rendszerik.

Az UTM vetllet alapfelilete Németorszagban pl. a Hayford ellipszoid, Nagy
Britannidban az Airy ellipszoid, az Amerikai Egyesiilt Allamokban és a kelet
europai Uj NATO tagallamokban — igy Magyarorszagon is — a WGS84
ellipszoid. A savbeosztas megegyezik a Gauss—Kriger-vetiletnél
megismerttel, az ellipszoid teljes fellletének abrazolasra itt is 60 db 6°-o0s
savra van szikség.

Magyarorszagon az UTM vetllet kilométer haldzati vonalait (koordinata-
tengelyekkel parhuzamos egyenesek) a korabbi Gauss—Kriger szelvényekre
valamilyen eltér6 szinnel ranyomtatjak. Az 0j felmérési UTM lapok is a
Gauss—Kriger szelvényezésnek megfeleléen készillnek.

Az ellipszoid egyenlit6i elhelyezésii hengervetiileteinek jelentésége

Az ellipszoid egyenlit6i elhelyezési hengervetuletei (Gauss—Kruger, UTM) a
Fold teljes felszinének abrazolasdhoz viszonylag kevés koordinata-rendszert
igényelnek (60 db 6°-0s sav és két sztereografikus vetilet). A savok
egymassal egybevagobak, azaz csak egyetlen savra kellett a vetileti
szamitasokhoz szukséges tablazatokat elkésziteni, mert azok valamennyinél
hasznalhatdk. A tablazatok elkészitését az is megkdnnyitette, hogy a savok
egyenlitbvel hatarolt két fele szimmetrikus egymassal, és ugyancsak
szimmetrikusak a kdzépmeridiannal hatarolt fél savok is. Ennek megfeleléen a
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tablazat adatait csak egy negyed savra kellett kiszamitani, a tdbbi negyedre
az adatok abszolut értéke ugyanaz, csupan egyes adatok el6jele kuldnbdzik.
Tovabbi elénye a vetlleteknek, hogy a savok csatlakoztatasa egyszer(, mert
az azonos szélességli savok szegélymeridianjain a hossztorzulas egyforman
alakul.

Mig az egyéb geodéziai vetiletek elhelyezésik kdvetkeztében csupan helyi
rendszereknek tekinthetbék, addig az ellipszoid egyenlitéi elhelyezésl
hengervetuletei nemzetkdzi jellegiek. A Gauss—Kriger (UTM) abrazolasi
modot a vilag orszagainak tobbsége bevezette és alkalmazza geodéziai és
topografiai munkalataihoz.

Vetuletnélkili rendszerek

Magyarorszag egyes terlletrészeirél, ahol a 19. szazad kozepe 6ta részletes
felmérést még nem végeztek, még egy eévtizede is a korabbi id6kbél
szarmazO olyan nagyméretaranyu (1 : 2880) térképeink voltak, amelyek
kozvetlenll az ellipszoidi adatokbol, sikra vetités nélkil késziltek (1982-ben
az orszag teruletének 3%-an). Ebben az un. vetiletnélkili rendszerben az
alapfeltleti hosszakat és a szdgeket redukciok nélkil vitték at a sikra. Az
alakzatoknak ilyen médon val6 csatlakoztatasa természetesen képletekkel ki
nem fejezhet6 torzulasokkal jar. Az &brazolas kis kornyezetben
megkozelitbleg terulettarto.

Magyarorszagon harom vetuletnélkili rendszer volt (12.9. abra):

1. Budai rendszer. Kezdbpontia a Gellért-hegy felsérendi
haromszdgelési pont.

2. Nagyszebeni rendszer. Kezddpontja a Vizaknai-hegy fels6rendi
haromszdgelési pont.

3. lvanicsi rendszer. Kezd6pontja az Ivanics (lvani¢) felsérendi
haromszdgelési pont.

A sikkoordinata-rendszer x tengelyének pozitiv &ga mindharom rendszerben a

kezddpont meridianjanak déli aga felé mutat, az y tengely a kezdépontban az
X tengelyre meréleges egyenes, pozitiv aga nyugat felé iranyul.
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+x

12.9. abra. A magyarorszagi vetiletnélkili rendszerek

A kezddpontok egybeesése és a koordinata-tengelyek hasonlé tajékozasa
miatt a budapesti sztereografikus és a budapesti vetiletnélkili koordinatak

altalaban csak néhany méterrel kilonb6znek egymastol, ezért kdonnyen dssze
lehetett 6ket téveszteni.
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13. elbadas
Vetlleti atszamitasok

Magyarorszagon a geodéziai alapok tdbbszori (altaldban indokolt)
megvaltoztatasa az alkalmazott vetlleti rendszerek sokfélesegét
eredményezte. Geodéziai célokra két sztereografikus vetileti rendszert
alkalmaztak (Budapesti és marosvasarhelyi) a ferdetengelyl érintd
hengervetiileti rendszerekbdl is harom rendszerre volt sziikség (HER, HKR,
HDR). A nemzetk6zi savbeosztasnak megfeleléen a Gauss—Kriger és az
UTM (Universal Transverse Mercator) vetiilet 6°-os savjabal is ketté fedi le az
orszag tertletét, tehat egyfajta vetlletnek is tobb rendszere van.

El6bbieken kivlul a terllet egészén az Egységes orszagos vetlleti rendszer
(EOV) is bevezetésre kerilt. A magyarorszagi sztereografikus és a
ferdetengelyl érintdé hengervetuleti rendszerek k6zos alapfelllete a Bessel-
ellipszoidhoz simulé régi Gauss-gbmb, az EOV alapfelilete az IUGG67
ellipszoidhoz simulé 0] Gauss-gomb, a Gauss—Krlger-vetilet alapfelllete
nalunk a Kraszovszkij-féle ellipszoid. A GPS-technika elterjedésével az utdbbi
id6kben WGS-84 ellipszoidi vagy térbeli geocentrikus koordinatakat is kapunk
eredményil. A nemzetkdzi kapcsolatokban egyre gyakrabban UTM-vetlletet
kell hasznalnunk.

A képet tovabb arnyalja, hogy a fenti rendszereken kivil el6fordulnak még
katonai  sztereografikus  koordinatdk, @ Budapest terlletén  varosi
sztereografikus koordinatak (BOV) is.

Amikor egy bizonyos terlleten egyidejlleg tobbfajta vetileti rendszert
alkalmazunk, az egyes rendszerek atfedési teriletein gyakran felmerll az
atszamitas szikségessége. Hasonlo a helyzet, amikor valamelyik vetileti
rendszernek tébb savja van (Pl. a Gauss—Kriuger vagy az UTM-vetiletnek),
mert ilyenkor a savok csatlakozasa kornyékén kell gyakran koordinatakat
atszamitani.

Altalanossagban; amikor térképink vetilleti rendszere mas, mint a
rendelkezésre all6 alappontoké, akkor méréseink eredmeényét at kell
transzformalnunk a térkép vetileti rendszerébe, hogy azon abrazolni tudjuk.

Zart matematikai 6sszeflggésekkel torténd szabatos atszamitasra csak az
azonos alapfellletekhez tartozo vetlleti rendszerek esetében van lehetdség,
de csak akkor, ha a két vetlleti rendszerben ugyanazon haromszogelési
hal6zatnak, ugyanabbol a kiegyenlitésbél szarmazd pontjait abrazoljuk. Ha
ugyanis az egyik vetuletrél olyan pont koordinatait szamitunk at a masikra,
amely mas haromszogelési halbézathoz tartozik, akkor az atszamitott
koordinatak nem illeszkednek megfeleléen a kérdéses vetuleti sikon abrazolt
haromszogelési halézat pontjai koze, tekintetbe véve a két halézat kulonb6z6
elhelyezésébdl, tajékozasabol, kulon alapvonal-rendszerébél és egymastol
teliesen flggetlen szogméréseibdl addodd kiuldonbségeket. A haromszdgelési
haldézatnak UGjabb mérésekkel torténdé finomitasa vagy Uj kiegyenlitése
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kovetkeztében ugyanis megvaltoznak az alappontok alapfeliileti és igy vetleti
sikkoordinatai is. Hasonlé kovetkezményekkel jar az alapfelllet allandéinak
megvaltoztatasa, még akkor is, ha a haromszogelési halézatot egyéebként
nem valtoztatiuk meg. A haloézat tajékozasanak megvaltoztatdsa nem
akadalya a szabatos atszamitasnak.

Minden olyan esetben, amikor az elébbi feltételek kozul barmelyik is nem
teljesil, az atszamitas csak korlatozott pontossaggal, a mindkét rendszerben
ismert koordinataja Un. azonos pontok (k6zds pontok, illeszté pontok)
felhasznaladsaval végezhet6. llyenkor a kivalasztott azonos pontoktdl fliggéen
kis mértékben mindig mas koordinatakat kapunk.

Atszamitas koordinata-maédszerrel

Atszamitas a budapesti sztereografikus rendszer és a ferdetengelyii
érintd szogtarté hengervetuleti rendszerek ko6zott

A budapesti sztereografikus- és a harom ferdetengelyl érinté hengervetuileti
rendszerink alapfellilete és haromszogelési héal6zata azonos, tehat a
kozottik  végezhetd  vetlleti  atszamitasokra a  koordinata-médszer
alkalmazhat6. Ezzel szemben jelentkezik egy olyan kilonleges kortlmény,
amit figyelembe kell venni. A ferdetengelyld érint6 hengervetuletek
bevezetésekor (1908) a felsérend(i haromszdgelési haldzatot Ujbol tdjékoztak
agy, hogy a halozat kiindulé oldalanak azimutjat 6,44"-cel csokkentették.

Ennek kovetkeztében valamennyi halézati pont foldrajzi koordinatai mind a
gbmbon, mind az ellipszoidon kismértékben megvaltoztak. A hengervetileti
rendszerekre azutan az igy elforgatott hal6zatot vetitettek, de ugyanakkor a
sztereografikus rendszerekben a sikkoordinatakat valtozatlanul hagytak,
ellenkez6 esetben az addig elkészilt nagyméretaranyl térképek és a
felméréshez felhasznalt alappontok kdzotti 6sszhang megszakadt volna.

Ebbol kovetkezik, hogy ha ugyanannak a pontnak pl. a budapesti
sztereografikus koordinatakbol szamitjuk ki a foldrajzi koordinatait, kisseé
eltér6 értékeket kapunk, mint akkor, ha a pont hengervetuleti koordinataibdl
szamitjuk ki azokat.

A t4jékozas kuldnbségét és az abbdl addédd eltéréseket a legegyszeribben
ugy vehetjuk figyelembe, hogy a halézat elfordulasa helyett Ugy képzeljik el,
mintha a Gellért-hegy fels6rend(li ponton atmend meridian fordult volna el
6,44"-cel. Az egymashoz viszonyitva elfordult meridianok és a Gellért-hegy
pontot egy P ponttal 6sszekotd egyenes szakasz képének sematikus rajzat a
(10.3. abra) mutatta.

Az el6bbiek miatt; ha budapesti sztereografikus vetlleti rendszerben adott
koordinatakbdl szamitunk foldrajzi helymeghatarozokat, vagy a budapesti
rendszerbél térink at valamelyik ferdetengelylG érint6 hengervetileti
rendszerre, akkor a sztereografikus iranyszogbdl 6,44"-et le kell vonni. Ha
viszont a hengervetileten adott koordinatakat szamitjuk at a sztereografikus
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vetllet budapesti rendszerére, vagy a foldrajzi koordinatakbdl szamitunk a
budapesti rendszeren sikkoordinatakat, akkor a sztereografikus irAnyszoghoz
6,44"-et hozza kell adni.

A 13.1. dbran az A pont hengervetiileti ¢,, 1, segéd foldrajzi koordinatai és a
Gellért-hegy ponton atmend segédegyenlitére, valamint a P, P, atmérdre
vonatkoz6 ¢, ,A, segéd foldrajzi koordinatai kozott az A P, Py polaris
gbmbharomszog felhasznalasaval szamithatunk at.

13.1. 4bra. Atszamitasa budapesti sztereografikus és az egyik ferdetengelyi érinté
hengervetileti rendszer kdzott

Szamitsunk el6szor ferdetengely érinté hengervetlleti rendszerbél (pl. HKR)
budapesti sztereografikus vettleti rendszerbe:

X

@, =2 arc tan e(EJ -90°,

Y .

A R P

sing, = sin ¢, Cos Ag, +COS ¢, Sin Ag, COS 4,,
sin, = Cos g, Sin 4, .

Cos @,

A o¢,, A, segéd foldrajzi koordinatakbdl a Gellért-hegy ponton atmend

segédegyenlitbre vonatkozéan koordinatakat szamitunk a transzverzalis
sztereografikus vetilet 6sszefliggéseivel:
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cosg, sin i,
1+ 0S¢, COS 4,

(YH):ZR

sing,

(x,)=2R ' o
1+ cosg, cos 4,

Eddig még a két vetlileti rendszer kdzotti tajékozasi kulonbséget nem vettik
figyelembe, ezért:
yi = (yn) cos 6,44" + (x;) sin 6,44",

Xi = - (yn) sin 6,44" + (x;) cos 6,44".

A Ap, a vetlleti rendszerek kezdbpontja ¢, foldrajzi szélességenek

kulénbsége.
Budapesti sztereografikus vetileti rendszerbe szamitasnal:

HER-bd| Apo = -1° 13' 40,8628",
HKR-bd! Ap,=+ 20'21,1372",
HDR-bé| Apg = +1°54' 22,1372".

Atszamitas budapesti sztereografikus vetiileti rendszerbdl ferdetengelyii
érinté hengervetiileti rendszerbe

El6szor szamitjuk az atszamitandd pont S, segéd pdlustavolsagat és a
vetlleti kezd6pontrdl az atszamitando6 pontra mend irdny o, iranyszogeét:

. Z 4 x?
B, =2arc tgL
5, =arc gL

XI

A sztereografikus iranyszogb6él szamithaté az uj tdjékozasnak megfelel
azimut:

a, = 6, - 6,44" + 180°,
majd a hengervetlletre vonatkoz6 segéd foldrajzi koordinatak.
sing, =cos B, sin Ap, +sin B, cos Ap, cosa, ,

sin B, sing,

sinl, = cose.
1]
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A hengervetilet vetileti egyenleteivel:

x, =-RIntg (45O +¢2”]

Budapesti sztereografikus vetuleti rendszerbdl szamitva:

HER-be Agp, = +1°13' 40,8628",
HKR-be Ap,=- 20'21,1372",
HDR-be A, =-1° 54' 22,1372".

Atszamitas ferdetengelyii érinté hengervetiiletek k6zott

Gmendie’

kez

13.2. abra. Atszamitas ferdetengely(i érinté hengervetiileti rendszerek kdzott
Az A P, P, polaris gdombharomszég felhasznalasaval két hengervetileti

rendszer viszonylataban kozvetlenil a segéd féldrajzi koordinatak kozott

szamithatunk at. Igy itt sincs szilkség a valodi gdmbi foldrajzi koordinatak
kiszamitasara (13.2. abra).

A Ap, a ket vetlleti kezdépont foldrajzi szélességének kildnbségét jelenti:
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APy = Qo — P -
Az atszamitas a kdvetkezd lépésekben torténik:
1. az I. rendszer (pl. HKR) sikkoordinataibdl segéd fdldrajzi koordinatak
szamitasa:

X

¢, =2arctgeR —90°,

2. Atszamitas a Il. rendszer (pl. HER) segéd foldrajzi koordinata-rendszerébe:
sing, = sing, cos Ap, +COS ¢, sin Ap, COS 4, ,

o sin,
sinA, :Coicq))ls;ll'
Il

3. Sikkoordinatak szamitasa a Il. rendszerben:

2
Y =Rp7|cl)'

x, =R Intg [45°+<”2”].

HER-b6l HKR-be  Agp,=-1°34' 2",
HKR-b6l HER-be  Ag,=+1°34' 2",
HKR-bél HDR-be  Ag,=-1°34'1",
HDR-b8l HKR-be  Ap, = +1° 34' 1".

Atszamitas Gauss—Kriiger és UTM (Universal Transverse Mercator)
vetlleti sdvok kdzott

A feladat a gyakorlatban uUgy jelentkezik, hogy valamelyik sav szélének
kozelében levd pont koordinatait kell atszamitani a szomszédos sav
koordinata-rendszerébe (13.3. abra). El6szo6r a megfeleld sorokkal a pont I.
savbeli sikkoordinataibdl szamitjuk a kozos alapfeliletre vonatkozé foldrajzi
koordinatait Gauss—Krluger-vetiletnél a Kraszovszkij ellipszoid, UTM
vetlletnél a WGS84 ellipszoid az alapfelilet.
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+ Xy
,% o = A
5 i =
3 2 5
= ™
o = 24
@
S £ )
8- = 3
b @
3 g 2
x o) %‘:
~ % =
@®
5
X
]
I
I
I
1
1
1
Y t Yy

13.3. abra. Atszamitas Gauss—Kriiger (UTM) vetiileti savok kdzott
@ :ch +Bz Y|2 +B4 Y|4 o
AN, =By, +B,y  +B.y; +...,
majd azokbdl a Il. savon a sikkoordinatakat.

X=B+A, A\ +A, AN+ ...,
y=A A, +A M+ AAN + L
-5l |

sign AA, # sign AA,
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14. elb6adas
Atszamitas azonos pontok felhasznéalasaval

Amikor a két vetlleti rendszer alapfelilete azonos, csak a haromszogelési
halézatok kulonb6zék, az atszamitast ugy végezhetnénk, hogy az I. vetuleten
a haromszogelési halézat oldalai altal bezart szogekb6l a szdogredukciok
segitsegevel kiszamitjuk a k6zos alapfelliletre vonatkozo szégeket, és ezeket
mérési eredményeknek tekintjik. Kiindulva ezutan az olyan alappontokbdl,
amelyek mindkét haromszoégelési haldézatnak pontjai (azonos pontok), az
atszamitandd pontok Il. rendszerbeli koordinatait a mérési eredményeknek
tekintett és a Il. rendszerbeli szogredukciokkal javitott szogértekek alapjan,
kiegyenlitéssel kell meghatarozni. Ha megfelel6 slirliségben vannak azonos
pontjaink, akkor tovabbi pontokat Papp-féle mdodszerrel, Helmert-féle sikbeli
transzformacioval vagy altalanos polinomokkal szamithatunk at.

Két ilyen eltér6 haromszogelési haldézat kozott az atszamitas nem tekinthet6
csupan vetlleti atszamitasnak, mert a targyalt eljaras nemcsak a vetileti
atszamitast, hanem a két haromszogelési haldézat egymasba illesztését is
megoldja, mégpedig annal pontosabban, minél pontosabbak az egyes
hal6zatok.

Az alapfeliletek és a haromszogelési halézatok kiulonbdzésége miatt az
elébbi elveket kell kdvetni az EOV és a korabbi vetlleti rendszereink
(budapesti sztereografikus, ferdetengelyl érinté hengervetiletek) kozotti
atszamitasok soran. Az EOV és a korabbi vetilleti rendszereink
haromszogelési hélézatai kozott ui. csak az ad kapcsolatot, hogy a
haromszogelési alappontok egy része a terepen is meglevé azonos pont.
llyen pontok hianydban az atszamitast nem is lehetne megoldani.

Hasonlé okokbdl ugyanezen elvek szerint végezhetjik az atszamitast a
Gauss—Kruger vagy az UTM vetlleti savok és a polgari gyakorlatban
alkalmazott vetilleti rendszerek (budapesti sztereografikus, ferdetengelyi
érinté hengervetiletek, EOV) kozott.

A budapesti 6nall6 varosi rendszer (BOV) és a budapesti sztereografikus
vetlleti rendszer alapfelllete, vetllete, vetlleti kezd6pontja, koordinata-
tengelyeinek tajékozasa azonos, az abrazolt haromszogelési halozatok
viszont kilonb6z6k, ezért kozottik is csak azonos pontok felhasznalasaval
lehet az atszamitast elvégezni.

Azonos pontok felhasznalasaval akkor is elvégezhet6 az atszamitas, amikor
az alapfeliletek és a haromszogelési halézatok is azonosak, vagyis
tellesilnek a koordinata-modszer alkalmazasanak feltételei. Ilyenkor
természetesen — az egyértelml eredményt szolgaltat6 — koordinata-
modszerrel végezzik a szamitast.

119



Varga Jozsef: Vetllettan

Sikbeli hasonlésagi (Helmert-féle) transzforméacio kiegyenlitéssel

Ketténél tobb k6zos pont esetén a két rendszert nem lehet egymasra illeszteni
ugy, hogy minden kozés pont egyidejlleg fedje egymast. Ekkor azt a
megoldast valasztjuk, hogy a két halézat illesztésénél a pontok maradék
ellentmondasainak négyzetdsszege a legkisebb legyen.

Maradék ellentmondas alatt a k6zds pontok Il. rendszerbeli koordinatai és a
kozbs pontok |. rendszerbél attranszformalt koordinatai kozotti eltéréseket
ertjik.

Ebben az esetben az a, b egyitthatokat a legkisebb négyzetek modszerével
az aladbbi szamitas eredményeként kapjuk meg. (A levezetés részleteit
mell6zzik.)

1. Mindkét rendszerben szamitjuk a sulyponti koordinatakat:

Y i XX,
ySPI:T’ Xgp) = n
Y Y, X X0
SPIl — n ' SPIl — n_’

ahol n a k6z6s pontok szama.

A két koordinata-rendszer egymasnak megfelelé kézés kezddpontja mindkét
rendszerben a sulypont lesz. Toljuk el a koordinata-tengelyeket a sulypontba.

2. Keépezziik a sulypontra vonatkozo koordinatakat mindkét rendszerben.
A sulypontra vonatkozé koordinatak az I. rendszerben:

Yiu =Yy _ySPI Xy =Xy _XSPI
Yir =Yii —Ysei Xip =Xj) = Xgp
Yar =Yni —Yspi Xot = Xq1 —Xgp

A sulypontra vonatkozo koordinatak a Il. rendszerben:

Y1‘|| :Ylll _YSPII Xin = X1|| - XSP I

Yilu =Yi|| _YSP I Xi'u = Xin - XSP I
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Ynlu =Yn|| _YSPII X,

nil =X _XSPII

nll

3. A torzulasi egyitthatok:

o Zy| Y +2Xil X
Zylizl+leizl

b > xit Yin - 2yit Xi _
Zy'i2|+lei2|

4. A transzformacios egyenletek felirasa:

YPII :YSPII +a( Pl _ySPI)+b(XPI _XSPI)’
XPII = XSPII +a(XPI _Xsm)_b( Pl _ysm)-
5. A koz0s pontok transzformacié utani maradek ellentmondasainak

vetuleteit (dY,,dX,) ugy szamitjuk, hogy a kozds pontok |. rendszerben

ismert koordinatdit a 4. pont egyenleteivel atszamitjuk a Il. rendszerbe, és
képezzik minden kozOs pontra az eredeti és a *-gal jeldlt atszamitott
koordinatak kilonbségét:

in =Yy _Yi*ll’ dXi =Xy — Xi*ll :
A maradék ellentmondasok dsszegének 0-t kell adnia:

>dy, =0 és > dX; =0.

6. A pontok illeszkedésének megbizhatosagat a

\/Zdvf + > dx?
a i

k6zéphibaval jellemezhetjik, ahol f=2n - 4.

Atszamitéas altalanos polinomokkal

Polinomokkal végezhetjiuk az atszamitast, amikor nagyobb munkaterileten
(tobb szaz km?en) csak azonos pontok allnak rendelkezésre. Ehhez
szamitasi (transzformalasi) egységeket alakitunk ki, és azokon belll azonos
pontokat valasztunk ki. A szikséges azonos pontok szama attél figg, hogy

- hényadfokd polinomot akarunk felirni,
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- a feladatot csak megoldani akarjuk, vagy pedig kiegyenlitéssel (f6los
adatok segitségével) akarjuk szamitani a polinomok egyutthatéit.
A feladat egyértelmi (kiegyenlités nélkuli) megoldasahoz a szikséges azonos
pontok szama:

n+3
=1+n ,
P 2

ahol n = fokszam.

n p (azonos pontok szama)
2 6

3 10

4 15

5 21

Az azonos pontok mindkét rendszerbeli koordinataibol sulyponti koordinatakat
szamitunk, hogy kisebb abszolut érték(i adatokkal szamolva pontosabb
eredményt kapjunk. Az |. rendszer x,, y, koordinatai és a Il. rendszer Xy, yi
koordinatai kozotti kapcsolat 6tddfoku polinommal a kdvetkezdképpen irhatd
fel:

X, = A, +AX +AY, +AXE+AXY, FAY] +AX +
A7X|2y| + A8X|y|2 + A9y|3 + AlOX|4 + A11X|3y| + A12X|2y|2 +
A13X|y|3 + Al4y|4 + A15X|5 + A16X|4y| + A17X|3y|2 + A18X|2y|3 +

A19XIyI4 + A20yI5'

Y = B0 +le| +Bzy| +Bax|2 + B4X|y| + BsYl2 +B6XI3 +
B, XY, +BgX,y[ +Bgy; +ByoX, +By Xy, +B,xly{ +
B13X|Y|3 +Bl4yl4 +815X|5 +Blex|4Y| +Bl7X|3yI2 +818X|2y|3 +

B19XIyI4 + BZOyIS'

Az Ao - Az €S By - By (6sszesen 42 egyiltthatd) az azonos pontok alapjan
kiegyenlitéssel hatarozhaté meg. Otddfoki  polinom  egyltthatéinak
meghatarozasdhoz 21 azonos pont szikséges. Mivel az x és az y
egyenletében egyarant 21 ismeretlen van, azok egyértelmien
meghatarozhatdk. llyenkor, ha ellenérzésképpen olyan azonos pont
koordinatait  szamitjuk at, amelyet bevontunk az  egyiitthatok
meghatarozasaba, a pont Il. rendszerbeli adott koordinatait kell kapni.

Amikor a szikségesnél tdbb azonos pontot vonunk be az egyutthatok
meghatarozasaba, akkor kiegyenlitésre nyilik lehetéség. llyenkor a felhasznalt
azonos pontok koordinatainak atszamitasa alkalmaval nem kapjuk pontosan a
Il. rendszerbeli adott koordindtédkat, hanem un. maradék ellentmondasok
jelentkeznek. Amennyiben ezek az érvényes utasitasban elGirt mértéket
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tullépik, a transzformalasi egység teriletét vagy a polinom fokszamat meg kell
valtoztatni.

A transzformélashoz az utasitasok A&ltaldAban nem engedélyezik az
otodfokanal magasabb fokd polinomok alkalmazasat. A magas fokszamu
flggvények ugyanis - f6ként extrapolacio esetén — az eredmeényt
meghamisithatjak.

Legyen feladatunk 30 azonos pontbdl kiegyenlitéssel meghatarozni az
otodfokd polinom x és y egyenletének 21 x 2 = 42 db egyutthatdjat. Az azonos
pontok sulyponti koordinatait az egyenletekbe behelyettesitve x-re és y-ra is
30 db egyenletet irhatunk fel:

aio Ao +tais A1+ ... +ag20Ax = by,

azo Ao tag1 A1+ ... +8220A2 = by,

a30,0 Ao tazo1 A1 + ... + 830,20 A2 = b3o,

aioBo+ai1 Bl + ... +a1,20B2 =cCy,

azoBo+azi Br+ ... + 8220 B2 =Cy,

a30,0 Bo +a30,1 B1 + ... + @30,20 B2o = Cao,

ahol Ao - Az, Bo - B2p @ meghatarozandé ismeretlenek,
bi-k a megfeleld x, értékek,
ci-k a megfeleld vy, értekek.

Az x és az y egyenletek egyutthat6ibol képzett matrix mindkét esetben
azonos:

i a, a; 50

), a,; - 8y,
A=l 7 N ) X

Q300 Qgpn1 "t Qg0

A megfelel6 x; és y) értékekbdl képzett oszlopvektorok:
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Varga Jozsef: Vetllettan

b, C,

o= |2 c=|

b30 CSO

N=ATA, n, =A"'b, n,=A'c

és vegul a polinomok meghatarozott egyitthatoi:

A0 BO

A B

L [=N"n,, Y [=N"n,
AZO BZO

Az adott munkaterileten a tovabbiakban az igy meghatarozott egytitthatokkal
szamithatunk &t a két kérdéses vetileti rendszer kozoétt. Ellenérzésil olyan
azonos pontok koordinatait is érdemes atszamitani, amelyeket nem vontunk
be a kiegyenlitésbe. Ha ilyenkor a megengedettnél nagyobb maradék
ellentmondasok jelentkeznének, a transzformalasi terllet hatarat vagy a
polinom fokszamat meg kellene valtoztatni. Végul a sulyponti koordinatakrol
vissza kell térni az orszagos koordinatakra.

Atszamitas vegyes modszerrel

A gyakorlatban a transzformacios 0sszefliggéseket kozvetlenul az azonos
pontoknak a két vetlleti rendszerben adott sikkoordinatai kozott irjak fel. Ilyen
modon az egyes vetlleti rendszerek tulajdonsagait nem veszik figyelembe,
hiszen az 6sszefliggések alakja a vetlletek milyenségétdl figgetlentl mindig
azonos.

Az atszamitas biztonsagat ugy novelhetjik, hogy azt két lépésre bontjuk. Az
elsd lépésben a vetlleti-, a masodikban a haromszogelési haldzatok
kilonbségébdl adodo torzulasokat kiszobdljuk ki oly modon, hogy elészor a
koordinata-médszerhez  hasonld  eljarassal  kozelité  sikkoordinatakat
szamitunk a masodik vetileti sikon, majd ezutan alkalmazunk olyan
transzformaciokat, amilyeneket a gyakorlatban hasznéalnak.

A transzformacios egyutthatbk meghatarozasdhoz az azonos pontok masodik
vetuleti kdzelit6 és a masodik vetlleti adott koordinatakat hasznaljuk fel. Az
atszamitas masodik lépésében mar alacsonyabb fokd  sorokkal
kuszobolhetjuk ki a halozati torzulas altal okozott ellentmondasokat, mintha az
egész szamitast egy lépésben, polinomokkal végeznénk.

Példa. Atszamitas EOV-béI budapesti sztereografikus vetiileti rendszerbe.
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Varga Jozsef: Vetllettan

Mind az EOV, mind a budapesti sztereografikus rendszer vetileti kezdépontja
a Gellért-hegy meridianjan van, az alapfelilet viszont a két esetben mas. Az
abrazolt két haromszdgelési haldézat kulonb6zb pontossagu és kismértékben
tajekozasuk is kuléonbdzd.

A masodik vetlleti (sztereografikus) kdzelité koordinatak szamitasaban nem
kovetunk el hibat, ha feltételezziik, hogy mindkét vetiletnek ugyanaz az
alapfelllete (pl. az U0 Gauss-gomb). A gombok csak a sugarukban
kulonboznek egymastél. Ez a kilonbség a vetlleti sikon csak méretarany-
kulonbséget eredményez, amit a masodik Iépésben a halbzatok
kulonbségével egyitt ki lehet kiszobolni. A Gellért-hegy pont foldrajzi
koordinatait mindkét gémbdn ismerjik.

A szamitas els6 lépésében az azonos és az atszamitandé pontok EOV
sikkoordinataib6l segédfdldrajzi koordinatakat szamitunk az () Gauss-
gbmbon, azokbdl pedig sikkoordinatakat szamitunk egy olyan sztereografikus
vetuleten, amelynek kezddpontja a Gellért-hegy pont. Ez szigoruan véve nem
azonos a budapesti sztereografikus vetllettel, mert vetlleti sikja nem
pontosan parhuzamos annak sikjaval. Az alapfellletek és a haromszdogelési
hal6ézatok kulonb6zésége miatt mas a méretaranya és tajékozasi kulonbseg is
fellép.

A kapott el6zetes koordinatak mar csak az utébbi okok miatt kildonboznek az
azonos pontok budapesti sztereografikus koordinataitol, de mentesek az EOV
vetlleti torzitasaitdl. A tajékozasi kulonbséget egy atlagos értékkel figyelembe
lehet venni, hogy az ellentmondasok még kisebbek legyenek, de ennek az
eredmeény szempontjabdl nincs jelentésége.

Az azonos pontok masodik vetileti kozelité és adott koordinatai kozotti
kapcsolatot Helmert-féle sikbeli transzformacioval vagy polinomokkal
teremtjik meg. Természetesen ugyanazokkal az egyttthatokkal szamitjuk at
az atszamitand6 (nem azonos) pontokat is.
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