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2. ZH: Tobbszabadsagfoku rendszerek mechanika rezgései

a modell felvétele
o mozgas differencidlegyenlete - feliras

- osztalyozas
o megoldas



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — modell, mozgasegyenlet

Modell (csillapitatlan)

Xl o Xolt) (0
q,(1) q,(t) q,(t)
k, m, — k, m, — ks, m; —
e I
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Elkiilonitések: % () % (t) Hx3(t)
q,(t) q(t) q(t)
falo) | m —> folt) | m —> folt) | ms —
o _(>) o (1)
frz t fr3 t

Lineéris rugok:

fo(t)=k Al =k x,(t) A harom egyenletbe behelyettesitve:
frz(t):kz'Alz :kz'(xz(t)_xl(t)) mlx'l(t> +k1'X1(t) _kz'(xz(t)_x1(t)) :Ch(t)
fr3(t):k3'Al3 :k3'(x3(t)_xz(t)) mzx.z(t) +k2'(X2<t)_X1(t)) _k3'(X3<t)_X2(t)) ZQZ<t)

my X5(t) +k3'(x3(t)_xz(t)) :%(t)



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — mozgasegyenlet

A harom egyenletbe behelyettesitve:
ml).(.l(t) +k1'X1(t) _kz'(xz(t)_xl(t))
m, X.z(t) +k2'(X2(t)_X1(t)) —k3'(X3(t)— Xz(t)) :Q2(

m3X.3(t) +k3-(X3(t)—X2(t)) ZQ3(t)

Az egyenletekben a valtozok egyiitthatoit kigy(jtve:

my X, (t)  +(k +k,)-x,(t) —ky- x,(t) +0-x,(t)  =qy(t)
m2>22<t) _k2'xl(t) +(k2+k3)-x2(t) _k3'X3(t> :CI2(t)
my X5(t) +0-x,(t) —ky-x,(t) +hyxy(t)  =gqy(t)

Az egyenletek matrixos alakban is felirhatok:

m. 0 0 5(1(t) ki+k, =k, 0 Xl(t) ‘h(t)
0 m, 0 ( ) + _kz k2+k3 _ka Xz(t) = qz(t)
0 0 m Xs( ) 0 —ky kg |[x5(t)] | qs(t)

M x(t) K x(t) qlt)

A csillapitatlan rendszer matrix-differencidlegyenlete:

Mx(t)+Kx(t)=q(t)

Kézirassal: M x(t)+K x(t)=q(t)

x(t): A szf.-ok elmozdulésvektora
(t): A szf.-ok gyorsulasvektora

M  Tomegmatrix

K  Merevségi matrix
(szimmetrikus!!!)

N szabadsagfok esetén:
x(t),%x(t),q(t) N elemii vektor
M ,K N X N méretii matrix



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — tomeg- és merevségi matrix

M tomegmatrix: e targyban diagonalmatrix lesz,
a szabadsagfok pontjaba redukalt tomeg.

K merevségi matrix: meghatarozhat6 szabadsagfokok mozgasegyenlete,
merevség jelentése,
ellentett jelentése alapjan.

€ ezt csinaltuk el6bb

Merevségi matrix szamitdsa a merevség jelentése alapjan

Ha a teherfiiggvény egy statikus q teher, akkor a mozgasegyenletnek is létezik statikus x; megoldasa.

Mivel ekkor a gyorsulasok nullak, ezért a mozgasegyenletbdl egyenstilyi egyenlet lesz:
MO+ Kx,=q

Ha az x, elmozdulasvektor a j-edik egységvektor (e j), akkor a bal oldali miivelet elvégzése
utan a K matrix j-edik oszlopat kapjuk. (Jeldljiik ezt k;-vel.)

A Ke ;=k;=q egyensulyi feltétel alapjan ha a k; vektor egyes elemei hatnak

az egyes szabadsagfokokra egyszerre, akkor az 6sszes szabadsagi fok elmozdulésa
nulla lesz, kivéve a j-edik szabadsagi fokét, amelyik pedig éppen 1 lesz.

Megforditva hasznaljuk:

Mx(t)+Kx(t)=q(t)

Legyen a j-edik szabadsagfok elmozdulasa 1, mikdzben az 6sszes t6bbi szabadsagfok elmozdulasa legyen 0.

Az egyensuly biztositasahoz a [ -edik szabadsagi fokra miikodtetendd q, erG lesz a k ; vektor I-edik eleme

azaz a merevségi matrix k, eleme (I-edik sor, j-edik oszlop).



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — merevségi matrix |.

Megforditva hasznéljuk:
Legyen a j -edik szabadsagfok elmozdulédsa 1, mikozben az dsszes tobbi szabadsagfok elmozdulasa legyen 0.
Az egyensly biztositasahoz a I -edik szabadsagi fokra miikddtetend6 q, er6 lesz a k; vektor [-edik eleme

azaz a merevségi matrix k, eleme (I-edik sor, j-edik oszlop).

Példa: merevségi matrix masodik oszlopanak szamitasa
x,=1 x,=0

kl
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A rugok megnyulasai: Al, =0, AlL=1, Al,=-1
A rugberdk: f.,.=0, f,.=k,(hizeré), f,,=—k,(nyomdersd)
Elkiilonitések: e a2 .
4, 4, d;
f.=0 — IF,ol=k, — Ifal=k,
> «— — —
If. 1=k, Ifl=ks

Egyenstilyi egyenletek:
0=q,+k, > q=—k —k,

0=q,—k,—k, = q,=k,+k, k,=|k,+k, K=
0=q;+k; > q;=—k; —k; | HF: a mésik két oszlop




Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — merevségi matrix Il.

X X X K= -k, k,2+k, —k,
q: q, qs; 0 —k;, ky
K —> . —> X —>
1 2 3
AN WAL Kx=o
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A merevségi matrix statikus hasznalata alapjan :az [ -edik sor j-edik oszlopat
a j-edik szabadsagfok elmozdulasa miatt az [-edik szabadsagfokra hato bels6 er6 szamitasara hasznaljuk.

Nézziik csak a k, rugo hatasat.
A rugb a 2. és 3. szabadsagfokot koti 6ssze, ezért
o csak akkor keletkezik benne erd, ha a 2., vagy a 3. szabadsagfok elmozdul
a tobbi szabadsagfok elmozdulasa nem befolyasolja az erejét - azokra az oszlopokra nincs hatasa
o csak a 2. és a 3. szabadsagfokra hat a rugéereje
a tobbi szabadsagfokra nem hat az ereje » azokra a sorokra nincs hatasa
Valéban, csak a k,, , k,;, k3, , ky; elemeket befolyasolja k.

Ez felhasznalhat6 a merevségi matrix rugalmas elemenkeénti dsszeallitasa ( kompildldsa) soran.
Egy kezdetben nulla elemeket tartalmaz6 matrixhoz elemenként/rugonként hozzaadjuk azok hatasat:
a féatloban levd addigi értékhez mindig hozzaadjuk a rugémerevséget,
a féatlon kiviili elemekbdl pedig levonjuk a rugémerevséget.
egymdssal szembe mutaté szabadsdgfokok esetén a fodtlon kiviil is hozzdadni kellene a merevséget



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — merevségi matrix lll. (kompilalas)

NS X2 3 A kezdeti matrix:
q. q, q; 0 0 O
k k k 0 00
1 2 3
A WA 0 0 0
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Az els6 rugd csak az els6 szabadsagfokra 0+k, 0 0 B kp 00
hat, igy az 1,1 elemhez adjuk a merevségét: 0 0 0/=<|0 0 O
0 0 0 0 0 O
A masodik 5 16 é asodik T
o0t ] [
g ) gy ’ s 0_k2 0+k2 0 = _kz +k2 O

elemekhez hozzaadjuk a merevségét, az

1,2 és 2,1 elemekbdl pedig kivonjuk: 0 0 0 [ O 0 0

A }lljar?qdifk lzug;’)l i rflésodizkzéﬁ a h;r;nadik k+k, —k, o |1 k+k, -k, 0

szabadsagfokra hat, igy a 2,2 és a 3, - ol B

elemekhez hozzdadjuk a merevségét, a ko *hotky 0=k, ky Hkotky —ky
0  0-k, O0+k,| | 0 -k, Kk

2,3 és 3,2 elemekbdl pedig kivonjuk:

k,+k, —k, 0
Nincs t6bb elem, igy az utolso matrix a merevségi matrix: K=| —k, +k,+k, —k,
0 —k, k,



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — modell, mozgasegyenlet

Modell
ot %t o xa(t)
q,(1) q,(t) q,(t)
SAEIN EEAIN EEAIN
i L DYV B Y

/797777

Matrix-differencialegyenlet: M X ( t) + K Xx ( t ) — q (t )

Ha a teherfiiggvény egy statikus q teher, akkor a mozgéasegyenletnek is létezik statikus x, megoldasa.

Mivel ekkor a gyorsulasok nullak, ezért a mozgasegyenletbdl egyenstilyi egyenlet lesz:
MO+ Kx,=q

Ha az x, elmozdulasvektor a j-edik egységvektor (e j), akkor a bal oldali miivelet elvégzése
utan a K matrix j-edik oszlopat kapjuk. (Jeldljiik ezt k;-vel.)

A Ke;=k;=q egyensilyi feltétel alapjan ha a k; vektor egyes elemei hatnak

az egyes szabadsagfokokra egyszerre, akkor az 0sszes szabadsagi fok elmozdulasa

nulla lesz, kivéve a j-edik szabadsagi fokét, amelyik pedig éppen 1 lesz.

Megforditva hasznaljuk:

Legyen a j-edik szabadsagfok elmozdulésa 1, mikézben az 6sszes tobbi szabadsagfok elmozdulasa legyen 0.
Az egyensuly biztositasahoz a [-edik szabadsagi fokra miikddtetendd q, erG lesz a k ; vektor I-edik eleme
azaz a merevségi matrix k; eleme (I-edik sor, j-edik oszlop).



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — diszkretizalt szerkezet merevségi matrixa .

!X1(t> !Xz(t> !X3(t)

Példa: Szamitas a jelentésbdl kiindulva
a harmadik oszlop elemei, mint erék
miikodtethet6k a szabadsdgi fokokra

a hdrom paraméter filiggvényében
szdmithato egy nyomatéki dbra

a hdrom paraméter fiiggvényében
szamitott nyomatéki dbrabol
szamithaté a szabadsdgfokok elmozduldsa

a merevségimdtrix oszlopainak jelentése miatt

e,=0,e,=0,e,=1

- ahdromlinedris egyenletbdl
k5, k.5, k43 meghatdrozhato

Itt az 6sszes szabadsagfok kapcsoladik
- nem tudunk kompilalni

q,=k;; q,=ky  q3=kgy

7




Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — diszkretizalt szerkezet merevségi matrixa Il.

Paraméteres igénybevételi abrak helyett:
% E E 5 % - induljunk ki a merevség ellentettjébdl
X1(t> Xz(t> X3(t)

Matrixszal nem oszthatunk!

Az inverzével (ha van neki) szorozhatunk
a megfelel6 oldalrol (most balrdl): 0
K-x=q>K 'K-x=K 'q>E-x,=K'q

Ha K-x =q, akkor azt megoldva x,-re:

x=K 'q

Az inverz matrix neve hajlékonysdgi mdtrix, jele F :

Xs:F'q 1-721(_1<:I(:1-7_1

Ha a q tehervektor a j-edik egységvektor, akkor a jobb oldali miivelet elvégzése
utéan az F matrix j-edik oszlopat kapjuk. (Jeloljik ezt f;-vel.)

Az x,=F-e,=f; egyensilyi feltétel alapjan ha csak a j-edik szabadsagfokra hat egy

egységerd, a tobbi szabadsagfok pedig terheletlen, akkor az egyes szabadsagfokok
elmozdulasat tartalmazo x, vektor elemei az f; vektor elemeivel lesznek azonosak.

Haszndlata ;

A j-edik szabadsagfokra miikodtetett egységerdbdl tudjuk szamolni f ;-t.

Az 6sszes szabadsagfokon végég haladva megkapjuk az F matrixot.
A hajlékonysagi matrix invertdldasdaval megkapjuk a merevségi matrixot.



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — diszkretizalt szerkezet hajlékonysagi matrixa

!X1(t> !Xz(t> !X3(t)

Példa: Szamitas a jelentésbdl kiindulva
a harmadik oszlop elemei

q1:O q2:0 q3:1

1 |

@\‘\1\‘

fu ot
& RORRE:

A teljes matrixhoz kell még a két masik
szabadsagfoknak megfeleld két eset:
q,= 0 a,= 1
g=1] | |4:=0 q=0] |
¥ 3 Ty 4y

oy )
\I/I/j/ \I\I/I/
-)fll’f21’f31 _)f12’f22’f32

|CI3:0

Csak a szabadsagfokok elmozdulasara van sziikség,
nem a teljes elmozdult alakra. Egy-egy pont elmozdulasat
célszerii a virtudliserdk tételével szamolni.

Az ehhez sziikséges virtualis erérendszereket mar felvettiik.

. L M M,
Igy aztén példaul: f 12:f dl
! EI

Ebbdl az el6allitasbol az is latszik, hogy F szimmetrikus

MM = MMy =

lesz, hiszen f, =
i { EI ' EI

jl

e . I -1
Végiil F ismeretében K=F
(és szimmetrikus matrix inverze szimmetrikus)



Tobbszabadsagfoku rendszer — modell, matrix differencialegyenlet

Modellek: X, ( t)

Matrix-differencialegyenlet: M X ( t) + K X ( t) — q (t )

oha q(t)=0 - szabadrezgés M x(t)+Kx(t)=0  homogén DE
cha q(t)#0 - gerjesztett rezgés M x(t)+K x(t)=q(t) inhomogén DE



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése M x(t)+Kx(t)=q(t)
Matrix-differencidlegyenlet: Mx(t)+Kx(t)=0 homogén métrix-differencidlegyenlet
Keressiik a megoldast a hely- (azaz a szabadsagfok-) és id6fiiggés szétvalasztasaval:
x(t)=v|acos(w,t)+bsin(w,t)]

A gyorsulasok vektora igy: &(t)zv(—méa cos(w,t)—w; bsin (mot))

Behelyettesitve:
M v(—w,)|acos(w,t)+bsin (o, t)|+ K v|acos(w,t)+bsin(w,t)|=0

Megjegyzések: [a cos(w,t)+bsin(w,t)|=0 trividlis megoldést jelentene
A matrix-vektor-szorzasoknal a skalarral szorzas sorrendje tetszéleges

Az id6fiigg6 taggal leosztva: — mg Mv+Kv=0

(K — oo M ) v=0 homogén linearis egyenletrendszer

Ezt hivjak dltaldnositott sajatértékfeladat nak is. Masik forméaja: Kv= u)é My

A szokvanyos sajatérték-feladat:
Av=>\v,vagy |[A—A\E|v=0 alaku.
Az dltalanositas miatt az E egységmatrix helyére az M tomegmatrix kertilt.



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — az altalanositott sajatértékfeladat I.
Mx(t)+Kx(t)=0
(K — mé M ) v=0  homogén linearis egyenletrendszer megoldasai:
trivialis megoldas: v=0-> minket nem érdekel
nemtrivialis megoldas akkor 1étezik, ha az egyiitthatomatrix:

sorai linearisan dsszefiigg6k
szinguldris ez a harom feltétel ugyanazt jelenti!

determinansa nulla

Ha létezik nemtivialis megoldas, akkor végtelen sok l1étezik, hiszen tetszoleges o
skalarral az v vektor is megoldés lesz: (K—wg M)(OL v):(K—oog M) va=0a=0

A determiansra vonatkozo feltétel:‘K —w;M | =0
Ez kifejtve o;-re egy N -edfokd polinomegyenlet: o, ;" + 0, g - +...+0, wp+0,=0
Ennek ;-re tipikusan N megoldésa van.

A pozitiv o, gyokok:

W SWr=W)3=... =W v (Az egyenlGség tobbszoros gyokok esetén
all fenn, a tovabbiakban feltételezziik,
Ezek a rendszer sajdtkorfrekvencidi: hogy ilyen nem fordul el6.)

N szabadsagfok esetén N darab van.
mindegyikhez masik v sajatvektor tartozik v, > o o o
mindegyikhez rendelhetd egy periodusidd is: T, ;= @y, >T,,= 03—022 Tys= @y, >..2T = @,

A legfontosabb ezek koziil: w,, alap-sajatkorfrekvencia, T, alap-periodusid6



Sajatkorfrekvenciak szamitasa

Példa 1:
2 2
=12 olt _[ 200 _EﬂkN/m 5 detK—opm|= 201205 —80-00j
0 8 —80 400 —~80—0w; 400—8w;

A determinéns kifejtése: (20012 wZ|(400—8wZ|—(~80)(~80)=0

2
80000 — 6400 02+96 ' —6400=0 - w3’12:64004_r\/6400 —4-96-73600 [1477 _ 0,,=3,844rad/s

(2-96) 51,89  ®,,=7,204 rad/s
Példa 2:
12 0 0 200 -120 0 200-12w; —120—-0w;  0—0w;
M=o 8 0|t,K=[-120 200 -80|kN/m = |-120-0w;, 200—8w; —80—0w|=
0 0 12 0 —80 400 0-0w;  —80—0w; 400—12w;

A determinans kifejtése:
20012 wz|(200— 8 w;|[400— 12w —[200 12 wg | (—80) (—80) —(—120)(—120) (400~ 12w |=0

6,982 ®,,=2,642rad/s
—1152 g+ 86400 oy — 1830400 w; +8960000 =0 W 103 =1 27,48 0,,=5,242rad/s
40,54 ,,=6,367 rad/s



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — az altalanositott sajatértékfeladat Il.
|K—o2M|v=0
w, ; ismeretében v; elemei szamitandok:
(K—wé’iM)viZO

Ugyan N egyenlet van és N ismeretlen, de az egyenletek nem fiiggetlenek, ezért a megoldas nem egyértelmi.

Ha létezik egy megoldas, akkor végtelen sok létezik, hiszen tetsz6leges o
skalarral az o v; vektor is megoldas lesz: | K— (1)3,,» M ) (av,)= (K — (1)3,,» M|v,a=00=0

Tegyiik egyértelmiivé a megoldast! Lehetdségek:

(1) Legyen az egyik elem 1. - kézi szadmitdsnél ebb&l konnyti kiindulni

(2) Legyen a legnagyobb elem 1. » gépi szadmitasndl iterativ médszerek vezetnek ilyen eredményre
(3) Legyen a vektor hossza 1 (in. L*-norma). » v; v,=1 - nemlinearis egyenletrendszer

(4) Legyen a vektor a témegmdtrixra normdlt. » v; Mv,=1 - nemlineéris egyenletrendszer

A célszer( eljaras két 1épésbdl all:
- El6szor egy éltalanos sajatvektort szamitunk: V,

. s - ~ ~ T 2~T ~
- Majd ezt normaljuk egy o skalarszorzoval: v,;=q;V;, ahol 1=v; Mv,=a;Vv; MV, = ==
VvV, MV,



Sajatvektorok szamitasa, normalasa

Példa 1 els6 sajatvektora:

—_ — . 2 J—
m=l12 0 K= 200 —80]kN/m’w0,1—3,844rad/s_) 200—12-3,844 80 2 1]_|0
0 8 —80 400 w,,=7,204rad/s —80 400—8-3,844%||c,|” |0
els6 sorbol: 22,68-1—-80c,=0->c,=0,2835 masodik sorbél ell.: (—80)-1+281.7-0,2835~0

normalas: ¥ M ¥,=[1 0,2835}[12 OH 1 l:12,64

0 8]/0,2835

v = 1 0,2812
' 10,2835

1 1
=Dy .= =
. \/12,64[0,2835] [0,0797

Példa 2 harmadik sajatvektora:

12 0 0 200 —120 0 Wy, =2,642rad/s  [—286,5 —120 0 |lc,| |0
M=o 8 o0|t,K=|-120 200 —80|kN/m,,,=5242rad/s | —120 —1243 —80 | 1 /=0
0 0 12 0 —80 400 w,3=6,367rad/s 0 —80  —8646]c,] |0

elsd sorbol: c,=—0,4188
harmadik sorbél: ¢;=—0,9253

masodik sor ell.:
120-0,4188 —124,3+80-—0,9253~0

—-0,4188 1 -0,4188| |—0,0928
v,=| 1 normaélés: V; M V,=20,38 V= soss| L [F| 02215
—0,9253 7 1=0,9253| |—0,2050



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — szabadsagfok iranya .

Kéttamaszu gerenda, tulnyul6 konzollal:
=6 m tamaszkoz, EI=5000kNm’ hajlitdmerevség, m=2 t redukalt tomegek.

EI m m m EI m m m ixg
le Ixz ,;i;i; Ix3 le Ixz ,;i;i;

1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3
(M~ (M)~

B— 3y~

¢ 18 7 -8 ¢ 187 8
=———|7 8 -10 7 8 10
5000 486| ‘o 10 o4 ~5000 486 | 6710 24




Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — szabadsagfok iranya Il.

EI 1 m m
X, X, ';é;i; Tx3
1/3 /3 /3 1/3

6161 —5893 —401,8 2
K=| -5893 8571 1607 |kN/m M=
—401,8 1607 1004

Emlékezteté : Merevségi marix oszlopainak jelentése
Az els6 és a masodik oszlop ugyanazt
a két fizikai er6rendszert jelenti:

‘6161 kN
5893|kN 401,8 kN
l 8571kN 1607 kN
5893kN

EI m m

6161 —5893
t —5893 8571 kN/m
2 L 401,8 —1607

A harmadik oszlop éppen az ellentétes elmozdulast
okozé erérendszert jelenti:
1004 kN

1607 kN

401,8 kN
401,8 kN

1607 kNT 1004 kN

A harmadik sorban a megvaltozott el6jelszabalyt kell érvényesiteni.



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — szabadsagfok iranya lll.

EI m m m EI m m mlxg
le Ixz ';i;i; Tx3 le Ixz ';i;i;

6161 —5893 —401,8 2 6161 —5893 401,8
K=| -5893 8571 1607 |kN/m M= 2 t K=|-5893 8571 —1607|kN/m
—401,8 1607 1004 2 401,8 —1607 1004

Az éltalanositott sajatértékfeladat megoldasai:

A sajatkorfrekvencidk azonosak (hiszen a fizikai rendszer tulajdonsagai):
w,,=13,05rad/s, w,,=30,30rad/s , w,;=82,34 rad/s

A tdmegmatrixra normalt sajatvektorok:V=|v, v, v,

0,270 0,483 0,440 0,270 0,483 0,440
V=0,306 0,327 -0,547 V=(0,306 0,327 —0,547
-0,577 0,399 -0,084 0,577 —0,399 0,084

A megvaltozott iranyu szabadsagfok esetén ellenkezd el6jeld.
A rezgésalakok fizikailag ugyanugy néznek ki a két esetben:

ARN

rd

T,,=0,4825 T,,=0,207s T,,=0,0765



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — diszkretizalas hatasa I.

Kéttamaszu gerenda, | tamaszkoz, EI hajlitomerevség, u fajlagos tomeg.
Egyszabadségfoku rendszerként (ismétlés):

M) ()

EI
1/2 1/2 W \5—/

1! 171 1 _48EI
1/2 ' l/2 | 4 f:48EI_)k:f 13
__uli2 w2 _pl %:\/£:¢% EL 9,798,/ -EL
2 2 2 m wl My, 1
N=2
21/9 pol | 47243 3,5/243
EI Il EI|3,5/243 4/243
o

K Fl[ 2592 2268
It 1 P |-226,8 2592

M:%[l 0] o |_EL |9,859
3101 m,, I’ 38,184




Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — diszkretizalas hatasa ll.

Kéttamaszu gerenda, | tamaszkoz, EI hajlitdmerevség, u fajlagos tomeg.

N=3:

A v w2 (M

4 14 14 14

oy

P 1|9 11 6 630,9 —603,4
=——|11 16 11| K=-—5|-6034 877,77
EI'768| = 11 ¢ 246,9 —603,4
100 9,867
M=—%*0 1 0| Q= EI3 39,19
00 1 My, 1

246,9

—603,4

630,9

N=4:

9,870
EI 39,48
G 88,83

157,9

A folytonos gerenda megoldasa:

2 o | EI
Wy ;=jm > lenne.
mtotl

Ezt két iranybol kozelitjiik:

o a szakaszok tomegének felezésével
és a diagonalizalassal

o a merevség (€s igy a rezgésalak)
statikus alakjaval



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — a sajatvektorok jellemzéi I.

2
K-, M|v,=0
W, ; ismeretében v; a tbmegmatrixra normalt sajatvektor

Ekkor: K, zwf], ‘Mv, amit balrél szorozzunk meg v -vel:

T 2 T . s - , . .
v, Kvi=w,,v; Mv, A tdmegmatrixra normaltsag miatt a jobb oldalon
a vektor-matrix-vektor-szorzat értéke 1, amibdl:
T Kv. = 2
Vi RV;=0;

W, ;# , ; ismeretében v; és v, tomegmatrixra normalt sajatvektorok ismertek
2 7 2 7 /7 T 7 . T
Ekkor: Kv,=w,;Mv, és Kv.,=w,; Mv,. Szorozzuk meg balrol az els6 egyenlet v, -tal, a masodikat v; -tal:

V]T.KVI.:(D?UVJT.MVI.

viTvazwf),jviTMvj
K és M szimmetrikus, igy v, Kv,=v; Kv, és vi Mv,=v Mv > viKv,=0,v; My,

viTKvl: wf),jvvai
Kivonva egymasbdl a két egyenletet:
vavi—v]T.K vizmg,ivvai—mé,j V?MV,-
0 Z((D(Z),i—(ug, j ) va Mv; Mivel a zaréjelben levo kifejezés nem lehet nulla, igy
v?M v,=0
Mas szdval: a sajatvektorok a tomegmadtrixra ortogondlisak .



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — a sajatvektorok jellemzéi Il.

. 7 1 3 I . I .7 . 2
W, ;# w, ; ismeretében v; és v, tomegmatrixra normalt sajatvektorok ismertek (K — 0y M ) v,i=0

T 2 T
v.Kv,=w,,v. My,
rr s ;s /7 j i N i
Az el6z6vel azonos 1épésekbdl: T 5 T

v, Kvi=m,,v;Mv,
. 7 2 T4 - . 2 -
Kivonva az els0 egyenlet w ;-szeresébdl a masodik egyenlet w; ;-szeresét:
2 T 2 T _ 2 2 T 2 2 T
0o,V Kvi—wy v, Kv,=w, ;0,,v, MVv,—w, 0, v, My,
2 2 \.T _
(mo,j_(”o,i) v; Kv;=0
Mivel a zaréjelben levd kifejezés nem lehet nulla, igy
T
v,Kv,=0
Mas szoval: a sajatvektorok a merevségimadtrixra ortogondlisak.

E négy tulajdonsag rovidebben is kifejezhetd:

T
- Mv.=0., i
Vi BV, 6’1 , ahol 617 az un. Kroenecker - delta szimbdlum: 6,.j: (1) Ea 1¢]
ai#j

T 2
' Kvi—mo,iéi,.

Ha a sajatvektorokata V=|v ,v,,...,v,| matrixba gyljtjiik, akkor:

VIMV=Eé V' KVv=Q°

. . I s \ 1
Itt a diagonal © matrix alakja: Q=(w,,®y,,...,0, v/, neve spektralmatrix .



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — altalanos megoldas

A M %(t)+K x(t)=0 matrix-differencialegyenlet megoldasat x (t)=v|a cos(w,t)+bsin(w,t)| alakban kerestiik.

Mivel t6bb megoldast kaptunk, a teljes megoldas ezek kombinacioja:

N

x(t)=2 v,(a,cos(w,, t)+b,sin(aw,,t)]

i=1

Az i-edik sajatkorfrekvncidnak megfelel6 harmonikus fiiggvény szerint a v, vektor elemei altal

meghatarozott aranyban, ilyen alakkal mozognak a szabadsagfokok.
A sajatvektorokat ezért sajdtrezgésalak nak, rezgés mod oknak is hivjuk.

Moddlanalizis soran az elmozduldsokat az egyes mddok linearis kombinacidjaként allitjuk eld:
N
x(t)=2 v,y (1)
i=1

Itt y,(t) az i-edik modalis elmozdulas. Matrixos alakban: x(t )=V y(t).



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — kezdeti feltételek
N
A szabadrezgés ltalanos megoldésa tehdt: x (t)= 2, v,(a,cos (w, ;t )+b;sin (0, )|
i=1

Az 4ltalanos megoldas 2 N paramétert tartalmaz (a,,b,), ezeket a kezdeti feltételek alapjan kell meghatérozni.

N
z —ajsin (g t)+b,cos (g, t)]
A kezdeti idépontban ismert a szabadsagfokok helyzete és sebessége: =
Pl. t=0 pillanatban x(0)=x, és x(0)=v,
Ez pontosan 2N egyenlet a 2 N ismeretlenhez. Z V,a;=X, €s Z v,wy;b=v,

Kezdeti feltételek modalanalizissel:

Szorozzuk be a kezdeti feltételek egyenleteit balr6l V-TM -mel:

Zv Mv.a=v. Mx0 és Zv My, wolbi—v My,

i=1
A sajatvektorok tomegmatrixra valé ortogonalitasa miatt az 6sszegzésbdl
csak a j=i esetben lesz 0-tdl kiilénb6z0 tag, igy:

T T 7 T T
v. Mv.,a,=v, Mx,és v, Mv,w,.b=v; Mv,

A sajatvektorok tomegmatrixra normalasa miatt .

T v, M v,

vi Mv, x(t)=D. v,|vi M x,cos(m, t )+ g Ssin(w,;t)
, - ’ i

T _ s . _.T P _
v. Mv,=1,igy:a,=v; M x, és b=

i
E



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — ASEF kozelité megoldas

K-y, M|v,=0
Def.: Rayleigh-hanyados: ’
Egy tomegmatrixaval és merevségi matrixaval adott N szabadsagfoku rendszer esetén egy
N elemii v vektor Rayleigh-hanyadosat az alabbi képlettel szamitjuk:

T

v Kv

R(v)=
( ) v Mv

Korabban lattuk, hogy sajatvektorok esetén: v, K vi:mé’ v Mv,, azaz az i -edik
sajatvektor Rayleigh-hanyadosa az i -edik sajatkorfrekvencia négyzete:
v, Kv,
R (Vi> = T
v, Mv,

1 1

_ 2
=y, ;

Minden egyéb v vektor esetén: oof),1<R(v)<u)(2)) N

Az els6 rezgésalak becslésével az alap sajatkorfrekvencia is becsiilhetd. A becslés soran a szabadsagfokok
elmozdulasainak rogzitése kinematikai kényszert jelent, ami merevebbé teszi a szamolt szerkezetet
a ténylegesnél. Ezért is lesz az igy kapott sajatkorfrekvencia nagyobb a tényleges legkisebbnél.

Segithet a becsiilt alak felvételében, ha ismert
a szerkezet helyettesitd kontinuum-modellje és
a kontinuum rezgésalakja.




Altalanositott sajatértékfeladat — egyéb megoldasi médszerek Kv=w,Mv

Ha K nem szingularis (ugy illik): Ha M nem szingularis:
- létezik K, - létezik M,
- skalarral oszthatjuk az egyenlet mindkét oldalat.

izv=K_1Mv M Kv=w;v

W,
- Ez mér egy egyszerii sajatértékfeladat (Av=Av) - Ez mar egy e,gys'ze}rﬁ §aj ét,értékfeladat.(A 4 :_7\ v)
- Az egyiitthatématrix altaladban nem szimmetrikus. - Az egyiitthatomatrix altalaban nem szimmetrikus.
- K invertalasa idSigényes - Ha M diagonalmatrix, akkor kénnyti invertalni.
A megoldas végiil ugyanaz kell legyen. A megoldas végiil ugyanaz kell legyen.

Az egyszerti sajatértékfeladat iterativ uton is megoldhato:

Az AAA...AA Av szorzat tobbnyire a legnagyobb sajatérték sajatvektorahoz tart.
Kivéve, ha a kezdeti vektor arra merdleges, akkor a kdvetkez6 legnagyobbéhoz.

A #v =K "M v tiptsti felirdsnal ez hasznalhat6 |legnagyobb éé legkisebb (1)(2)-> o, |-
0 0



Altalanositott sajatértékfeladat — egybeesé sajatkorfrekvenciak Kv=w,Mv

Mi van akkor, ha a det(K — mg M)=0 egyenletnek oo(z) -re tobbszoros gyoke van?

A sajatvektor altalaban egy iranyt (egyetlen dimenziot) jelol ki az N dimenzids térben.
A t6bbszoros gyok esetén a sajatvektor egy annyi dimenzios altérben van, mint a gyok multiplicitasa.
Ebben az altérben is egyértelmiivé tehetjiik a bazist. Hogyan tegyiik?

Legyenek az altérben felvett bazisok kdlcsondsen ortogonalisak a tomegmatrixra.
Igy a modalanalizisnél mar kiilon kezelhetjlik ezeket a modokat (igaz, azonos lesz a sajatkorfrekvenciajuk).

Azaz ha w; egy k-szoros gyok, akkor:

Wy ;=W i1 =Wg == W 11

Vi, Mv,, =0, j=01,...,k—=1  1=0,1,... k-1

i+]

T _ 2
Vie KV, =0, 0p,

i+

A t6bbi rezgésalakra természetesen szintén ortogonalisak ezek az alakok.



Altalanositott sajatértékfeladat — koézel egybeesd sajatkorfrekvenciak Kv=w.Mv

Vizsgaljunk egy olyan szerkezetet, amelynél a merevségi matrix strukturaja: K= k 8] le| < k
e k|
Példak: m m
K6z6s merev alapra helyezett gépek ; % EI (nagy) v=|m o
Merev gerendara fiiggesztett ingak 10 m
o A
det (K —w; M)=0-(k—w;m)’—&°=0
K e —
W2 :2kmi\/4k2m2_4m2(k2_82):£+£ R W1 = m €, =W, —€,;
0,12 7 m2 mom ?
g, = E+e2=mo+e2
A sajatvektorok:v, = 1/\/2_m ,V,= 1/\/2£ , ahol €, <, és €, <,
1/V2m ~1/V2m

Szabadrezgés, ha x,= (1)] x(t)=v, v, M x,cos(w,, t)+v,v, M x,cos(m,,t)

Mindkét szf. rezgése egy (w,— ¢, ) és egy (w,+¢,) korfrekvencidji rezgés dsszege.
Kozeli frekvenciaju rezgések dsszege = lebegés.



Mit tanultunk eddig?

Tobbszabadsagfoku rendszer mechanikai rezgései:

modell

matrixok (tdmeg-, merevségi, hajlékonysagi)
Mozgés matrix-differencidlegyenlete
Szabadrezgés:

sajatkorfrekvenciak

sajatvektorok

Mi kovetkezik?

Gerjesztett rezgések
harmonikus gerjeszt6er6
altalanos gerjeszt6erd
tamaszrezgés
féldrengésvizsgalat



Tobbszabadsagfoku rendszer rezgése — modell, mozgasegyenlet

Modell
ot %t o xa(t)
q,(1) q,(t) q,(t)
SAEIN EEAIN EEAIN
i L DYV B Y

4§77 777777 LR AR AR AR AR 4R 4R 4R 4R 4E 4E 4E 4E 4R 4R 4R 4F ¥ 4F 4E 4% 4% 4 AR AR AR AR AR 4E 4 4 AR AR AR AR 4E 4R 4R 4R 4R 4R ¥ ¥ 4

Matrix-differencidlegyenlet: M x(t)+K x(t)=q(t)
Ha a tehervektor valamennyi eleme azonos harmonikus fiiggvény szerint irhato fel, pl.:
q1,0C€0S ((Ut) 910

q(t)= q2’0c0§(0)t) =| 920 |cos(wt)=q,cos(wt)

qN,OCOS((Dt> dn o

Akkor a mozgasegyenlet egyszertisodik: M X (t) + K x (t ) = qo COS ( wt )

Megyjegyzések:

A terheletlen szf. esetén q; ,=0, azaz harmonikusnak tekinthet6 barmilyen id6fiiggéssel.

A harmonikus fiiggvény szokas szerint lehet barmi:  sin(wt),cos(wt),cos(wt—d,), stb.,
de mindegyik szabadsagfok esetén ugyanaz.



Harmonikus erével gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer- direkt megoldas I.
Mx(t)+K x(t)=q,cos(wt)

Keressiik a megoldast harmonikus alakban: inhomogén linearis
differencialegyenlet-rendszer
x,(t)=x,,cos(0t)
A feltételezett megoldas méasodik derivaltja: %, (t)=x,,(—’)cos(wt)
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
M x ,o(—0°)cos(wt)+K x,cos (o t)=g,cos(wt)

( - U‘)Z) + K XqO = qO
[K—o’M|x 00— inhomogén linearis egyenletrendszer

A linearis egyenletrendszer megoldasa:
- ha létezik az egyiitthatomatrix inverze, akkor szorozzunk be vele balrdl:

K—o*M| '[K—0*M|x,,=(K-0’M| 'q, 5> x,=|K-0’M|'q,

Mikor létezik az inverz?

nem szingularis
determinansa nem 0 = ® nem a rendszer sajarkorfrekvenciaja

sorai lin. fiiggetlenek



Harmonikus erdével gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer— direkt megoldas Il.

(K_(UZM)XqOZ‘Io Ha w#wm,;: - XgOZ[K_sz)71q0

Mi van akkor, ha w=w, ,?

A megoldas létének feltétele: o (K —w’M| =0 ( K-o'M |q0) (az egyiitthatématrix rangja a tehervektorral
kiegészitve nem valtozik.)

Nincs megoldas, ha: v, q,#0

(ilyenkor rezonancia alakul ki az i-edik alakkal)

Van megoldas, ha: v; q,=0
A tehervektor nem befolyasolja a rezonans rezgésalakot.
A kialakul6 rezgés ortogonalis erre az alakra.

Tipikus esetben a megoldas: xg(t)Z(K— 0’ M)_lqo cos(wt)
A teljes megoldashoz most is hozzajonne még a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
N

x(t)=K—0*M| g cos(wt)+ v.|a,cos(wy;t)+b;sin(wy,;t)]

i=1

A szabadrezgéses rész id6vel lecsillapodna, a maradék x,(t) az alland6sult rezgésrész.




Harmonikus erdével gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer— modalanalizis I.

Mx(t)+K x(t)=q,cos(wt)
Tegyiik fel, hogy mar megoldottuk az altalanositott sajatértékfeladatot, azaz ismertek
a sajatkorfrekvencidk (w, ;) és a tomegmatrixra normalt sajatvektorok (v, ).

Keressiik az x, (t) megoldast a sajatvektorok linedris kombinéci6jaként:

N
xg(t)=z V.Y, )=V y,(t) ahol y, ,(t) az i-edik modalis koordinata
i=1

(gerjesztés miatti)
Mivel a sajatvektorok id6fiiggetlenek, igy az id6 szerinti masodik derivalt:
N

& (=2 vi3,,(0=Vy,(t)
i=1
Behelyettesitve a matrix-differencidlegyenletbe: MV y (t)+KV y (t)=q,cos(wt)

Szorozzuk be mindkét oldalt balrél V'-vel: V' MV y (t)+V'KVy (t)=V"q,cos(wt)

A sajatvektorok ortogonalitdsa és normaldsa miatt: Ey, (t)+Q%y (t)=V'q,cos(wt)
Ennek az i-edik sordban: y;(¢t)+w;, y, ,(t)=fcos(wt) ahol f.=v! q,

a tehervektor vetiilete
A differencidlegyenlet-rendszer szétesik N darab kozonséges differencidlegyenletté. a rezgésalakra



Harmonikus erdével gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer— modalanalizis II.
Mx(t)+K x(t)=q,cos(wt)
N
X, ()=22v,y,.(0)
i=1

Az i-edik kozonséges differencidlegynlet: y ,(t)+w;, y, ,(¢)=f cos(wt)
Egy egységnyi témegi (m=1), w,, merevségii (k=w;,) egyszabadsagfoku rendszer mx(t)+kx(t)=gq,cos (wt)
differencialegyenlete, amit az f, amplitid6ju harmonikus erd gerjeszt. x,(0)= % cos (o)
1-27
W,

A harmonikus erével gerjesztett egyszabadsagfoki rendszereknél tanultak szerint:

- 1 s i 1 1
Az i-edik modélis amplittidé: ygo,i:Lzl 5 >y, ()=f— —cos(wt)
Wy, 1_(0_2 W, 1_(")_2
Wy ; Wy
v 1
A gerjesztés miatti harmonikus vélasz: x,(t)= v,v q,— —cos(ot)
i=1 U)Oi 1_ w
’ 2
Wy,

Mindegyik v, rezgésalakot szorozni kell:

- a tehervektor vetiiletével (v; q,)
- a sajatkorfrekvencianak megfelel6 elGjeles rezonanciatényezd-szerd taggal

- a kozos harmonikus taggal
- a sajatkorfrekvencia négyzetének reciprokaval = a magasabb modok hatasa altalaban kisebb lesz



Direkt megoldas — példa I.

10sin(12¢ )[kN]

:L9 9 SK= 1150 —705,9
’ EI|9 14,67 —705,9 705,9
10-cos60 °-sin(12t)
10-sin 60 °-sin(12t)

lkN/m ,

sin(12t)=q,sin(wt)

—| 5
8,660

x,,=K-0’M|'q, » x[(t)=K-0’M]| q,sin(ot)

K—o?M=|1150—-12°3 7059 |_| 7183 —7059
—-7059  7059-12°3| |-7059 273,9
-1 1 273,9 705,9|_|—0,9083 2,341 | .-3
K-o’M| = ’ = 10
K-o'M]| 718,3~273,9—(—705,9)-(—705,9)[705,9 718,3] { 2,341 —2,382]

KoM ae1o2 00083 2341 ][ 5 | _[-24.82] s
xp=K=0'M| g, 2341 —2.382||8,660| |—32,34 m

xg(t)z[_24’82 -sin(12¢)mm

—32,34




Direkt megoldas — példalll.

x(t)= (0] po|kitky —ky| om0
x,(t)] -k, k, | 0 m,|
Q(t)z{qlét)IZ ql,ocoos(oot) =[q(1)’° cos(wt)=q,cos(wt)

ng:(K—mZM)_lqO - xg(t)Z(K—sz)_lqocos(cot)

-1 pomEEEmEE :
L | kitkmotm =k, Quo|_ 1 k,—o’m, ok, Qo
go— 2 - 2 2 2. . 2
—k, ky—w'my| | 0] (k+k,—o’m)(k,—o'm)—k,|| k,  ik+k,—w'm,| 0
X = 9o, (k,—w’m,)
90 klkz—(klm2+k2m2+k2m1)032+m1m2(;34 k,

A nevez06 nullava valik, ha:

(k,m,+k,m,+k,m, )=+ (k,m,+k,m+k,m,)*— 4k ,k,m,m,

2m,m,
ez a két sajatkorfrekvencia: w,,,m,,



_|m 0
0 m,

b

Direkt megoldas — példa lll. [xl(t ]
x,(t)]

k+k —2]

qlo cos(wt)=q,cos (ot)

q1 t } {qlocos ot)

(kz_(Dz mz)
k,

_ 9o,
00 k(K. mo+k,m, +k 2 4
1 2_( 1Myt K, my+ 2m1)w +m,m,w

Pl.: k,=100,k,=50,m,=5,m,=1,m,,=3,938rad/s, w,,=8,031rad/s

0.2

0.2
015 | 015 |
X
90,1 X502
01 f 01 f
0.05 | : } 005 |
= o T ! | | B oF
3 ‘ L a
005 i } 1 005 |
01 b i 1 01 b
015 | 1 015 |
o . 1 ‘ ‘ s ‘ , .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 g 10 12
omega omega

A rezonancia frekvenciajanal végtelen amplitidok.

Ha w=+k,/m,, akkor az els6 szabadsagfok amplitidéja 0.
Ez k,, ill. m, hangolasaval érhet6 el, neve dinamikus rezgéscsillapitds.
Ha az m, témeg viszonylag kicsi = kicsi k,, viszonylag nagy amplitudo
Ha az m, tomeg nagyobb -> nagyobb k,, kisebb amplitido, de nagyobb énsuly!



Dinamikus rezgéscsillapitas - példak

Taipei 101 torony Futé allatok

3 & i

91st Floor [390.60 m]
(Outdoor Observation Deck)

89th Floor [382.20 m)

{Indoor Observation Deck) -

1
1 e P e .

88th Floor

87th Floor

1

o
VY e e ) ey ——

Forras:
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Taipei_101_Tuned_Mass_Damper.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gepardjagtl _(Acinonyx_jubatus).jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Vraptor-scale.png



Megoldas modalanalizissel — példa
q,cos(wt)
?m1 EI m, m3?
X1(t) X2<t) X3(t)
)V l )V l )V l )V l )4

Szamitsuk ki x ,-t, ha
EI=5600kNm®,I=2,4m,
m,=m,;= 2,5t ,m2:2m1
q,=15kN/m,w=15,59rad/s

A tdmegmatrix: A hajlékonysagi matrix:

25 0 0 I3 1 —1/4 1/3
M=0 5 0|t F=_|-1/4 1/6 -1/4

0 0 25 1/3 —-1/4 1
A tehervektor e
amplitljdc’)j a: A merevsegl matrix:

0 651 1042 43,4
q,=|15|kN K={1042 5556 1042 |kN/m

0 434 1042 651

A sajatkorfrekvenciak:
w,,=10,26 rad/s, w,,=15,59rad/s, w,,=35,83 rad/s

A tdmegmatrixra normalt sajatvektorok:

—0,413 —0,447 0,171
v,=| 0,171 |,v,=| 0,000 |,v;=|0,413
—0,413 0,447 0,171

S D

A tehervektor vetiilete a rezgésalakokra:
v, q,=2,567, v,q,=0, v;q,=6,198
(az Osszegzésben csak i=1 és i=3 szamit)
A modalis amplitidok:
1 1

=2.,567 —0.01
ng,l :56 10 26 L 15 592 0,0 863
10,26
—6,198 1 L —0,00596
Y9037 35,832 ;1559 592
35,83’
—0,413 0,171 0,00871
X,0=| 0,171 |(~0,01863)+|0,413 [(0,00596) =| —0,00072 |m
—0.413 0,171 0,00871

Megj.: bar w=0w,,, de a rezonans alak nem volt gerjesztve.
A kapott eredmény megoldésa a (K —o*M ;]xg =4, egyenletnek.



Altalanos erével valé gerjesztés - modalanalizis

Matrix-differencidlegyenlet: M x(t)+K x(t)=q(t)
Az elmozdulasfiiggvény a tomegmatrixra normalt
sajatvektorok linearis kombinaci6jaként:
x(t)=Vy(t) ahol  V=[v,,v,,..vy| asajatvektorok métrixa
x(t)=vyl(t) y (t) az y,(t) modalis koordinatakbol képzett vektor
fgyaDE: MV y(t)+KVy(t)=q(t)

Szorozzuk be mindkét oldalt belrél V7 -vel:
VIMVy(t)+V KV y(t)=V'q(t)

A sajatvektorok ortogonalitasa miatt a harmas matrixszorzatok
diagonalmatrixok és a tomegmatrixra normalas miatt:

V' MV=E,V'KV=Q°
Amibdl a DE atirhat6
Ey(t)+Q%y(t)=f(¢t) ahol f;(t)=v]q(t) ateher modalis vetiilete
A diagonalmatrixok miatt a differencidlegyenlet-rendszer szétesik, a j-edik sorbdl:
yj+(u(§,iyj(t>:fj(t)
Ez egy mx(t)+kx(t)=q(t) egyenlet, ahol m=1,k=wy ;...
Az egyszabadsagfoku rendszereknél tanultak szerint oldand6 meg y j(t) -Te.

N
Végiil a modélis megoldasokbél kaphaté a gerjesztésre adott valasz: x(t)= z v,y j(t)
j=1



Tamaszrezgés — I.

Egyszabadsagfoku rendszereknél lattuk, hogy a tamaszrezgés is egy gerjesztésként kezelhetd.

Hogyan szamithato a tehervektor a tamasz mozgasabol?

Eddig elhanyagolhattuk a diszkretizalas miatt
a tdmaszokba keriil6 tomegeket, mert a fold
tigysem mozog. Es mégis. » Kiils6 szabadsagfokok.

A kiegészitett rendszer mozgasegyenletének sémadja:

+ =

& q utolsé soraiban a reakciok vannak-> x és X ismeretében utolag szamithatok az utolsé sorokbol.
Ha nincs tdmaszmozgas: x és X utols6 soraiban nullak vannak » M és K utols6 oszlopai nem csinalnak semmit
Ha van tamaszmozgas: x és X utolso sorai ismertek > M és K utolsé oszlopaival szorozva atvihet6k a jobb oldalra

+ : = =i bixl - obixd

..................................................................................



Tamaszrezgés — Il.

Tegyiik fel, hogy az dsszes tdmasz azonos irdnyba mozog az azonos z(t) fiiggvény szerint,
€s mas teher nincs.

Ekkor az elmozdulasok vektora két részre bonthato:
x(t)=x,(t)+u(t)
ahol:  x,(t): a merevtest-szer(i elmozdulés
u(t): az alakvaltozasokat okoz6 elmozdulés
(amibdl az igénybevételek lesznek)
A merevtest-szerii elmozdulast allitsuk el6 x_ (t)=2z(t)i

alakban, ahol az i mutatd vektor azt jelzi, hogy a timaszok
egységnyi statikus elmozditasa a tamaszmozgas iranyaba
mekkora elmozdulast okoz az egyes szabadsagfokokban.
Példankban: i"=[1 0 0 1 1 1 1]

A mutat6 vektor idéfiiggetlen, igy: x, (t)=Z2(t)i

A mozgasegyenlet sémaja az ismeretlenek egy oldalra rendezése utan:

. = - M-

Az utols6 sorok most is a reakcidk szamitasara szolgalnak.



Tamaszrezgés - lll.

................................................................................................................................................

A tamaszok elmozdulasat a merevtest-szeri mozgas tartalmazza,
az u(t) vektorban a kiilsé szabadsagfokok helyén nulla lesz.

A merevtest-szerli mozgasbdl nem keletkeznek alakvaltozasok,
igy igénybevételek sem » a K x,, szorzat nullvektor lesz.

Ami marad:

e S e A

A bal oldalon csak a belsé szabadsagokok L
Mii(t)+Ku(t)=—Mx_(t)=—MiZ(t)
Vezessilik be az m=M i vektort. (és ne hagyjuk ki a kiilsé szf.-okat)

Az azonos tdmaszmozgassal gerjesztett tobbszabadsagfoku rendszer
matrix-differencidlegyenlete az alakvéltozasokra: Mii(t)+K u(t)=—mZ(t)



Tamaszrezgés — harmonikus tamaszmozgas

Tamaszrezgés esetén az alakvaltozasokra vonatkozo differencialegyenlet:

Mii(t)+Ku(t)=—mz(t)

Ahol m=M i, (a tdmegmatrixot kiegészitjiik a kiilsé6 szabadsagfokokkal is)
és az I mutatdévektor adja meg a tamaszok egységnyi mozgasa esetén
az odsszes szf. merevtestszer(i elmozdulasat.

Ha pl. a timaszok azonos mozgasa azonos harmonikus fiiggvény szerinti: z(t)=z,cos(wt)

akkor az egyenlet jobb oldala: mm”z,cos(wt)

Mii(t)+Ku(t)=mn’z,cos(wt)

A modalanalizises megoldas szerint:

S T 2 1 1 ZV i Qo L —cos(ot)
ug(t)zz V,Vv, mw Zo—z—ZCOS((Dt) U’o,:l—%
i=1 W ; 1— w W, ;
2
Wy, ;
A direkt megoldassal: x,(t)=|K—0’M| g cos(wt)

ug(t):(K—sz)_lmoozzOcos((ut)



Tamaszrezgés — harmonikus tamaszmozgas példa I.

m, EI m, my
?xl(t)/f% ?xzu)/?%xg(t)?

Szamitsuk ki a maximalis igénybevételeket az
onsulybol és az allandosult rezgésbdl, ha
z(t)=2-cos(20¢t)[cm], és
EI=5600kNm*,[=2,4m,
m,=m,=2,5t,m,=2m,

A tdmegmatrix: A merevségi matrix:

25 0 O 651 1042 43,4
M=0 5 0|t K=[1042 5556 1042|kN/m
0 0 25 434 1042 651

A sajatkorfrekvenciak:
w,,=10,26 rad/s, w,,=15,59rad/s, w,,=35,83 rad/s

A tdmegmatrixra normalt sajatvektorok:

—0,413 —0,447 0,171
v,=| 0,171 |,v,=| 0,000 |,v;=|0,413
—0,413 0,447 0,171

A tehervektor:q (t)=—Mi 7 (t)

A kiils6 szabadsagfokokkal kiegészitett szerkzet:

m, m, EI g m, m. m,
!Xl !Xz X3!
X, X s .
A tomegmatrix figyelembe veendd sorai: 1
25 0 0 0 0 ] e
M=o 5 0 0 olt A mutatovektor: i=|1
0 02500 1
A tamaszrezgés iranyaba mozg6 tomegekbdl '
a szabadsagfokok terhe: 25
m=| 5 |t
2,5
A direkt megoldasbadl:
651-2072,5 1042 34 |'os
u,= 1042 5556—20°5 1042 5 |-20%0,02
43,4 1042 651-20°2,5| |2,5
[—0,00904
u,=| 0,0165
| —0,00904

HF: u,(t) modélanalizissel



Tamaszrezgés — harmonikus tamaszmozgas példa Il.

ml EI mz m3
X ?X X
?1(2)/%%1 2<It>’%<t>;“>?

Szamitsuk ki a maximalis igénybevételeket az
onsulybol és az allandosult rezgésbdl, ha
z(t)=2-cos(20t)[cm], és
EI=5600kNm*,/=2,4m,
m,=m,=2,5t,m,=2m,

—0,00904
u,(t)=u,cos(wt)=| 0,0165 |cos(20¢)
—0,00904

Hogyan lesz az elmozdulasbdl igénybevétel?

Az u, amplitudot létrehozo statikus erdk:
10,96

f=Ku,,=|73,10 kN
10,96

l10,96 kN l 73,10kN l 10,96 kN
Y 4 4
26,30 26,30

~p
[ kNm] 61,42

Az 4llandésult rezgés cos(20¢t) tagja miatt
ez +1-gyel és —1-gyel is szorzodhat:

61,42
26,30 26,30
iy el
[ KNm] =SH[fp>
26,30
26,30 61,42

Az m,g onsulyok miatti nyomatéki abrahoz hozzaadva:




Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas .

Tamaszrezgés esetén az alakvaltozasokra vonatkozo differencialegyenlet:

Mii(t)+Ku(t)=—mz(t)

Megoldas modalanalizissel:

Mar megoldottuk az altalanositott sajatértékfeladatot, azaz ismertek
a sajatkorfrekvencidk (o, ;) és a tbmegmatrixra normalt sajatvektorok (v,).

Keressiik az u, (t) megoldast a sajétvektorok linearis kombinaci6jaként:

N
ug(t)=z V.Y, (t)=Vy,(t) ahol y, ,(t) az i -edik modalis koordinata
i=1

(gerjesztés miatti)
Mivel a sajatvektorok id6fiiggetlenek, igy az id6 szerinti masodik derivalt:

0= v, 0=V 3,(0

Behelyettesitve a métrix-differencidlegyenletbe: ~ MV y (t)+KVy (t)=—m2(t)

Szorozzuk be mindkét oldalt balrél V' -vel: VI MV y (t)+V'KVy (t)=—V'mz(t)

A sajatvektorok ortogonalitisa és normalasa miatt: Ey, (t)+Q%y (t)=—V'mz(t)



Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas Il. Mii(t)+Ku(t)=—m3(t)

Ey (0)+Q%y (t)=—V mz(t) u, :; vy )=V y,(t)

Ennek az i-edik sordban: j_,(t)+w;, y, . (t)=f.(t) ahol f,.=—v/ mi(t)
a teher vetiilete a rezgésalakra

A differencialegyenlet-rendszer szétesik

4 . - , I',=v  m atomeg vetiilete a rezgésalakra.
N darab kozonséges differencialegyenletté. b 5 &

(modalis részvétel }

Egy egységnyi tomegli (m=1), w;, merevségii (k=0 ) egyszabadsagfoku rendszer
differenciélegyenlete, amit az f,(t) er6 gerjeszt. Duharnel integrél

, , ; . f q -sin u)o t— r))dr
Az egyszabadsagfoku rendszereknél tanultak szerint: o m wo

yg’,.(t):j Msin(mo’i(t—r))d t=—v?mj%sin(mo’i(t—r))dr

Wy, ;
0

fgy a teljes megoldés

Zvv mf

sm |0, (t—=7)|d7

Masodlagos mennyiségek szintén id6fiiggéen szamithatok.



Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas, valaszspektrum I.

Az i-edik sajatrezgésmod valasza: y  ;(t)=—v; mf sm wol(t— ))dr

A szélstértéket az integralkifejezés maximuma befolyasolja.
Egy eldirt teher esetén ez a sajatkorfrekvencia-fiigg6 széls6érték a valaszspektrum.

Ha a timaszmozgas tervezési valaszspektrumként van megadva (pl. S, (To)i) pszeudo-gyorsulas

tervezési valaszspektrumkeént), akkor az i -edik mo6d maximalis kitérése:
a1 Sy (TO,i) A psze}ldogyorsulésbél elmozdulas valaszspektrumot
gi Vi m 5 kell szamolunk.

0 Az elGjelre = -ként kell majd a végén gondolnunk.

Az i-edik modbol szarmazo legnagyobb

S,(T,.) Az ekkora elmozdulast okozo
i,max T d 0,i ,or . 7 s
elmozdulasok: u, ™" =v,v; m——; helyettesité statikus erék a aszabadsagfokokon:
(63
0.
! i,max __ i,max __ T Sd(TO,i)
f;" =Ku,”"=Kv,v,m——;
Wg,;

Vegyiik észre, hogy:

Si\T,,;
mivel Kv,=w,,Mv,, igy a helyettesitd statikus er: f,""=w, Mv,v;m (20”) =Mv,v. mS,(T,.)
Wy

i
A

A bevezetett modalis részvétellel (I,=v; m):

f:maX:MviriSd(TO,i>



Tamaszrezgés — altalanos tamaszmozgas, valaszspektrum II.

Az " =Mv,T,S,(T,,) teherbél statikus médon szamitott igénybevétel lehet pozitiv, vagy negativ el6jeld.

Az bsszes rezgésalakhoz szamithatunk helyettesitd statikus terhet,

abbdl pedig modalis igénybevétel-szélsGértékeket ( C"™).
Hogyan dsszegezhetjiik az egyes rezgésmodokban szamitott maximumokat?

Par lehetdség:

N
ABSSUM — Az abszolttértékek 6sszege: C™*=Y_ |C"™|

1
Fels6 hatar, csak akkor igaz, ha elég hossz ideig tart a rezgés ahhoz, hogy az dsszes mod
maximuma egyszerre 1épjen fel. (Ez tipikusan valosziniitlen - nem gazdasagos.)

N
SRSS— A négyzetosszeg négyzetgyoke: C"" = \/ﬁ

A nagyobb igénybevételek hatdsa nagyobb, de korlatozottan hasznalhato,
csak egymastdl tavoli sajatkorfrekvenciak esetén.

CQC — Teljes négyzetes kombinacié: C™*=C'pC

A csillapitas hatasat is figyelembe veszi.
Csillapitatlan esetben p=FE és azonos SRSS -sel.



Tobbszabadsagfoku rendszer szabadrezgése — diszkretizalas hatasa lll.

Hany szabadsagfok elég? (szempontok)

a Attol fiigg.
a A legmagasabb sajatkorfrekvencia képes legyen idében kévetni a terhet.

o Tamaszrezgésnél a modalis részvételekbdl elegendd tomeg jelenjen meg a szamitasban.
A modalis témeg: m = 2 "+ a szabvanyok el6irjak, hogy a teljes témeg 90-95-98%-a

m;=(v{m)’=(v; Mi)’=i' Mv,v Mi

A szamitasban figyelembe vett hatékony témeg: m = Z m,= i'MVV'Mi



Valaszspektrum — példa

1+15-T, [m/s’] ha T,<0,10s
El 2,5 [m/s’]  ha 0,10s<T,<0,5s

m, m, M? =? M’ =? haateher S,= 1,25

max max )
T 0

[m/s’] ha 0,5s<T;<2,5s

< @ a a 3125 sl ha 2,55<T,
a=2,0m,m,=1,2t,m,=2,0t,EI= 1250 kNm?

2,844107° 2,489-10°° . _
w12 o] p_|2 D2 B Kepio] 1500 —1313],
0 20 2,489-107° 2,844-10 ~1313 1500
) Vi V2
o , 10,80 0 ~0,54657 —0,73116
ASEF megoldasa: @=| 1% v=["% ’
SEF megoldasa: =) =, 43,40] [—0,56635 0,42337 l

Rezgésmodonként a helyettesits statikus teher: fi"*=Mv,T,S,(T,,)

Ty, = 2—“—05817s,->sd1 2,149 m/s’ {

[12 0 o 01
m=

_[1,2
2 0 20 0 0 2,0

1

1

T 1

T,,= =0,1448s-S, ,=2, 5m/s” 1



Valaszspektrum — példa 12 o _[-054657 —0,73116 S, 1=2,149m/s’
“lo 20 ~1-0,56635  0,42337 Sy ,=2,5m/s’
EI
Rezgésmodonként a helyettesitd statikus teher: 1
m m i,max __
! 2 f""=MvIS,(T,;) . _[12 0 0 0f1|_|12
0 20 0 0f|1] |20
a a a 1

I'= vf m=-—0,54657-1,2—0,56635-2,0=—1,789

lez[—0,65591

~1,133
o 0,6559| |1,133 37

1,630 1,948

@MWWWWM

M°=-1,630-(—1,789)-2,149=6,267 kNm
MJ=-1,948-(—1,789)-2,149=7,489 kNm

Osszegzés: 3 b keresztmetszetben:

ABSSUM
M

b =6,267+0,046=6,313kNm

M, =16,267"+0,046° =6,267 kNm

I,= vg m=-—0,73116-1,2+0,42337-2,0=—-0,0306

_|—0,8774
[ 1 0,8468

271 0,8468

0,6053

M?>=-0,6053-(—0,0306 )-2,5=0,046 kNm
M}=0,5441-(—0,0306)-2,5=—0,042kNm

a j keresztmetszetben:
MPPM=7,489+0,042=7,531 kKNm

J

MRS =17 489°+0,042° =7,489 KNm

J



Tamaszrezgés — példa |I.

Kéttamaszu gerenda, tulnytlé konzollal.
Szamitsuk ki a konzolvég rezgésének amplitid6jat, ha z(t)=0,04 cos(20t) [cm]!
=6 m tamaszkoz, EI=5000kNm’ hajlitémerevség, m=2 t redukalt tomegek.

EI m m m
6161 —5893 —401,8 2
K=| —5893 8571 1607 |kN/m M= 2 t
X, X, z(t) X,

—401,8 1607 1004 2
1/3 /3 1/3 1/3
L—»L—»L—»L—J 0,270 0,483 0,440
V=] 0,306 0,327 -—0,547
w,,=13,05rad/s, w,,=30,30rad/s ,w,,= 82,34 rad/s -0,577 0,399 -0,084
Modalanalizissel megoldva:
N
ug(t)zzviv?mmzzo%%cos(mt)
i=1 Wp; 1@

2
Wy, ;

Az m vektorhoz a kiegészitett merevségi matrixot
kell szorozni a mutat6 vektorral:

1/3
2 0 0 0 0f]2/3] |2/3
m=Mi={0 2 0 0 0}|4/3|=|4/3
0 0 2 0 0ff 0 8/3

1



Tamaszrezgés — példa II.

0,270 0,483 0,440 El m m m
V=] 0306 0327 —0,547 FT_T T
—0,577 0,399 —0,084 X, x, 7715?7 X,
z(t)
1/3 1/3 1/3 1/3
i I“,:v,.Tm LZ 1 > l“l.oozzoiz;2
Wo,i 1_(0_2 W, 1_0)_2 w,,=13,05rad/s , w,,=30,30rad/s ,w,,= 82,34 rad/s
Wo,j Wo,j .
1|-09517 | —4,352:10° 0,06627 ug(t):zvivfm(fzo% —cos(wt)
1,824 | 1,931-10°° 0,05635 =1 Woi 1L
3|-0,6601| 0,157-10°° —0,00166 Do,
0,270 0,483 0,440 0,0444

u,(t)=|0,06627-| 0,306 |+0,05635-|0,327|—0,00166-|—0,547 ||cos(20¢t)=| 0,0396 |cos(20¢)

—0,577

0,399

—0,084 —0,0156

Ez a rugalmas alakvaltozasok vektora a merevtestszerli mozgashoz képest mérve.

A mozdulatlan koordinatarendszerben:
x(t):iz(t)+ug(t)

1/3 0,0444 0,0577
x(t)=]2/310,04 cos(20t)+| 0,0396 |cos(20t)=|0,0663 |cos(wt)[cm]
4/3 —0,0156 0,0377

—
—



V=| 0,306 0,327 —0,547| Ugz=| 0,0396

— — —0,0156
Igénybevételek szamitasa 0,577 0,399 —0,084

o A legnagyobb elmozdulasokkal azonos elmozdulast okozé helyettesit6 statikus teherbdl:

30,2 kN
6161 —5893 —401,8| 0,0444 | |46,2 46,2 kN 53,0kN i
f=Ku,=|-5893 8571 1607 || 0,0396 |=|53,0 kN
—-401,8 1607 1004 ||—0,0156| |30,2 /@.
/3 /3 /3 /3 ‘
o A rezgésalakok igénybevételeibdl az dsszegzésnek megfelel6 tényezokkel képzett kombinaciéban:
< T 2 1 1
91.9 887 5970 u,(t)=2 v,vi mo 2y cos(wt )
5 i=1 0,i ] ——+—
Kv,=| 1042 |,Kv,=|601|,Kv,=|—7420 g,
—196,6 733 —1140 . ; 1 1 , 1 1
i T'=vim| ——— I z,—F——
. o T T 1ie s . Woi] -9 Wo.i 10—
Pl.: a jobb oldali tdmasz f6l6tti hajlitonyomaték 2, W,
az egyes modokbdl: 1]-0,9517 | —4,352:10"° 0,06627
M,=-2-(-196,6)=393 2| 1,824 | 1,931-10° 0,05635
M2=—2'(733)=—1470 3| -0,6601| 0,157-10°° —0,00166

M,=-2-(—1140)=+2280

A kombinacié: 393-0,06627 —1470-0,05635+2280-(—0,00166) =—60,6 kNm,
de lehet 60,6 kNm, ha cos(wt)=—1
Tehat itt nem az abszolutértékek dsszege!
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